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内 窜 简介 


本 书 根 据 James R，Munkres 所 著 “Elements of Algebraic To- 
pology”" (Persevs 出 版 社 1993 年 版 ) 译 出 . 

全 书 共 分 8 章 74 节 , 内 容 丰 富 , 论 述 精辟 . 主要 内 容 包 括 单 
纯 同 调 群 及 其 拓扑 不 变性 、Eilenhberg-Steenrod 公理 系统 ,奇异 同调 
论 . 上 同调 群 与 上 同调 环 .同调 代数 、 流 形 上 的 对 偶 等 . 
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需要 ,如 可 作为 研究 生 一 学 年 或 学 期 的 教材 ,也 可 殿 本 科 高 年 级 选 
收 课 选用 . 此 外 本 书 可 供 广 大 科技 工作 者 和 拓扑 学 爱好 者 阅读 . 
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译 者 的话 


本 书 根据 Perseus 出 版 公司 1993 年 新 版 译 出 . 它 与 1982 年 
版 相 比 章节 篇 幅 都 没有 改变 , 仅 在 个 别 地 方 和 习题 作 了 小 的 改动 ， 
并 且 修正 了 者 二 印刷 错误 

本 书 的 作者 ].R. 曼 克 勒 斯 先生 是 美国 麻 省 理工 学 院 的 知名 
教授 . 他 不 仅 是 拓扑 学 领域 的 权威 ,而 且 是 国际 上 著名 的 数学 家 
和 教育 家 . 他 在 拓扑 学 方面 有 一 系列 受到 数学 界 和 教育 界 推崇 的 
优秀 著作 ,本 书 是 其 中 之 一 . 此 外 ,他 的 4 初等 微分 拓扑 学 》(Ele- 
mentary Differential Topology) 一 书 早 在 20 世纪 60 年 代 由 李 培 信 
先生 译 成 中 文 版 (上 海 科 学 技术 出 版 社 ,1966). 他 的 《拓扑 学 基本 
教程 (Topology:A First Course) 一 书 也 于 20 世纪 80 年 代 经 江 泽 
涵 , 姜 伯 驹 二 位 先生 推荐 ,由 罗 沉 龄 ,能 金城 等 译 成 中 文 版 (科学 出 
版 社 ,1987). 此 书后 来 又 出 了 (英文 ) 第 二 版 ,内 容 也 有 较 大 扩充 . 
这 些 著 作 在 我 国 数 学 教育 中 都 曾 发 挥 了 积极 作用 ,受到 数学 界 和 
广大 读者 的 普遍 赞 痊 . 因此 《代数 拓扑 基础 》(Elements of Algebra- 
ic Topology) 一 书 的 翻译 出 版 自然 也 就 成 为 广大 数学 教育 工作 者 
和 广大 读者 的 愿望 ,也 是 译 者 兆 望 已 久 的 事情 . 如 今 这 一 愿望 能 
够 真正 得 以 实现 ,首先 要 感谢 科学 出 版 社 的 大 力 支持 ,同时 在 本 书 
的 翻译 过 程 中 始终 得 到 山东 理工 大 学 教务 处 科技 处 和 数学 与 信息 
科学 学 院 等 各 级 领导 的 大 力 支 持 和 帮助 ,在 此 一 并 表示 衷心 感谢 ! 

关于 翻译 工作 本 身 , 译 者 除 严格 遵循 通常 的 翻译 标准 外 着 重 
注意 了 以 下 两 点 :第 一 ,因为 数学 语言 必须 是 严格 准确 的 ,所 以 我 
特别 注意 到 尽 可 能 避免 自然 语言 可 能 产生 的 歧义 ;第 二 ,为 了 避 倪 
数学 语言 可 能 使 人 产生 的 枯燥 感 ,我 在 尊重 原文 确切 表达 的 基础 
上 尽量 照顾 到 译文 的 节奏 和 前 律 ,使 之 读 起 来 流畅 上 口 ,感觉 舒 
服 . 但 这 仅 是 译 者 的 努力 方向 和 目标 , 绝 不 意味 着 已 经 达到 了 这 
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样 的 标准 . 相反 ,由 于 译 者 才 朴 学 浅 ,虽然 竟 尽 努力 ,但 译文 中 的 
错误 和 不 当 之 处 在 所 难免 . 敬 请 专家 同行 和 广大 读者 批评 指正 ! 
译 者 
2006 年 元 旦 


序 言 


本 书 是 为 一 年 级 人 研究生 而 写 的 代数 拓扑 学 教程 , 它 提供 了 同 
调 论 和 上 同调 论 的 基本 材料 . 对 于 将 在 拓扑 学 ,微分 几何 ,Lie 群 
和 同调 代数 等 方面 继续 学 习 的 学 生来 说 ,学 习 本 谍 程 将 是 以 后 工 
作 的 前 提 条 件 ; 而 对 另 一 些 学 生 而 言 ,本 课程 与 代数 学 以 及 实 分 析 
和 复 分 析 一 起 成 为 他 们 的 总 体 背景 的 一 部 分 . 

我 们 自始至终 都 突出 强调 几何 的 动机 和 应 用 . 对 于 课程 的 抽 
象 部 分 ,我 们 总 是 先 用 具体 例子 铺垫 ,然后 逐步 引入 . 

本 书 从 处理 同调 论 中 最 具体 的 单纯 同调 群 开始 . 在 它们 的 拓 
扑 不 变性 被 证 明和 Eilenberg-Steenrod 公理 被 验证 之 后 ,奇异 同调 
群 就 能 作为 它们 的 自然 推广 而 引入 . CW 复 形 是 作为 一 种 有 用 的 
工具 而 出 现 的 . 这 些 基本 的 “核心 "材料 通过 上 同调 群 和 上 同调 环 
的 论述 而 完善 起 来 . 

书 中 还 有 附加 的 两 章 . 其 中 ,前 一 章 论 述 同调 代数 ,包括 万 有 
系数 定理 和 Kiinneth 定理 ; 另 一 章 论 述 流 形 ,尤其 是 与 Poincare、 
Lefschetz、Alexander 和 Pontryagin 等 人 的 名 字 相 联系 的 对 侦 定 
理 . 引进 Cech 上 同调 是 用 来 研究 其 中 的 最 后 一 个 定理 . 

本 书 不 论述 同 伦 论 . 这 样 做 是 为 了 不 致使 本 书 的 篇 幅 过 于 庞 
大 . 在 Massey 的 书 [Maj] 中 有 关于 基本 群 的 详尽 而 引人入胜 的 初 
等 论述 . 至 于 一 般 同 伦 论 , 读 者 可 以 查阅 Whitehead 的 优秀 专题 论 
文 [Whj ,而 对 于 该 论文 来 说 ,本 书 又 是 有 用 的 准备 . 

预备 知识 

我 们 假定 学 生 在 一 般 拓扑 学 和 代数 学 两 个 方面 都 具备 一 定 的 
背景 知识 . 在 拓扑 学 方面 ,我 们 假定 学 生 见 悉 一 般 拓扑 空间 中 的 
连续 陋 数 和 暴 性 、 连 通 性 ,熟悉 正规 空间 中 的 分 离 公 理 乃 至 Tietze 
扩张 定理 , 没有 这 种 背景 知识 的 学 生 应 该 准备 进行 一 些 目 学 . 任 
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何 一 本 拓扑 学 方面 的 标准 教科 书 都 能 满足 这 种 要 求 ( 例 如 文献 
[Dj.[WjJ、[Mu]\[K]). 即使 有 这 种 背景 的 学 生 也 可 能 不 甚 了 解 
我 们 所 需要 的 商 空 间 . 因此 在 需要 的 时 候 , 我 们 将 要 复习 这 个 专 
题 L$20 和 §37). 

至 于 代数 方面 所 涉及 的 内 容 , 一 本 论 及 群 、 商 群 、 同 态 以 及 关 
于 环 、 域 和 向 量 空间 的 基本 事实 的 教程 即 可 满足 要 求 ,而 无 需 特别 
深奥 的 定理 . 由 于 需要 ,我 们 将 回顾 这 些 基 本 结果 ,在 $5 中 论述 
了 直 和 与 直 积 ,在 $11 中 证 明了 有 限 生 成 的 Abel 群 的 基本 定理 . 

本 书 的 内 容 编排 

每 一 个 教授 代数 拓扑 课程 的 人 对 于 论题 的 选择 都 会 有 自己 不 
同 的 见解 . 我 试图 尽 可 能 灵活 地 组 织 编排 本 书 的 内 容 , 以 便 使 教 
师 能 够 按照 他 们 的 爱好 自主 地 选取 材料 . 前 六 章 涵盖 了 前 面 所 提 
到 的 基本 “核心 ”材料 . 一 些 标 有 星 号 的 节 , 不 是 这 些 基本 核心 材 
料 的 组 成 部 分 ,因而 它们 可 以 省 略 或 推迟 而 不 影响 连贯 性 . 最 后 
两 章 分 别 是 关于 同调 代数 和 对 偶 性 的 内 容 ; 它 们 是 相互 独立 的 ,可 
以 讲授 其 中 任何 一 章 ,也 可 以 讲授 两 章 . 

希望 这 样 做 的 教师 可 以 省 略 第 二 章 以 缩减 单纯 同调 的 论述 . 
按 这 种 处 理 方 法 ,单纯 同调 群 的 拓扑 不 变性 不 是 像 在 第 二 章 中 那 
样 直接 用 单纯 逼近 来 证 明 , 而 是 把 它 作为 单纯 同调 论 与 奇异 同调 
论 同 构 的 一 个 推论 ( § 34). 

当 把 本 书 作为 两 个 学 期 的 教程 使 用 时 ,我 们 就 能 理所当然 地 
要 求 包括 它 的 全 部 内 容 . 这 是 我 在 麻 省 理工 学 院 教授 一 年 级 研究 
生 课 程 时 通常 遵循 的 计划 . 这 就 多 许 有 足够 的 时 间 彻 底 地 处 理 习 
题 . 非 同 常规 的 习题 本 身 就 是 一 种 挑 成 . 更 难 的 习题 标 有 星 号 ， 
但 是 没有 不 合 情 理 的 困难 . 

如 果 将 本 书 用 作 一 学 期 的 教材 , 那 就 必须 做 出 应 当 包 括 哪些 
材料 的 若干 种 选择 . 一 种 可 能 的 教学 大 网 是 由 整个 前 四 章 组 成 . 
另 一 种 方案 是 由 前 五 章 组 成 ,但 要 略 去 大 多 数 或 全 部 标 有 星 号 的 
1 

第 三 种 可 能 的 方案 是 略 去 第 二 章 ,而 由 下 列 内 容 组 成 : 


二 Ej 二 


第 一 章 

第 三 章 ( 略 去 全 27) 

第 四 章 ( 在 § 31 前 插入 §15, 在 §37 前 插入 § 20) 

第 五 章 和 第 六 章 

如 果 时 间 人 允许 ,教师 可 以 讲授 第 七 章 或 者 第 八 章 前 四 节 的 材 
料 . 《第 八 章 的 后 几 节 依赖 于 略 去 的 材料 . ) 

致谢 

每 一 个 教代 数 拓扑 的 人 都 有 许多 机 会 查阅 由 Hilton 与 Wylie 
合 著 的 经 典 著 作 [H_-W] 和 由 Spanier 著 的 经 典 著作 [S]. 我 也 不 例 
外 . 想必 读者 能 察觉 出 它们 的 影响 贯穿 本 书 始终 . 我 从 George 
Whitehead 那里 学 到 了 关于 CW 复 形 的 知识 . 关于 流 形 上 对 偶 性 
的 论述 是 在 Norman Steenrod 的 讲义 基础 上 进行 的 从 我 在 麻 省 
理工 学 院 的 学 生 那 里 我 获悉 了 关于 定义 的 动机 的 ,论题 的 次 序 . 讲 
演 的 节奏 和 习题 的 适宜 程度 等 方面 的 信息 ， 

特别 向 Viola Wiley 小 姐 致谢 ,感谢 她 打印 了 作为 本 书 基础 的 

最 后 ,我 要 感谢 父母 对 我 的 教诲 ,他 们 总 是 鼓励 我 要 走 自 己 的 
路 ,尽管 路 途 是 那么 还 远 和 漫长 . 谨 以 此 书 献 给 我 的 父母 双亲 以 
表达 我 对 他 们 的 深 深 热爱 和 思念 1 
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第 一 章 ”单纯 复 形 的 同调 群 


拓扑 学 的 一 个 基本 问题 是 确定 两 个 空间 是 否 同 豚 . 为 说 明 两 
个 空间 是 同 及 的 ,就 要 构造 把 一 个 空间 映射 到 另 一 个 空间 的 连续 
双 射 ,而 且 它 的 道 也 必须 是 连续 的 . 要 说 明 两 个 空间 不 同 胚 , 则 必 
须 证 明 这 样 的 映射 不 存在 . 但 要 做 到 这 一 点 往往 是 更 困难 的 . 通 
常 的 做 法 是 找 出 某 种 拓扑 性 质 ( 即 在 同 胚 干 不 变 的 性 质 ) , 它 被 一 
个 空间 满足 而 不 被 另 一 个 空间 满足 . 例如 ,R” 中 的 闭 单位 圆 盘 不 
能 与 平面 R 同 胚 ,因为 闭 圆 盘 是 紧 的 而 平面 不 是 紧 的 : 实 直 线 R 
也 不 能 与 R* 同 胚 , 因 为 从 R 删 去 一 个 点 , 剩 下 的 是 一 个 不 连通 空 
间 ,而 从 及 中 删 去 一 个 点 情况 则 不 然 . 

这 样 的 初等 性 质 在 解决 同 难 问题 时 不 能 使 人 们 达到 很 深 人 的 
程度 . 例如 ,要 把 所 有 紧 曲 面 在 同 及 意 义 下 进行 分 类 就 要 求 比 这 
更 复杂 的 拓扑 不 变量 . 一 般 地 , 若 n 隆 m ,证 明 R" 与 R” 不同 胚 的 
问题 就 是 如 此 、. 

代数 拓扑 学 就 是 起 源 于 Poincaré 和 Betti 等 数学 家 试图 构造 
这 样 的 不 变量 .Poincaré 引 人 了 一 种 群 , 称 为 拓扑 空间 的 基本 和 群 ， 
按 其 定义 , 它 是 一 个 拓扑 不 变量 . 我 们 很 容易 就 能 证 明 许 多 熟悉 
的 空间 (请 如 球面 \ 环 面 和 Klein 瓶 等 ) 具 有 不 同 的 基本 群 . 因此 这 
些 空间 不 可 能 是 同 胚 的 ([Muj, 第 八 章 ). 实际 上 ,我 们 能 够 利用 
基本 群 把 所 有 紧 曲 面 进 行 分 类 ([Maj] ,第 四 章 ). 

另 一 方面 ,Betti 把 每 一 个 空间 与 一 系列 Abei 群 联系 起 来 ,我 
们 把 这 些 群 称 为 该 空间 的 同调 群 . 在 这 种 情况 下 , 同 胚 的 空间 具 
有 同 构 的 同调 群 . 尽管 最 终 将 会 证 明 这 是 正确 的 ,但 这 绝 不 是 显 
而 多 匈 的 事情 . 这 些 群 也 能 用 来 解决 同 航 问 题 ,它们 所 具有 的 一 
个 优点 是 它们 常 贡 比 基本 和 群 容易 计算 . 

我 们 将 从 研究 同调 群 开始 讨论 代数 拓扑 学 . 以 后 我 们 还 要 论 
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述 其 它 拓扑 不 变量 ,例如 上 同调 群 和 上 同调 环 等 . 

定义 同调 群 有 几 种 不 同 的 方式 ,但 是 对 于 足够 “好 ”的 空间 来 
说 ,所 有 这 些 定义 都 导致 同样 的 结果 . 其 中 我 们 将 要 详细 考虑 两 
种 ,分 别 是 单纯 同调 群 和 奇异 同调 群 . 我 们 从 历史 上 最 先 出 现 的 
单纯 闻 调 群 开始 ,无 论 在 概念 上 还 是 在 计算 上 它们 都 是 具体 的 和 
切实 可 行 的 . 然而 它们 仅 对 特别 “好 ”的 空间 (多 面体 ) 有 定义 ,而 
且 证 明 它 们 的 拓扑 不 变性 是 很 困难 的 . 随后 ,我 们 将 论述 奇异 同 
调 群 , 它 是 作为 单纯 同调 群 的 推广 而 引进 的 . 它们 对 任意 空间 都 
有 定义 ,而 且 由 其 定义 立即 可 知 它们 是 拓扑 不 变量 . 另外 ,对 于 理 
论 研究 来 说 ,它们 比 单纯 同调 群 要 方便 得 多 . 它们 不 如 单纯 同调 
群 那样 容易 计算 ,但 是 当 两 者 都 有 定义 时 ,奇异 同调 群 与 单纯 同调 
群 是 一 致 的 . 

对 任意 空间 定义 同调 群 的 第 三 种 方法 应 归功 于 E.Cech. 虽 
然 Cech 同调 论 还 不 能 完全 令 人 满意 ,但 是 Cech 上 同调 论 却 是 重 
要 而 且 有 用 的 . 它 出 现在 本 书 临 近 末 尾 的 部 分 . 


$1 单纯 形 


在 定义 单纯 同调 群 之 前 ,我 们 必须 讨论 使 单纯 同调 群 有 和 定义 
的 空间 类 ,它们 是 所 有 多 面体 组 成 的 空间 类 . 多 面体 是 这 榜 一 种 
空间 ,它们 能 够 由 诸如 线段 、 三 角形 、 四 面体 以 及 它们 的 高 维 推广 
这 样 一 些 “ 构 件 ” 沿 着 它们 的 面 “ 藉 合 在 一 起 ”而 构成 . 本 节 我 们 来 
研究 这 些 基础 构件 ;而 在 下 一 节 我 们 将 利用 它们 来 构造 多 面体 . 

首先 我 们 需要 研究 一 点 Euciid 空间 的 解析 几何 的 内 容 . 

给 定 RY 的 一 个 点 集 和 ao,… ,a,1 ,如 果 对 任何 ( 实 ) 标 量 1; ,等 


式 
Ss 二 0 各 pe 二 人 0 
i 二 办 i 三 和 0 


i ee 0, 那 么 我 们 把 这 个 集合 称 为 几何 独立 的 . 


显然 一 个 单 点 集 总 是 几何 独立 的 . 初等 代数 证 明 , 一 般 来 说 

点 集 {ao,…,as| 是 几何 独立 的 当 且 仪 当 向 量 组 
Ul do dn 7 ap 

按 通常 线性 代数 的 意义 是 线性 无 关 的 . 因而 RW 中 两 个 不 同 的 点 
构成 一 个 几何 独立 集 ;再 如 三 个 不 共 线 的 点 ,四 个 不 共 面 的 点 ,等 
等 . 

给 定 一 个 几何 独立 的 点 集 1ao,， ,a; 1 ,我们 定义 由 这 些 点 所 
构成 的 # 维 平面 P 是 由 R 中 所 有 使 得 


p37 
i 二 身 
的 点 组 成 ,其 中 志 是 一 些 标 量 , 生 2t;=1. 由 于 a; 是 几何 独立 
的 ,所 以 去 由 zz 唯一 确定 . 请 注意 到 每 个 点 a; 均 属于 平面 P. 
我 们 也 可 以 把 平面 PP 描述 成 所 有 适合 


黄 
人 二 Wo 十 Djti(a; 一 ao) 
i=1 


的 点 z 的 集合 ,其 中 t) ,…, i, 是 一 些 标量 . 按 这 种 形式 ,我 们 说 
P 是 “过 ao 点 平行 于 向 量 ai 一 ao 的 平面 ”. 

容易 检验 ,如 果 |ao,… ,a | 是 几何 独立 的 而 且 w 位 于 由 这 
些 点 所 组 成 的 平 画 之 外 ,那么 | 多 ,ao，… ,a, | 是 几何 独立 的 . 

R” 是 仿 射 变换 丁 是 一 个 映射 , 它 是 平移 (好 ,对 于 固定 的 已 ， 
它 是 形 如 xz = xz +P 的 上 映射) 与 非 奇 异 线性 变换 的 复合 . 如 果 工 是 
仿 射 变换 ,那么 从 定义 立即 可 知 , 工 保持 独立 集 , 而 且 工 把 由 
ao,…，an 张 成 的 平面 P 映射 到 由 村 ,…,T。 所 张 成 的 平面 上 ， 

由 于 平移 T(z)= xz --ao 把 平面 P 映射 到 RW 的 以 ai 一 
ao…,av 一 ao 为 基 的 子 向量 空 间 上 ,如 果 我 们 紧 接 着 下 再 作 R* 
的 一 个 线性 变换 把 a - ao，…a 一 ao 变 成 RW 中 的 前 个 单位 
基 向 量 81 ,…, e, ,那么 我 们 得 到 R” 的 一 个 仿 射 变换 S 使 得 
S(ao)=0 并 且 对 于 :>>0,S(ai)=e;. 映射 S$S 把 P 变 成 RV 中 前 
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个 坐标 的 平面 R* X0, 因 而 为 什么 我 们 把 P 称 为 RW” 中 的 一 个 “nn 
维 的 平面 "就 很 清楚 了 . 

定义 令 iao,…,ar 是 RW 中 的 一 个 几何 独立 集 . 我 们 定义 
由 ao,… ,a 张 成 的 n 维 单 形 a 是 R” 中 所 有 适合 下 列 条 件 的 点 
的 集合 : 


T= = Pra, 其 中 > = 三 了 
而 且 对 所 有 i 态 之 0， 各 个 数值 都 由 x 唯一 确定 ， 我 们 把 它们 称 
为 a 的 点 关于 ao,… ,a 的 重心 坐标 . 
例 1 在 低 维 情况 下 ,我 们 很 容易 画 出 一 个 单 形 . 当然 ,一 
0 维 单 形 是 一 个 点 . 由 ao 和 al 张 成 的 工 维 单 形 由 所 有 形 好 
r= taot (it)a;, OtEl 
的 点 组 成 ;这 恰好 是 连接 ae 和 ai 的 线段 . 类 似 地 ,由 a6,ai ,a; 
张 成 的 2 维 单 形 o 是 以 这 三 点 为 顶点 的 三 角形 . 这 一 点 最 容易 看 
出 如 下 : 设 z+ 关 ao ,那么 


一 2 ta = CD 十 (1 — to)[ (#1 lA) a » (t2/A)a, | 


其 中 A4=1 一 io. 方 括号 的 式 子 表示 连接 wa 和 az 的 线段 上 的 一 
点 PP, 这 是 因为 (t1 + 12)/4 = 二 1, 而 且 对 于 i=12,t14 之 0. 

这 样 ,z 就 是 连接 a。 和 已 的 线段 上 的 一 点 . 参看 图 1.1. 反 
过 来 ,可 以 验证 这 种 线段 上 的 任何 一 点 在 ec 中 . 由 此 可 类 ,ce 是 所 
有 连接 ae 与 a1a， 上 的 点 的 线段 之 并 ; 即 o 是 一 个 三 角形 ， 

类 似 的 证 明 表 明 一 个 3 维 单 形 是 一 个 四 面体 . 

让 我 们 列举 单 形 的 若干 基本 性 质 . 证 明 是 容易 的 而 且 大 都 留 
作 习 题 . 

我 们 始终 都 令 P 是 由 几何 独立 集 tao,…,as| 的 点 所 决定 的 
7 维 平面 ,并 且 令 o 是 由 这 些 点 张 成 的 n 维 单 形 . 如 果 XEo, 令 
{zt;(z)1 是 z 的 重心 坐标 ,它们 是 由 条 件 

a 


dd 


图 1.1 


= > tn 和 >t 二 1 
唯一 决定 的 . 那么 有 下 列 性 质 成 立 : 

(1) 工 关 于 a0,'… ,a 的 重心 坐标 t, (区) 是 工 的 连续 逊 数 ， 

(2) o 是 所 有 连接 ao 与 由 ai，…a, 张 成 的 单 形 y 上 的 点 的 
线段 之 并 . 两 条 这 样 的 线段 只 在 ao 点 相交 . 

现在 我 们 回想 到 ,对 于 R 的 一 个 子 集 A 来 说 ,如 果 A 的 每 
一 对 点 xz、y ,连接 它们 的 线段 都 在 A 中 ,那么 我 们 就 称 A 是 凸 的 . 

(3) a 是 RV 中 的 紧 西 集 , 它 等 于 RY 中 所 有 包含 ao，…，a， 
的 西 集 之 交 . 

(4) 给 定 一 个 单 形 c, 那 么 有 且 仅 有 一 个 张 感 ec 的 几何 独立 
的 点 集 . 

我 们 把 张 成 a 的 点 ao,… ,a 称 为 c 的 项 点 ;数目 n 称 为 o 的 
维 数 ;由 iao,… ,a, | 的 子 集 张 成 的 任何 单 形 都 称 为 ec 的 面 . 尤其 
是 ,由 1a; ,…,a,| 张 成 的 面 称 为 与 ae 相对 的 面 . o 的 不 同 于 o 自 
喘 的 面 称 为 a 的 真 面 ;它们 的 并 称 为 z 的 边缘 并 且 记 为 Bdc. cz 的 
内 部 由 等 式 Inte = o 一 Bdo 定义 ,有 时 把 集合 Into 称 为 一 个 开 
单 形 . 

因为 Bdo 是 由 ce 的 所 有 使 得 至 少 一 个 重心 坐标 i, (xz) 为 零 的 
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上 太 工 组 成 ,所 以 Fntc 是 由 ce 的 那些 对 所 有 i ,zt; (xz)>0 的 点 组 成 
的 . 由 此 可 知 , 给 定 zxE€o, 则 恰好 有 ce 的 一 个 面 ; 使 得 zE Ints， 
因为 * 必然 是 z 的 由 那些 使 得 z, (xz) 为 正 的 a; 张 成 的 面 . 

(5) Into 是 西 的 并 且 在 平面 P 中 是 开 的 , 它 的 闲 包 是 4g. 而 
且 ,Inta 是 将 al 与 Ints 的 点 相连 接 的 所 有 线段 之 并 ,其 中 ss 是 og 
的 与 ao 相对 的 面 . 

在 这 里 让 我 们 来 回顾 一 些 标准 记号 . 如 果 工 在 R" 内 且 了 = 
(zi 那么 工 的 范 数 定义 为 


Lz = [371 


n 维 单位 球 B" 是 R" 中 所 有 适合 | z 1 科 1 的 后 的 集合 ,而 单位 
球面 S”! 是 适合 上 x =1 的 点 的 集合 、，S” ”的 上 半球 面 E” 是 
S”! 的 适合 zx 三 0 的 所 有 点 组 成 的 ; 而 下 半球 面 有 ”由 适合 
zn 人 0 的 那些 点 组 成 . 

按照 这 些 定义 , B" 是 一 个 单 点 空间 ; B 是 线段 [ -1,1]; 而 
3" 是 两 点 空间 | 一 1,11|. 2 维 球 B* 是 RR 的 中 心 在 原点 的 单位 圆 
盘 ; 而 S' 是 单位 圆周 . z 

(6) 在 与 单位 球 刀 "之 间 存 在 一 个 同 豚 把 Bdo 映射 到 单位 
球面 S" ! 上 . 

我 们 把 性 质 (1) 一 (5) 留 作 习 题 ,而 证 明 (6). 实际 上 ,我 们 将 
证 明 一 个 更 强 的 结果 ,以 后 它 对 我 们 是 有 用 的 ， 

回想 到 如 果 wER" ,那么 从 w 出 发 的 一 条 射线 多 是 所 有 形 
如 w+ tp 的 点 的 集合 ,其 中 p 是 R" -0 中 的 一 个 固定 点 ,而 大志 
历 非 负 和 实数 . 

引 理 1.1 邻 局 是 R” 中 前 有 界 凸 集 , 令 ww 七 

(a) 每 一 条 从 也 出 发 的 射线 与 BdU=UU- wn 

(b) 在 避 与 B" 之 间 存 在 一 个 同 肘 把 BdU 映射 到 S*" 上. 

证 明 (a) 给 定 从 ww 出 发 的 一 条 射线 R, 它 与 U 的 交集 是 本 

6 加 


的 ` 有 界 的 且 在 名 中 是 开 的 . 因此 它 由 形 如 w+ tp 的 所 有 点 组 
成 ,其 中 上 遍历 半 开 区 间 (0,a). 于 是 多 与 口 - 口交 于 点 工 = 
w+ ap., 

假设 及 与 吕 - U 交 于 另 一 点 ,比如 说 是 y. 那么 z 在 射线 贸 
上 位 于 w 与 y 之 间 . 实际 上 ,由 于 对 某 个 56>a,y= w+ 6p. 所 
以 我 们 有 

大 一 《1] 一 二 TU 十 ty 
其 中 上 = af&. 我 们 把 这 个 等 式 写成 下 列 形式 
w= (zx— ty)/(1 1) 
然后 选取 UU 的 一 个 收 敏 于 yy 的 点 列 y, ,而 且 定 义 
ws = (XT — ty,)/(1 — 7) 

参看 图 1.2. 序列 w, 收 皱 于 ww， 
因而 对 某 个 n, w EU. 但 是 又 
因为 z= tw + (1 一 2)y, ;所 以 点 
属于 品 , 因 为 U 是 西 的 . 这 与 
我 们 对 z 的 选取 矛盾 . 

(b) 为 了 方便 起 见 ,假定 w= 
0. 等 式 f(zx)= xz/ zz | 定义 R” 
-0 到 SS 上 的 一 个 连续 上 映射. 
由 (a) ,了 能 限制 成 BdU 与 S” 的 
一 个 双 射 , 由 于 BdU 是 蛇 的 ,所 
以 这 个 跟 制 是 一 个 同 有 是 . 令 g:S” 一 BdU 是 它 的 逆 . 令 G 把 连 
接 0 与 S ”的 点 2 的 线段 线性 地 映射 到 连接 0 与 g(x) 的 线段 
上 ,并 由 此 把 g 扩张 成 一 个 双 射 G:B" 一 U. 我 们 正式 定义 为 

Gfa) -1 gz 站 站 zs zz 天 和 
机 ， 二 惟 

对 于 z 关 0,G 的 连续 性 是 直接 的 ,而 且 容 易 得 出 G 在 0 点 的 连续 
性 如 下 :如 果 M 是 上 g(xz) 上 的 一 个 界 ,那么 每 当 上 x -0 <6 


图 1.2 


“fr 


时 ,我们 就 有 | G(x)~ G0) i < NG. 门 
习 大 


1. 验证 单 形 的 性 质 (1) 一 (3). [提示 :如 果 工 是 把 ao 映射 到 0 并 把 a 
映射 到 e, 的 仿 射 变换 ,那么 工 把 点 


一 ta; 


映射 到 点 (121,… ,2 ,0,…,0).] 

(a) 证 明 如 果 xEo 上 且 x 关 ao,…,as ;那么 之 位 于 包含 在 s 中 的 某 个 开 
线段 内 .假定 证 >0) 

(b) 通过 证 明基 ao = 坟 + {1-1t)y, 其 中 zx,yEo 且 0<i<1, 则 z= 
3= 40， 从 而 证 明 go 不 在 包含 于 = 中 的 任何 开 线段 内 . 

3, 验证 性 质 (5). 

4. 把 性 质 (2) 推 广 吉 下 : 令 c 是 由 ao,…,a 张 成 的 ; 令 了 是 ce 的 由 
ao，"… ,Qs( 这 里 户 < 2) 所 张 成 的 面 ;而 令 上 是 由 a611 ,… ,an 张 成 的 . 那么 我 
们 把 上 称 为 o 的 与 5 相对 的 面 . 

(a) 证 明 o 是 所 有 连接 s 的 点 与 上 的 点 的 线段 之 并 ,而 且 这 些 线段 之 中 
的 任何 两 条 至 多 相交 于 一 个 公共 疯 点 . 

(b) 证 明 Inte 是 连接 Ints 的 点 与 Intt 的 点 的 所 有 开 线 段 之 并 . 

5. 令 口 是 R” 中 的 一 个 有 界 开 集 . 设 口 关于 原点 是 星 召 的 ;这 意味 着 
对 于 U 中 的 每 个 zx 来 说 ,从 0 到 的 线段 在 U 内 . 

(a) 证 明 从 0 出 发 的 一 条 射线 与 BdU 有 可 能 在 多 于 一 个 点 上 相交 ， 

”(b) 举例 说 明 U 未 必 同 是 于 Br". 


$2 单纯 复 形 和 单纯 映射 


R ”中 的 复 形 
定义 ”R* 中 的 一 个 单纯 复 形 K 是 R* 中 单 形 的 一 个 集 族 使 


(1) K 的 单 形 的 每 一 个 面 都 在 KK 中 . 

(2) K 的 任何 两 个 单 形 的 交 是 它们 之 中 每 个 单 形 的 面 . 

例 1 在 图 2.1 中 通 出 的 、 由 一 个 2 维 单 形 及 其 面 组 成 的 集 
族 KK| 是 一 个 单纯 复 形 . 集 族 KK 一 一 由 具有 一 条 公共 边 的 两 个 2 
维 单 形 连 同 它们 的 面 组 成 一 一 是 一 个 单纯 复 形 . 而 集 族 KK; 不 
是 . KK 是 吗 ? 


下 列 引 理 有 时 在 验证 单 形 的 集 族 是 单纯 复 形 时 是 有 用 的 ;: 
引 理 2.1 音 形 的 集 旋 民 是 单纯 复 形 , 当 且 仅 当 下 列 条 件 戌 


(1) K 的 单 形 的 每 一 个 面 都 在 KK 中 . 

(2 ) K 的 每 一 对 不 同 的 单 形 , 其 内 部 不 相交 . 

证 明 首先 假定 K 是 一 个 单纯 复 形 . 给 定 天 的 两 个 单 形 c 
和 ,我 们 证 明 如 果 它 们 的 内 部 有 一 个 公共 点 +, 那么 o=t. 令 
s 二 go 门 r. 如 果 : 是 a 的 一 个 真 面 ,那么 x 就 应 当 属 于 Bde ,但 > 
不 属于 Bdo . 因此 ,s = oa. 类似 的 论证 说 明 s= r， 

为 证 其 道 ,假设 (1) 和 (2 ) 成 立 . 我 们 证 明 如 果 和 集合 a 站 非 
空 ,那么 它 等 于 o 的 面 c ,其 中 o 是 由 so 的 在 rt 中 的 那些 项 后 
bo，… 张 成 的 . 首先 ,ca 包含 在 a 站 + 中 ,因为 ofr 是 凸 的 而 
目 包 含 bo,…,b,,. 为 证 明 反 向 包含 关系 , 设 TE caf1r. 那么 对 于 
o 的 菜 个 面 ; 和 的 某 个 面 1 ,x € Into Intt. 从 (2 ) 可 知 三 守 . 
因此 ,s 的 顶点 在 t 中 ,从 而 由 定义 ,它们 是 集合 156,… ,bj] 中 的 
元 素 . 于 是 ,就 像 所 期 望 的 那样 ,s 是 a 的 一 个 面 ,因而 zxE€o. [| 

和 全 刘 


从 这 个 引 理 可 知 ,如 果 c 是 一 个 单 形 , 那 么 由 o 及 其 真 面 组 
成 的 集 族 是 一 个 单纯 复 形 :条 件 (1) 是 直接 的 ;条 件 (2 ) 成 立 是 因 
为 对 每 个 点 XE o, 恰 有 c 的 一 个 面 > 使 得 zETnts. 

定义 ”如 果 革 是 开 的 一 个 子 集 族 , 且 它 包含 其 威 员 的 所 有 
面 ,那么 上 依 其 自身 的 条 件 也 是 一 个 单纯 复 形 , 我 们 把 它 称 为 下 
的 子 复 形 . 若 K 的 一 个 子 复 形 是 由 天 的 至 多 是 p 维 的 所 有 单 形 
组 成 的 , 则 称 之 为 K 的 p 维 骨 架 , 并 记 为 K'*. 集 族 K” 的 点 称 
为 的 顶点 . 

定义 令 |K| 是 R 的 子 集 , 它 是 拓 的 单 形 之 并 . 对 每 一 个 
单 形 给 出 它 作为 RY 的 子 空间 的 自然 拓扑 ,而 且 我 们 把 | K | 的 一 
个 子 集 A 称 为 在 |K | 中 是 闭 的 , 当 且 仪 当 对 于 K 中 的 每 一 个 c， 
ANMme 在 a 中 是 闭 的 ,那么 由 此 即 可 把 |K| 拓 扑 化 . 容易 看 出 这 就 
定义 了 IK 上 的 一 个 拓扑 ,因为 这 个 集 族 在 有 限 并 和 任意 交 运 算 
下 是 封闭 的 . 我 们 把 空间 |K| 称 为 K 的 底 空 间或 K 的 可 前 空间 . 

一 个 空间 , 若 它 是 一 个 单纯 复 形 的 可 痢 空 间 , 则 我 们 把 它 称 为 
一 个 多 面体 ，( 我 们 注意 到 有 些 拓 扑 学 家 把 这 个 术语 留 给 有 限 单 
纯 复 形 的 可 前 空间 . ) 

一 般 来 说 ,1K| 的 这 个 拓扑 比 |K | 作为 RV 的 子 空间 所 继承 
的 拓扑 要 细 ( 大 ): 如 果 A 按 子 空间 的 拓扑 在 1K | 中 是 闭 的 ,那么 
对 于 RN 中 的 某 个 闭 集 B 就 有 A = BNM1K|. 于 是 对 每 一 个 c， 
BN 门 o 在 a 中 是 闭 的 ,因而 由 定义 ,B 门 | K|= A 按 |K| 的 这 个 拓 
扑 是 闭 的 . 

一 般 说 来 这 两 个 拓扑 是 不 同 的 . (参看 例 2 和 例 3. ) 然 而 如 果 
K 是 有 限 的 ,那么 它们 就 是 相同 的 . 因为 假设 K 是 有 限 的 并 且 A 
在 | 开 | 中 是 闭 的 ,那么 4z 在 c 中 是 闭 的 ,并 由 此 在 RV 中 是 闭 
的 . 因为 A 是 有 限 多 个 集合 4 站 ec 的 并 ,所 以 集合 4 在 R 中 也 
是 闭 的 . 

例 2 令 KK 是 R 中 所 有 形 如 [Lm ,m+1] 的 一 维 单 形 (其 中 
是 一 个 非 零 整数 ) 和 所 有 形 如 [Un +1) ,UVa] 的 一 维 单 形 (2 是 
一 个 正 整 数 ) 连 同 这 些 单 形 的 所 有 面 组 成 的 集 族 . 那么 氏 是 一 个 
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复 形 ,其 底 空间 作为 一 个 集合 等 于 RR, 但 是 作为 一 个 拓扑 空间 不 等 
于 R. 例如 , 形 如 1/x 的 点 的 集合 在 |K| 中 是 闭 的 ,但 在 及 中 不 是 
闭 的 . 

例 3 令 玉 是 1 维 单 形 ci， 
02，“ 以 及 它们 的 顶点 组 成 的 集 
族 ,其 中 co; 是 R 中 以 0 和 (1，、 
11i) 为 项 点 的 1 维 单 形 . 参看 图 、、 
2.2. 那么 上 是 一 个 单纯 复 形 . …、 
1K | 与 开 抛 物 线 弧 和 (x,x*)|z> i 
0} 的 交 在 |K | 中 是 闭 的 ,因为 它 与 
每 一 个 单 形 a 的 交 是 单独 一 个 四 
点 . 然而 按 |K| 从 R* 导出 的 拓扑 它 不 是 闭 的 ,因为 在 该 拓扑 中 它 
以 原点 作为 一 个 极限 点 . 

我 们 来 证 明 多 面体 的 在 干 基本 性 质 . 

引 理 2.2 如 果 工 是 K 的 一 个 子 复 形 ,那么 | 上 | 是 |KK| 的 闭 
子 空 间 . 特别 是 ,车 oEK 民 ,那么 o 是 KK 的 一 个 闭 子 空间 ， 

证 明 设 4 在 | 工 | 中 是 财 的 . 如 果 是 到 的 一 个 单 形 ,那么 
5 并 | 是 zc 的 那些 属于 L 的 面 s 的 并 . 由 于 A 在 | 二 | 中 是 闭 的 ， 
所 以 集合 A 门 s, 在 s 中 是 闭 的 ,并 因此 在 o 中 是 闭 的 . 由 于 AA 门 
o 是 集合 4Ps 的 有 限 并 ,所 以 它 在 o 中 是 闭 的 . 于 是 我 们 断定 
A 在 |K| 中 是 闭 的 . 

反之 , 若 召 在 | 并 | 中 是 团 的 ,那么 对 于 每 个 a€ K ,尤其 是 对 
于 每 个 cEG 了 ,Bf 站 c 在 ce 中 是 财 的 , 由 此 BN IL | 在 | 工 | 中 是 闭 
的 . 口 

引 理 2.3 映射 f;|K| 一 XX 是 连续 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 gE 
民 ,flo 是 连续 的 . 

证 明 ”如果 了 是 连续 的 ,那么 由 于 o 是 天 的 子 空 间 , 所 以 flo 
是 连续 的 . 反 过 来 , 设 每 一 个 映射 flo 是 连续 的 . 如 果 C 是 XX 的 
一 个 闭 子 集 ,那么 f° '(C}) 门 o= (让 lc) (CC), 且 由 fio 的 连续 
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性 ,( Fljc)-(C) 在 c 中 是 闭 的 . 从 而 由 定义 , 广 !(C) 在 | 天 | 中 是 
闭 的 . 口 

定义 ”如果 X 是 一 个 空间 ,多 是 X 的 子 空间 组 成 的 集 族 , 它 
们 的 并 是 了 ,假如 一 个 集合 A 在 X 中 是 闭 的 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 
CE9A4nmnc 在 C 中 都 是 闭 的 ;而 这 又 等 价 于 集合 口 在 X 中 是 开 
的 当 且 仅 当 对 于 每 个 C, 都 有 DPC 在 C 中 是 开 的 ,这 时 我 们 说 
X 的 拓扑 关于 集 族 各 是 凝聚 的 . 

尤其 是 ,| 天 | 的 拓扑 关于 由 子 空间 cCcE 天 ) 组 成 的 集 族 是 北 
聚 的 . 

一 般 对 于 凝聚 拓扑 , 引 理 2.3 的 类 似 结 果 成 立 : 上 映射 f;X 一 
Y 是 连续 的 当 上 且 仅 当 f1c 对 于 每 个 CE% 痢 是 连续 的 . 

定义 ”如 果 z 是 多 面体 |K| 的 一 点 . 那么 z 恰好 在 KK 的 一 
个 单 形 的 内 部 ,( 比 如 说 ) 此 单 形 的 顶点 是 a6o,… ,a;. 那么 


A Pia 
其 中 对 每 个 i ,1, >0 而且 2 =1. 如 果 wv 是 KK 的 任意 一 个 顶点 ， 
那么 我 们 定义 z 关于 v 的 重心 坐标 i, (xz) 如 下 ;如果 wv 不 是 顶点 
a; 之 一 , 则 置 i,(z)=0; 如 果 w=a;, 则 置 t,(x)=. 
对 于 固定 的 v, 当 限制 在 KK 的 一 个 圈定 单 形 上 时 ,函数 it, (x) 
是 连续 的 ,因为 按 以 上 规定 的 意义 , 它 或 者 在 o 上 恒 等 于 零 ,或 者 
等 于 x 关于 go 的 顶点 wv 的 重心 坐标 . 因此 由 引 理 2.3,z, (xz) 在 
1K| 上 是 连续 的 . 
引 理 2.4 |K| 有 是 Hausdorff 空间 . 
证 明 给 定 ro 天 zi ,那么 至 少 有 一 个 顶点 vw 使 得 1, (zo) 才 
t, (x1 ). 选取 r 在 这 两 个 数 之 间 ,那么 集合 {zx1zt,(z)<rl 和 和 |x| 
t,(z) 之 r| 就 是 所 要 求 的 不 相交 开 集 . [| 
引 理 2.5 如 果 KK 是 有 限 的 ,那么 |K | 是 紧 的 . 反之 ,如 果 
|KK | 的 一 个 子 集 A 是 紧 的 ,那么 对 于 KK 的 某 个 有 限 子 复 形 KK, ,A 
CIKo|. 
. 12. 


证 明 如 果 KK 是 有 限 的 ,那么 |K | 是 紧 子 空间 o 的 有 限 并 ， 
因而 是 紧 的 . 现在 设 A 是 紧 的 旦 设 A 不 在 天 的 任何 有 限 子 复 形 
的 可 前 空间 内 . 每 当 集 合 A 门 Ints 非 空 时 ,选取 一 个 点 zxs EA 门 
Ints. 那么 集合 B= { zs} 是 无 限 的 . 此 外 ,B 的 每 个 子 集 是 闭 的 ， 
因为 它 与 任何 单 形 ce 的 交 是 有 限 的 . 因为 B 是 闭 的 和 离散 的 ,所 
以 它 没有 极限 点 ,但 这 与 紧 空 间 的 每 一 个 无 限 子 集 必 有 极限 点 这 
一 事实 相 巴 盾 . 口 

在 研究 | 天 | 的 局 部 性 质 时 ,| 天 | 的 三 个 特殊 子 空间 常常 是 有 
用 的 . 在 这 里 我 们 要 提 到 它们 . 

定义 ”如 果 是 K 的 一 个 顶点 ,那么 vv 在 K 中 的 星 形 , 记 作 
Stv, 有 时 也 记 作 St(m ,天 ), 它 是 天 的 那些 以 v 为 一 个 顶点 的 单 
形 的 内 部 之 并 . 它 的 闭 包 , 记 为 Stv, 称 为 v 在 KK 中 的 闭 星 形 . 它 
是 有 的 所 有 以 w 为 项 点 的 单 形 之 并 . 而 且 是 开 的 一 个 子 复 形 的 
可 剂 空 间 . 集合 Sto - Sto 称 为 v 在 K 中 的 链 环 ,并 且 记 作 Lkw. 
参看 图 2.3. 


集合 Stv 在 |K | 中 是 开 的 ,因为 它 是 由 |K | 的 所 有 使 得 
io( 工 ) >0 的 点 z 组 成 的 . 它 的 余 集 是 K 的 有 所 有 不 以 v 为 顶点 的 
单 形 之 并 ,因而 它 是 K 的 一 个 子 复 形 的 可 章 空 间 . 集合 Lkw 也 是 
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K 的 一 个 子 复 形 的 可 放空 间 , 它 是 Sto 与 Stv 的 余 集 的 交 . 容易 
看 出 ,集合 Stv 和 Stv 是 道路 连通 的 . 可 是 集合 Lkw 未 必 是 连通 
的 ， 

定义 ”如 果 复 形 KK 的 每 一 个 顶点 只 属于 KK 的 有 限 多 个 单 
形 , 则 我 们 说 它 是 局 部 有 限 的 . 换 句 话说 ,一 个 复 形 KK 是 局 部 有 
限 的 , 当 且 仅 当 每 个 闭 星 形 Stw 是 天 的 一 个 局 部 有 限 的 子 复 形 的 
可 放空 间 . 

引 理 2.6 复 形 开 是 局 部 有 限 的 当 且 仅 当 空间 | 开 | 是 局 部 紧 
的 ， 

证 有明 设 民 是 局 部 有 限 的 . 给 定 zxEK, 则 对 于 KK 的 某 个 顶 
点 vw 来 说 , 它 在 Stv 中 ,由 于 Sto 是 一 个 紧 集 ,所 以 |K | 是 局 部 紧 


的 . 我 们 把 证 明 其 逆 留 作 习 题 ， 加 
单纯 映射 
现在 我 们 引入 从 一 个 复 形 到 另 一 个 复 形 的 “单纯 映射 "的 概 
念 


引 理 2.7 令 民 和 工 都 是 复 形 ,而 且 令 f;K"->L" 是 一 个 
映射 . 假设 每 当 KK 的 顶点 v0，,… ,vw 张 成 KK 的 一 个 单 形 时 ,点 f 
(vo),…,f(v,) 都 是 工 的 一 个 单 形 的 顶点 ,那么 了 能 够 扩张 成 一 
个 连续 映射 g:|K| 一 |L | 使 得 


个 二 > aa 一 在 ( 翅 ) S apt 


我 们 把 g 称 为 由 顶点 映射 了 诱导 的 (线性 ) 单 纯 上 映射 . 

证 明 请 注意 到 虽然 工 的 顶点 Fa) Fw) 未 必 是 互 不 
相同 的 . 但 由 假设 它们 仍然 张 成 工 的 一 个 单 形 r， 当 我 们 在 g 
(z) 的 表达 式 中 归并 项 时 ,各 系数 非 负 且 它 们 的 和 为 1 仍然 成 立 ， 
因而 gf(z) 是 r 的 一 点 . 因此 g 把 由 vo,…,v, 张 成 的 n 维 单 形 c 
连续 地 映射 到 其 顶点 集 是 { (vo),…,f(wv, 1 的 单 形 zc. 

映射 gs 作为 到 z 中 的 映射 是 连续 的 ,因而 作为 o 到 |L | 中 


+14， 


的 映射 也 是 连续 的 . 于 是 由 引 理 2.3,g 作为 |K1 到 1L | 中 的 映射 
就 是 连续 的 . 口 
我 们 要 特别 注意 到 单纯 映射 的 复合 是 单纯 的 : 设 g:| 开 | 一 | 
LI 和 4&:1L1 一 |M | 都 是 单纯 映射 . 由 定义 ,如 果 z= 这 tjv;( 其 中 
v; 是 ce 的 互 不 相同 的 顶点 ) ,那么 g(x)= 2tg(v;). 
于 是 只 要 | v6,… ,wv, | 是 KK 的 一 个 单 形 的 顶点 集 . 即使 w 不 
是 互 不 相同 的 ,同一 公式 仍然 能 成 立 . 例如 , 设 


其 中 对 所 有 i,t; 宇 0 而 且 2 = |; 再 设 vo 二 wi 但 顶 扣 wv 
是 互 不 相同 的 . 写成 

和 
那么 由 定义 


g(r)= (to +ti)g(vo) + tig) + + tg(v,) 


Pa). 
把 这 个 评注 应 用 到 当前 的 情形 ,我 们 注意 到 即使 工 的 顶 反 g 
(vo),…,g(v,) 未 必 互 不 相同 ,下 列 公 式 仍 然 成 立 : 


hlg(7z)) = h(igtlv)) Es Dih(g(v)). 

因此 ,正如 我 们 所 断言 的 那样 ,h。g 是 一 个 单纯 鼎 射 . 

引 理 2.8 设 f:K" ">L 是 一 个 双 射 对 应 使 得 KK 的 顶点 
vo yD， 张 成 天 的 一 个 单 形 当 且 仅 当 ja) ,Fo ) 张 成 工 
的 一 个 单 形 ,那么 诱导 单纯 映射 g:| 开 | 一 | 工 | 是 一 个 同 甩 . 

我 们 把 g 称 为 K 与 上 的 一 个 单纯 同 胚 或 同 构 . 

证 明 上 的 每 一 个 单 形 c 都 被 g 映射 到 LL 的 一 个 与 o 维 效 相 
同 的 单 形 zr 上 . 我 们 只 需 证 明 由 顶点 对 应 f° "诱导 的 线性 上 映射; 
ro 是 映射 g:o->z 的 道 . 为 此 我 们 指出 如 果 z= 1;v; ,那么 由 

1 机 


乍 义 g(z)= tf(w;). 由 此 
hl(g(z))= h(tf(0)) = tf (fv)) 
= 2 一 工 ， 区 

系 2.9 令 A' 表示 由 一 个 N 维 单 形 及 其 面 组 成 的 复 形 . 如 
果 KK 是 一 个 有 限 复 形 ,那么 对 于 某 个 N,K 同 构 于 AV 的 一 个 子 
复 形 . 

证 明 令 wo。,…,wvn 是 K 的 顶点 . 选取 ao,…,an 为 R 中 
几何 独立 的 点 ,而且 令 AV 是 由 它们 张 成 的 N 维 单 形 和 它 的 面 组 
成 的 . 顶点 映射 f(w,)=a; 诱导 KK 与 AV 的 一 个 子 复 形 之 间 的 同 
构 . 显 


一 般 单纯 复 形 


前 面 我 们 一 直 要 求 一 个 复 形 K 必须 是 对 某 个 N 在 R' 中 ,这 
就 使 K 的 基数 和 KK 的 单 形 的 维 数 受 到 限制 . 现在 我 们 把 这 些 限 
制 去 抒 . 

令 了 三 是 一 个 任意 指标 集 ,而 且 令 R 表示 R 与 其 自身 的 J 重 
积 . R 的 一 个 元 素 是 从 J 到 R 的 一 个 隙 数 , 通 常用 “多 元 组 的 记 
号 "表示 为 (x ) ej. 当然 Re 是 一 个 带 有 通常 按 分 量 的 加 法 和 数 
乘 运 算 的 癌 量 空间 . 

令 EE/ 表示 了 的 一 个 子 集 , 它 是 由 使 得 对 除 a 的 有 限 多 个 值 
以 外 均 有 >z。 =0 的 所 有 点 (zx)。ej 组 成 的 . 那么 正 在 按 分 量 的 加 
法 和 数 莱 下 也 是 一 个 向 量 空间 . 如 果 e。 是 本 到 RR 中 的 一 个 映射 ， 
它 在 指标 a 上 的 值 是 1, 在 丁 的 其 它 元 素 上 值 为 0, 那么 集合 1e, | 
aE€ 是 BY 的 一 个 基 .，( 它 当然 不 是 R' 的 基 .) 

我 们 把 E!' 称 为 广义 Euclid 空间 ,而 且 由 度量 

[并 一 YI= maxtl ze 一 多 sey 
将 它 拓扑 化 . 
我 们 对 于 Rw 中 的 复 形 所 做 的 每 一 件 事 都 能 推广 到 E 中 的 
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复 形 上 . 空间 E 是 它 的 一 些 有 限 维 子 空间 一 一 即 由 基 |e, | aE 
的 有 限 子 集 张 成 的 子 空间 的 并 . 每 一 个 这 样 的 子 空间 对 某 个 N 
来 说 恰好 是 RV 的 一 个 拷贝 . 马 的 任何 有 限 点 集 |a。,… ,a,} 都 在 
这 样 一 个 子 空间 之 中 ,如 采 它 们 是 独立 的 ,那么 它们 所 张 成 的 单 形 
在 同一 子 空间 中 . 而 且 E 的 度量 对 每 个 这 样 的 子 空间 给 出 通常 
的 拓扑 . 因此 E 中 单 形 的 任何 有 限 族 对 于 某 个 NN 来 说 在 R 的 
一 个 拷贝 中 , 我 们 实际 所 做 的 一 切 就 是 允许 我 们 处 理 这 样 一 些 复 
形 , 对 它们 来 说 ,全 部 单 形 族 不 可 能 完全 安装 到 任何 一 个 R 中 . 
理论 上 说 ,似乎 在 E’' 中 做 要 比 在 RY 上 做 更 复杂 ,但 实际 上 ,根本 
没有 引起 任何 困难 . 

我 们 留 给 读者 来 检验 我 们 的 结果 对 EE 中 的 复 形成 立 . 今后 
我 们 将 自由 地 使 用 这 些 结果 . 

让 我 们 来 做 一 个 更 进一步 的 注释 . 如 果 kK 是 R 中 的 一 个 复 
形 ,那么 六 的 每 个 单 形 至 多 是 N 维 的 . 男 一 方面 ,如 果 玉 是 EE 
中 的 复 形 ,那么 关于 K 的 单 形 的 维 数 就 无 需 任 何 上 界限 制 . 我 们 
把 KK 的 维 数 定义 为 天 的 单 形 的 最 大 维 数 ,并 记 为 dimK ,假如 这 
样 的 维 数 存在 的 话 ;否则 ,我们 说 K 是 无 穷 维 的 . 


本 题 


1. 令 并 是 一 个 单纯 复 形 ; 令 soEK. 请 问 , 在 什么 时 由 Intc 在 |K| 中 是 
开 的 ?人 和 何 时 o 在 |K| 中 是 开 的 ? 

2. 证 明 Stw 和 Stw 一 般 是 道路 连通 的 . 

3. (a) 直接 证 明 例 3 中 的 多 面体 不 是 局 部 紧 的 . 

(b) 证 明 : 一 般 说 来 ,如 果 复 形 K 不 是 局 部 有 限 的 ,那么 空间 | 开 1 就 不 是 
局 部 紧 的 ， 

4. 证 明 : 例 3 中 的 多 面体 不 是 可 度量 化 的 . [提示 :证 明 第 一 可 数 公 理 不 
成 立 , ] 

5. 如 果 g:|Ki 一 1L| 是 一 个 把 o 的 顶点 映射 到 + 的 顶点 上 的 单纯 映 
射 ,证 明 :g 把 c 的 某 个 面 同 胚 地 映射 到 + 上 . 

6 如果 始 终 只 是 以 下 代替 及" ,那么 引 理 2.1 一 2.8 的 证 明 就 能 无 需 改 
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变 地 适用 于 E/ 中 的 复 形 . 

7. 邻 是 一 个 复 形 . 证 明 :| 兵 | 是 可 度量 化 的 当 且 仅 当 KK 是 局 部 有 限 

的 . [提示 :函数 
d(x,y) = lubl i, (xz) — t,(y) | 
是 对 天 的 每 个 有 限 子 复 形 的 拓扑 都 适合 的 度量 .] 

8. 令 天 是 一 个 复 形 . 证 明 |K| 是 正规 的 . [提示 :如 果 A 在 |K| 中 是 闭 
的 且 f;A->[0,1]1 是 连续 的 ,那么 可 以 利用 Tietze 定理 把 了 扩张 到 AU|K | 
| 

9. 邻 玉 是 RY 中 的 一 个 复 形 . 证 明 |K| 是 RV 的 子 空 间 当 且 仅 当 |K| 
的 每 一 个 点 xz 在 R* 的 一 个 只 与 K 的 有 限 多 个 单 形 相交 的 开 集 中 . 把 结论 
推广 到 型 上 . 

10. 证 明 R 中 所 有 形 如 [1/(n+1),1/n](n 为 正 整数 ) 的 单 形 连同 它们 
的 顶点 组 成 的 集 族 是 一 个 复 形 , 它 的 可 前 空 间 是 R 的 子 空间 (0,1]. 


$3 抽象 单纯 复 形 


实际 上 ,用 给 定 其 并 是 X 的 一 族 单 形 来 描述 一 个 多 面体 不 是 
处 理 特 定 多 面体 的 简便 方法 ， 人们 很 快 就 会 陷入 到 解析 几何 的 细 
节 之 中 ;刻画 所 有 单 形 并 肯定 仪 当 它 们 应 当 相 交 时 才 相 交 , 这 是 很 
繁琐 的 . 而 利用 我 们 将 要 引 人 的 “抽象 单纯 复 形 ”的 概念 为 工具 刻 
画 X 却 要 容易 得 多 . 

定义 ”一 个 抽象 单纯 息 形 是 一 个 由 非 空 有 限 集 组 成 的 集 族 Y 
使 得 如 果 A 是 3 的 元 ,那么 A 的 每 一 个 非 空子 集 也 是 9 的 元 . 

我 们 把 3 的 元 A 称 为 9 的 单 形 , 它 的 维 数 是 一 个 小 于 其 元 素 
个 数 的 整数 ，A 的 每 一 个 非 空子 集 称 为 A 的 一 个 面 . Y 的 维 数 是 
其 单 形 的 最 大 维 数 ,否则 当 没 有 这 样 的 最 大 维 数 时 , 它 是 无 穷 维 
的 . 9 的 顶点 集 V 是 7 的 单 点 元 素 之 并 . 我 们 将 对 顶点 vEV 和 
0 维 单 形 1wv1 E39 不 加 区 别 . 9 的 一 个 其 自身 是 复 形 的 子 族 称 为 3 
的 一 个 子 复 形 . 

对 于 两 个 抽象 复 形 Y 和 了 来 说 ,如 果 有 一 个 把 Y 的 顶点 集 映 
射 到 了 的 顶点 集 的 双 射 对 应 了 使 得 {ao,…,a,| E39 当 目 仅 当 !f 
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(v0) ,了 (vw )1 E979, 则 我 们 说 了 各 了 是 同 构 的 . 

定义 ”如果 天 是 一 个 单纯 复 形 , 令 VV 是 天 的 顶点 集 . 令 将 
是 Y 的 所 有 使 得 顶点 ao,，…,a 能 张 成 的 一 个 单 形 的 子 集 
| ao ,ao 组 成 的 集 族 . 我 们 把 集 族 % 称 为 K 的 项 点 格式 . 

集 族 多 是 抽象 单纯 复 形 的 一 个 特例 . 实际 上 ,正如 下 列 定 理 
所 表明 的 那样 . 它 是 一 个 至 关 重 要 的 例子 . 

定理 3.1 (a) 每 一 个 抽象 复 形 Y 同 构 于 某 个 单纯 复 形 KK 的 
顶点 格 式 . 

(b) 两 个 单纯 复 形 线性 同 构 当 且 仅 当 它们 的 顶点 格式 作为 抽 
介 单纯 复 形 是 同 构 的 . 

证 明 (b) 可 从 引 理 2.8 立即 得 出 . 为 证 明 (a) ,我 们 如 下 来 
进行 :给 定 一 个 指标 集 , 令 A 是 孔 中 所 有 由 也 的 标准 基 j es。 | 
的 有 限 子 集 张 成 的 单 形 的 集 族 . 那么 容易 看 出 A' 是 一 个 单纯 复 
形 . 如 果 a 和 < 是 A 的 两 个 单 形 ,那么 它们 的 联合 项 点 集 是 几何 
独立 的 并 且 张 成 A 的 一 个 单 形 . 我 们 将 把 A 称 为 “无 穷 维 单 
形 ” 

现在 令 7 是 具有 顶点 集 V 的 一 个 抽象 复 形 . 选取 一 个 指标 J 
充分 大 使 得 有 一 个 内 射 消 数 f;: V 一 |e。 |。ej. (如 果 你 愿意 ,可 令 
J 本 V.,) 我 们 用 下 列 条 件 来 指定 A 的 一 个 子 复 形 KK :对 于 每 一 个 
(抽象 ) 单 形 14a0,…,a,1 ES 来 说 ,由 f(ao),…, f(a,) 所 张 成 的 
(几何 ) 单 形 在 K 中 . 于 是 立即 得 知 ,K 是 一 个 单纯 复 形 而 且 9 间 
构 于 天 的 顶点 格式 ;了 就 是 所 要 求 的 它们 的 顶点 集 之 辣 的 对 应 . 

|] 

定义 ”如 果 抽 象 单纯 复 形 7 与 单纯 复 形 KK 的 顶点 格式 同 构 ， 

那么 我 们 就 把 上 称 为 的 一 个 几何 实现 . 直到 线性 同 构 的 意义 
下 , 它 是 唯一 确定 的 . 

让 我 们 举例 说 明 抽 和 象 复 形 是 如 何 能 够 用 来 刻画 具体 单纯 复 形 
的 . 

例 1 假设 我 们 要 表示 一 个 单纯 复 形 K ,其 底 空 间 辣 胚 于 柱 
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面 S: xI( 这 里 工 表示 单位 闭 区 间 [0， 
1]). 这 样 做 的 一 种 方法 画 在 图 3.1 
中 , 它 把 色 表示 成 由 6 个 2 维 单 形 及 
它们 的 面 组 成 的 集 族 . 用 图 形 表 示 这 
同一 个 复 形 K 的 另 一 种 方法 是 画 成 
图 3.2 中 的 图 示 . 这 个 图 由 两 样 东西 
.构成 :首先 , 它 是 一 个 底 空 间 为 矩形 
的 复 形 ;其 次 ,是 对 工 的 顶点 的 一 
图 3.1 种 特定 标记 法 (有 些 顶 点 标 有 相同 的 
符号 ). 我 们 将 把 这 个 图 示 看 作 表 示 抽 象 复 形 7 的 简易 方法 ,其 中 
4 的 顶点 集 由 字母 a、.65、c、d、e、f 组成; 它 的 单 形 是 集合 1a, 了 了， 
di ja,b,d|l ,ib,c,di\ic,d,el、ia,c,ei、la,e, 提 连同 它们 的 
非 空 子 集 . 当然 ,这 个 抽象 复 形 同 构 于 前 面 所 画 出 的 复 形 K 的 顶 
点 格式 ,因而 它 答 好 表示 了 同一 个 复 形 (在 线性 同 构 的 意义 下 ). 
也 就 是 说 图 3.1 的 复 形 K 是 3 的 一 个 几何 实现 . 


NN 


令 f:L”"” 一 K" 是 这 样 一 个 映射 , 它 对 上 的 每 个 顶点 指定 KK 
的 对 应 标记 的 顶点 . 那么 了 能 扩张 成 一 个 单纯 映射 g: | 上 | 一 
1IKK|. 因为 两 个 空间 都 是 紧 Hausdorff 空间 ,所 以 g 是 一 个 商 喘 
射 ,或 “ 粘 合 映射 ” 它 把 | | 的 右边 与 左边 线性 地 等 同 起 来 ， 当 然 
这 是 从 一 块 矩形 纸 片 构成 一 个 柱 面 的 通常 方式 一 将 纸 片 弯曲 并 
将 右边 粘 合 到 左边 ! 

例 2 现在 假设 我 们 从 一 个 复 形 工 与 其 顶点 的 一 种 标记 法 开 
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始 . 例如 考虑 带 有 像 图 3. 3 中 那样 不 同 了 项 点 标记 的 同一 个 复 形 
L. 恰 如 以 前 一 样 ,这 个 图 示 表 示 一 个 抽象 复 形 另 我 们 可 以 列举 
出 它 的 单 形 . 令 天 是 9 的 一 个 几何 实现 . 同 前 ,K 的 顶点 对 应 于 
字母 < ,…, 矿 我 们 考虑 线性 单纯 映射 g:| 工 | 一 | 天 |, 它 对 工 的 每 
个 顶点 指派 六 的 对 应 标记 的 顶点 . 另外 g 是 一 个 商 映射 ,在 这 种 
情况 下 , 它 把 | 二 | 的 左边 与 | 二 | 的 右边 线性 地 等 同 起 来 ,但 是 带 有 
一 个 扭转 . 空间 |K | 就 是 我 们 所 说 的 Mipbias 带 . 在 R 中 它 可 以 
画 成 如 图 3.3 所 示 的 熟悉 形式 
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图 3.3 
例 3 我 们 常常 把 环 面 定义 为 从 矩形 通过 做 图 3.4 所 示 的 粘 
合 面 得 到 的 南 空间 . 如 果 我 们 希望 构造 一 个 其 底 空 间 同 肚 于 环 面 
的 复 形 ,那么 我 们 可 以 应 用 图 3.5 中 所 示 的 方法 而 得 到 ,可 以 验证 


所 得 到 的 从 工 到 这 个 图 解 所 示 的 几何 实现 的 次 映射 恰好 和 完成 了 
构成 环 面 所 需要 的 粘 合 . 


A 
4 
| 70- 
/ 
二 
图 3.4 
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例 4 一 般 要 肯定 商 映 射 g 不 能 完成 比 人 们 期 望 的 更 多 的 烙 
合 需 要 慎重 . 例如 ,你 可 能 认为 图 3.6 中 的 示 图 确定 环 面 ,但 事实 
并 非 如 此 . 正如 你 者 更 仔细 地 检查 图 示 就 会 看 到 的 那样 ,这 个 商 
映射 所 做 的 绝 不 仅仅 是 把 对 边 烙 合 在 一 起 . 


图 3.6 图 3.7 


例 5 图 3.7 中 的 图 解 表示 一 个 抽象 复 形 ,其 底 空 间 称 为 
Klein 瓶 . 它 是 从 和 矩形 通过 按照 图 3.8 所 示 的 方法 将 边 粘 合 而 得 
到 的 商 空间 . 所 得 到 的 这 个 空间 不 能 被 散人 到 及 中 ,但 是 我 们 可 
以 通过 让 它 “ 窜 过 自身 ”的 方法 而 在 R 中 把 它 画 出 来 . 

现在 我 们 更 细致 地 描述 上 面 的 例子 中 所 指出 的 过 程 : 给 定 一 
个 有 限 复 形 LL ,上 的 顶点 的 一 种 标记 法 就 是 把 上 的 顶点 上 集 上 映射 到 
一 个 集合 ( 称 为 符号 集 ) 的 一 个 满 射 图 数 了 . 与 这 种 标记 法 对 应 的 
是 一 个 抽象 复 形 吧 它 的 顶点 是 符号 , 它 的 单 形 由 形 如 1 7F(Coe)，…， 
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思 3.8 


f(w,)1 的 所 有 和 集合 组 成 ,其 中 vo,…, wv 张 成 工 的 一 个 单 形 . 令 
K 是 7 的 一 个 几何 实现 . 那么 从 了 导出 的 工人 到 Kt 的 顶点 映 
射 能 扩张 成 一 个 满 单纯 上 映射 g:|1L | 一 1K|. 我 们 说 KK 是 从 被 标 
记 的 复 形 导出 的 复 形 , 而 且 称 g 为 相伴 的 粘 合 映射 . 

因为 | | 是 紧 的 而 且 |1K| 是 Hausdorff 空间 ,所 以 g 把 闭 集 映 
射 到 闭 集 ,从 而 g 是 一 个 闭 的 商 映 射 . 当然 一 般 g 可 能 把 L 的 单 
形 映射 到 并 的 一 个 维 数 较 低 的 单 形 上 . 例如 ,sg 可 将 整个 工 志 缩 
到 单个 点 上 . 我 们 对 这 种 情形 不 发 生 的 情况 更 感 兴趣 . 我 们 尤其 
感 兴趣 的 是 与 前 面 的 例子 类 似 的 那些 情况 . 现在 我 们 叙述 一 个 引 
理 , 给 出 在 什么 条 件 下 ,一 般 “ 粘 合 映 射 ”g 的 行为 能 像 我 们 的 例子 
中 的 情况 那样 . 首先 我 们 需要 一 个 定义 ， 

定义 ”如 果 工 是 一 个 复 形 ,Lo 是 工 的 一 个 子 复 形 . 假 者 二 
的 其 顶点 属于 工 的 每 一 个 单 形 其 自身 也 必 属 于 上 Lo, 那么 我 们 就 
把 工 , 称 为 上 的 满 子 复 形 . 

例如 ,在 图 3.5 中 夯 出 的 矩形 L 的 边缘 是 L 的 一 个 满 子 复 
形 ,但 是 画 在 图 3.6 中 的 矩形 的 边缘 就 不 是 . 

引 理 3.2 令 L 是 一 个 复 形 ,了 是 其 顶点 的 一 种 标记 法 ; 令 
g:| 工 | 一 | 玉 | 是 相伴 的 粘 合 映 射 . 令 Lo 是 工 的 一 个 满 子 复 形 . 
假设 每 当 和 ww 是 上 的 具有 同一 标记 的 顶点 时 ,就 有 

(1) 立 和 也 属于 工 . 

(2) Stm 和 Str 是 不 相交 的 . 
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那么 dim g(c)=dimc 对 所 有 aEL 成 立 . 而 且 , 如 果 g(oi)= 
g(o2), 那 么 cl 和 os 必然 是 属于 Lo 的 不 相交 单 形 . 

证 明 是 容易 的 并 且 把 它 留 作 习 题 . 在 这 个 引 理 的 应 用 中 ， 
|| 通常 是 平面 上 或 RY 中 的 多 面体 区 域 , 而 且 L。 是 这 个 区 域 的 
边 绿 . 


习 题 


1. 我 们 把 射影 平面 已 定义 为 从 2 维 球面 S 通过 对 每 个 zE 3 将 zx 
和 一 xz 等 同 而 得 到 的 空间 . 

(a) 证 明 P 与 从 B* 通过 对 每 一 个 xES 将 了 与 -zz 等 同 而 得 到 的 空 
间 是 同 凸 的， 

(b) 证 明 图 3.9 中 的 标记 复 形 工 决定 一 个 复 形 天, 它 的 空间 同 且 于 P*. 

(c) 描述 由 图 3. 10 的 标记 复 形 所 决定 的 空间 . 

2. 找 述 由 图 3.11 一 3.14 中 的 标记 复 形 所 决定 的 空间 . 
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图 3.11 图 3.12 
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I 
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图 3.13 图 3.14 


3. 证 明 引 理 3.2. 
4. 令 S 是 带 有 偏 序 关 系 委 的 一 个 集合 . 组 合 学 中 的 一 种 标准 方法 是 把 
S 与 一 个 抽象 复 形 Y 相 联系 ,其 中 9 的 顶点 是 S 的 元 素 . 而 Y 的 单 形 是 S 的 
有 限 全 序 子 集 . 设 给 定 iao,…,as1 上 的 由 下 人 刚 关 系 生成 的 偏 序 : 
好 1 a a7 Sa; al Eas Sai 
az SE A6 EE Aaa} a2 SE qs. 


试 描述 8 的 一 个 几何 实现 . 
9 4 Abel 群 回顾 


本 节 我 们 要 回顾 一 些 即 将 用 到 的 来 自 代 数 的 结果 . 尤其 是 关 
于 Abel 群 的 若干 事实 ， 

我 们 将 Abel 群 的 运算 写成 加 法 . 那么 0 表示 零 元 素 , -gg 表 
示 g 的 加 法 道 ， 如 果 n 是 一 个 正 整数 ,那么 ng 表示 信和 g++ 
g++g, 而 且 ( 一 nn)g 表示 n( 一 g). 

我 们 以 Z 表示 整数 组 成 的 群 ,以 Q 表示 有 理 数 群 ,以 C 表示 

仿生 . 


复数 群 . 
同 态 


如 果 f:G 一 日 是 一 个 同 态 ,那么 了 的 核 是 CG 的 子 群 广 (0)， 
f 的 象 是 日 的 子 群 f(G),f 的 上 核 是 商 群 日 |f(G). 我 们 分 别 以 
kerf ,imf 和 cokf 表示 这 些 群 . 映射 fF 是 一 个 单 态 出 当 征 仅 当 玫 
的 核 为 零 ( 即 等 于 平凡 群 ). 了 是 一 个 满 态 射 当 且 仅 当 上 的 上 核 为 
零 ; 在 这 种 情况 下 ,f 诱导 一 个 同 构 Gi/kerf 宇 H. 


自由 Abel 群 


一 个 Abel 群 G, 如果 它 有 一 个 基 , 即 有 G 的 一 族 无 素 
{gi cy 使 得 每 一 个 gEG 都 能 瞧 一 地 写成 一 个 有 限 和 


g = DF) ng 
其 中 nn 是 整数 ,那么 我 们 说 Abel 群 G 是 自由 的 . 其 中 的 唯一 性 
蓝 涵 着 每 一 个 元 g, 具有 无 穷 的 阶 , 即 g, 生成 G 的 一 个 无 限 循环 
子 群 . 
更 一 般 地 ,如果 每 一 个 gEG 都 能 写成 有 限 和 g = ng ,但 
不 必 是 唯一 的 ,那么 我 们 说 族 |g, | 生成 G. 特别 是 , 当 集 合 1g。! 为 
有 限时 ,我 们 说 G 是 有 限 生成 的 . 
如 果 G 是 目 由 的 ,并 且 有 一 个 由 ”个 元 素 ,比如 说 是 g1 ,…， 
ga 组 成 的 基 ,那么 容易 看 出 G 的 每 一 个 基 恰 由 nn 个 元 素 组 成 . 因 
为 群 G12G 由 所 有 形 如 
(> 66) + 2G 
的 陪 集 组 成 ,其 中 s =0 或 1. 这 个 事实 蕴涵 着 群 G/2G 恰 有 2 
个 元 素 组 成 . G 的 一 个 基 中 所 包含 的 元 素 的 个 数 称 为 G 的 秩 . 
更 一 般 地 有 ,如 果 G 有 一 个 无 穷 基 ,那么 G 的 任何 两 个 基 具 
有 相同 的 基数 ,但 是 我 们 将 用 不 到 这 个 事实 . 
自由 Abel 群 的 一 个 至 关 重 要 的 性 质 是 :如 果 G 有 一 个 基 
,26 ， 


ig | ,那么 从 集合 1g, |] 到 一 个 Abel 群 日 的 任何 旺 数 了 都 能 叭 一 
地 扩张 成 从 G 到 互 中 的 一 个 同 态 . 
构造 自由 Abel 群 的 一 种 具体 方法 如 下 :给 定 一 个 集合 S ,我 
们 定义 由 S 生成 的 自由 Abel 群 G 是 使 得 $(x) 关 0 仅 对 x 的 有 
限 多 个 值 成 立 的 所 有 聘 数 $$.S 一 Z 组 成 的 集合 ;而 且 我 们 把 两 个 
这 样 的 函数 相 加 是 通过 把 它们 值 相 加 来 进行 的 . 给 定 zx€ S, 谣 有 
z 的 一 个 特征 函数 几 定义 为 
1 yx 
| 
函数 集 ! $8. |zE SI 形成 G 的 一 个 基 , 因为 每 个 函数 6EG 能 被 唯 
一 地 写成 一 个 有 限 和 


$ = > ,np, 
其 中 2. =#(Cz) 并 且 求 和 是 在 所 有 使 %z) 天 0 的 x 上 进行 的 . 我 
们 常常 混用 记号 而 且 把 元 素 xE€S 与 它 的 特征 函数 上 等 同 起 来 . 
利用 这 种 记号 ,G 的 一 般 元 素 能 够 唯一 地 写成 由 集合 S 的 元 构成 
的 有 限 的 “形式 线性 组 合 ” 
$ = >Nox, 
如 果 G 是 一 个 Abel 群 , 那 么 当 ng =0 对 某 个 正 整 数 2 成 立 
时 ,元 素 gEG 是 有 限 阶 的 . G 中 所 有 有 限 险 元 素 的 集合 是 G 的 
一 个 子 群 工 , 称 为 挠 子 群 . 若 了 为 零 , 则 我 们 说 G 是 无 抄 的 . 一 
个 自由 Abel 群 必然 是 无 挠 的 ,但 反之 则 不 成 立 ， 
和 如果 代 仅 由 有 限 多 个 元 素 组 成 ,那么 于 中 元 素 的 个 数 称 为 工 
的 阶 . 如 果 工 是 有 限 阶 的 ,那么 了 的 每 个 元 素 必 是 有 上 限 阶 的 ,但 
反 过 来 却 不 成 立 . 


内 直 和 


设 G 是 一 个 Abel 群 ,而 且 设 1G, 1。ey 是 G 的 由 某 个 指标 集 】 
双 射 标记 的 一 族 子 群 . 设 G 中 的 每 个 g 均 能 唯一 地 写成 一 个 有 
"ZT 。 


限 和 g = 2;g, ,其 中 对 每 个 a,g, EG, .那么 我 们 把 G 称 作 是 群 G。 
的 内 直 和 , 而且 写成 

G = ,esG,. 
如 果 集 族 |G, 1 是 有 限 的 ,比方 说 | G,| = 和 G1 ,…,G,| ,那么 我 们 也 
把 这 个 直 和 写成 G = GiB… 甸 G,. 

如 果 G 中 的 每 一 个 g 都 能 写成 有 限 和 g = 2>g, ,但 不 必 唯 一 ， 
则 我 们 简称 G 是 群 1G, | 的 和 ,并 且 写 成 G= 克 G, ,或 者 在 有 限 的 
情形 写成 G= G +… + G,. 在 这 种 情况 下 ,我 们 也 说 群 1G,| 生 
成 G. 

如 果 G = 宛 G, ,那么 这 个 和 是 直 和 当 且 仅 当 等 式 0= 2g。 草 
涵 着 对 每 个 a ,g。=0. 反 过 来 这 种 情况 发 生 当 且 仅 当 对 于 每 个 固 
定 指标 ae ,都 有 


G。 人 (26.)= {ot. 


尤其 是 ,如 果 G = G + Ga ,那么 这 个 和 是 直 和 当 且 仅 当 G 站 
G, = i0}. 

自由 Abel 群 的 相似 性 很 强 . 实际 上 ,如 果 G 是 自由 的 并 且 有 
基 |G,| ,那么 G 是 子 群 1G, | 的 直 和 ,其 中 G, 是 由 g。 生成 的 无 限 
循环 群 . 反之 , 若 G 是 无 限 循 环 子 群 的 直 和 , 则 G 是 一 个 Abel 
群 . 

如 果 G 是 子 群 1G, 1 的 直 和 ,而 且 对 每 个 a 都 有 从 G, 到 Abel 
群 玉 内 的 同 态 ££ ,那么 同 态 | | 能 唯一 地 扩张 成 G 到 五 内 的 一 
个 同 态 . 

有 一 个 对 证 明 G 是 直 和 有 用 的 准则 ， 

引 理 4.1 令 G 是 一 个 Abel 群 .如果 G 是 子 群 1G,| 的 直 
和 ,那么 就 有 辐 态 

71530p 一 GG 和 rs:iC 一 Ce 
使 得 当 w 天 有 时 ,rs*j 是 零 同 态 , 而 当 a 二 8B 时 是 恒 等 同 态 . 
南 ph 四 


反之 , 设 |G,| 是 一 族 Abel 群 , 并 且 有 同 态 j。 和 zs 如 上 ,那么 
je 是 单 同 态 . 而 且 如 果 群 j,(G,) 生 成 G, 那 么 G 是 它们 的 直 和 . 

证 明 设 G= 中 G,. 我 们 定义 js 是 包含 同 态 . 为 了 和 定义 re， 
我 们 把 g 写成 g = 2g, ,其 中 对 每 个 a,g, E Ge; 并 且 令 ze(g)= 
gssg 的 表示 式 的 唯一 性 说 明 rs 是 一 个 完全 确定 的 同 态 . 

现在 考虑 其 道 . 因为 x,*j。 是 和 恒 等 映射 ,所 以 j。 是 单 射 (并 且 
x, 是 满 射 )， 如 果 群 j,(G, ) 生 成 G ,那么 由 假设 G 的 每 一 个 元 系 
都 能 写成 一 个 有 限 和 2 (g,). 为 了 证 明 这 种 表示 是 瞧 一 的 , 设 


Dj(g) = Dilg',) 
用 rs 作用 于 等 式 两 边 , 则 我 们 得 到 gp =g 8 [4 


直 积 与 外 直 和 


令 1G。j ,ej 是 一 个 Abel 群 的 称号 族 . 它们 的 直 积 ]1.ejyG。 是 
这 样 一 个 群 ,其 基础 集合 是 各 集合 G。 的 笛 卡 儿 积 ,而 它 的 群 运算 
是 按 分 量 的 加 法 . 它们 的 外 直 和 G 是 直 积 的 一 个 子 群 , 它 是 由 所 
有 使 得 对 除 有 限 多 个 值 以 外 的 一 切 a 值 均 有 g, = 0。 的 多 元 组 
(g, )ser 组 成 的 . (这 里 0. 是 G。 的 零 元 . ) 群 G 有 时 也 被 称 为 群 
G, 的 “ 弱 直 积 ”. 

内 直 和 与 外 直 和 的 关系 可 以 描述 如 下 : 设 G 是 群 1G, | 的 外 
直 和 . 那么 对 于 每 一 个 8, 我 们 定义 re:G 一 Gas 是 到 第 8 个 因子 
上 的 投影 . 然后 我 们 这 样 来 定义 六 :Ga 一 G, 令 它 把 元 素 gE€ Gs 
映射 到 多 元 组 (g, )。ej ,其 中 对 所 有 不 同 于 8 的 age=0., 而 gp= 
g. 那么 对 于 a 天 8,re* 思 =0, 而 x。*j 为 恒 等 映 射 . 这 说 明 G 就 
是 群 G'=j,(G,) 的 内 直 和 ,其 中 G。 同 构 于 GG.,. 

因而 内 直 和 与 外 直 和 的 概念 是 密切 相关 的 . 差别 主要 是 记 王 
上 的 不 同 . 由 于 这 个 原因 ,我 们 习惯 上 用 记 与 

G=GDB…mG 和 G= 巾 CG， 
或 者 表示 内 直 和 ,或 者 表示 外 直 和 ,但 是 根据 上 下 文 便 可 并 浓 它 究 
.29 。 


竟 指 的 是 邵 一 种 .〈 如 果 确 实 遇 到 这 种 情况 ,区 分 清楚 是 十 分 重要 
的 . ) 例 如 ,我 们 要 表达 G 是 秩 为 3 的 自由 Abel 群 ,只 需 写 成 G 从 
zZ 中 7Z 中 Z 即 可 . 

设 G, 是 G 的 子 群 ,如 果 存 在 一 个 子 群 G, 使 得 G = G1 世 
G, ,那么 我 们 就 说 G 是 G 的 一 个 直 和 项 . 在 这 种 情况 下 ,如 果 
已 是 G; 的 子 群 (i =1,2) ,那么 和 了 十 和 也 是 直 和 ,而 且 还 有 


末 证 瑟 = 如 :于 
尤其 是 ,着 G= G 中 G， i i 
当然 ,在 没有 条 件 G = G; 申 G; 的 情况 下 , 即 Gi 可 能 是 G 的 
子 群 ,但 不 是 G 的 一 个 和 项 时 ,也 可 能 有 G/Gl 宇 G; 成 立 . 例如 ， 
整数 群 的 子 群 nZ 就 不 是 Z 的 直 和 项 , 那 将 意味 着 对 Z 的 某 个 子 
群 G,， 
Zn GG 
但 是 若 那 样 的 话 , G, 同 构 于 Z/nZ, 这 是 一 个 有 限 阶 的 群 ,然而 Z 
的 任何 子 群 都 不 是 有 限 阶 的 . 
我 们 偶尔 也 按照 流行 的 习惯 用 法 把 整数 模 ”的 群 Z/nZ 人 简 记 
为 Zin. 


有 限 生 成 Abel 群 的 基本 定理 


实际 上 ,有 两 个 定理 对 我 们 是 非常 重要 的 . 第 一 个 是 关于 日 
由 Abel 群 的 子 群 的 一 个 定理 . 在 这 里 我 们 先 来 叙述 它 , 而 在 3 11 
给 出 它 的 一 个 证 明 . 

定理 4.2 令 下 是 一 个 自由 Abel 群 ,如果 RR 是 下 的 一 个 地 
群 ,那么 R 也 是 一 个 自由 Abel 群 如果 五 的 秩 是 ?那么 尺 的 秩 
/所 ;而 且 有 下 的 一 个 基 e1 ,…,e，。 和 整数 +) ,…,t, (tz; 之 1) 使 得 

(TU) re yi 是 及 的 一 个 基 ; 

(2) zt11t21…|t, 即 对 所 有 i,t 整 除 志 +1 
其 中 整数 11 ,…,iti 是 由 政和 民 唯一 确定 的 ,尽管 基 el，…，en 不 
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是 唯一 确定 的 . 

这 个 定理 的 一 个 直接 推论 是 下 面 的 定理 . 

定理 4.3( 有 限 生成 Abel 群 的 基本 定理 ) 令 G 是 一 个 有 限 
生成 的 Abel 群 . 令 工 是 它 的 挠 子 群 . 

(a) G 有 一 个 秩 数 为 8B 的 自由 Abel 子 群 昌 使 得 G= HT. 

(b) 奉 在 有 限 篇 环 群 本 | ,…,T, ,其 中 TT, 的 阶 1; 汪 1, 使 得 
tt 而且 

I= 1 中 i 也 了 

(c) 数 8 和 ti,…,ti 是 由 G 唯一 确定 的 ， 

我 们 把 数 8 称 为 G 的 Betti 数 ;把 i ,…, 称 为 G 的 挠 系数 . 
请 注意 到 8 是 自由 Abel 群 G/T 宇 日 的 秩 . 子 群 互 的 秩 和 子 群 
T; 的 阶 是 唯一 确定 的 ,但 是 这 些 子 群 本 身 不 是 唯一 确定 的 ， 

证 明 令 S 是 G 的 生成 元 组 成 的 有 限 集 ig,}; 令 下 是 集合 5S 
上 的 自由 Abel 群 . 把 每 一 个 g, 映射 到 其 自 刁 的 映射 能 扩张 成 一 
个 把 F 映射 到 G 上 的 同 态 . 邻 R 是 这 个 同 态 的 核 . 那么 FiR 宇 
G. 像 在 定理 4.2 中 那样 选取 下 和 R 的 基 ,那么 

"二 Fi CD a 
其 中 所 是 无 限 循环 的 并 以 e; 为 生成 元 ;而 且 
人 
F/R ee (天 ij Cs 中 FtF, ) 中 (下 中 aut) 
从 而 就 有 一 个 同 构 
fi:G (Zt DBIH) DDO OD 

G 的 找 子 群 工 必然 由 f 映射 到 子 群 2 已 由 … 由 2 上 上 ,因为 任何 
同 构 贞 射 保持 抄 子 焙 . 于 是 定理 的 (a) 款 和 和 (b) 球 成 立 . (c) 歌 留 作 
习题 ， 图 

这 个 定理 说 明 , 任 何 有 限 生成 的 Abel 群 G 都 能 写成 循环 群 
的 有 限 直 和 , 即 
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G 人 兰 (人 Z 由 … 由 二 四 四 三 由 …… 由 用 大 ， 
其 中 所 >T1 而 且 王 | | 到. 从 某 种 意义 上 说 ,这 个 表达 式 就 是 
G 的 “标准 型 还 有 另 一 个 这 样 的 标准 型 , 现 导出 如 下 : . 

首先 回想 这 样 一 个 事实 :如 果 m 和 nn 是 互 素 的 正 整 数 ,那么 
Zim Dn Ymn 

由 此 可 知 , 任 何 有 限 循 环 群 都 能 写成 阶 是 素数 只 的 循环 群 的 直 和 . 
于 是 定理 4.3 蕴涵 着 对 于 任何 有 限 生 成 群 G， 

GZHD… DD Da BDHDa,) 
其 中 每 个 a; 都 是 素数 的 过 . 这 是 G 的 男 一 种 标准 型 ,因为 正如 我 
们 将 会 看 到 的 那样 , 数 oa; (在 不 计 次 序 重 排 的 意义 下 ) 是 由 G 唯一 
决定 的 . 


习 题 


1. 证 明 : 如 果 G 是 有 限 生 成 的 Abel 群 , 那 么 G 的 每 个 子 群 都 是 有 限 生 
成 的 . (此 结果 对 于 非 Abel 群 不 成 立 , ) 

2. (a) 如 果 G 是 自由 的 ,那么 G 是 无 挠 的 . 

(b) 证 明 : 如 果 G 是 有 限 生 成 的 并 且 是 无 找 的 ,那么 G 十 目 由 的 . 

(c) 证 明 : 有 理 数 加 群 Q 是 无 乒 的 ,但 不 是 自由 的 . [提示 :如 果 ig, | 是 Q 
的 一 个 基 , 令 8 固定 而 且 用 这 个 基 表 示 gp12. 1] 

3. (a) 证 明 ; 如 果 mr 和 nn 互 素 , 那 么 Zim 中 Zn 是 mn 阶 律 环 群 . 

(b) 如 果 上 二 ZW18 中 Z36, 试 把 G 表示 成 阶 数 为 素数 办 的 循环 群 的 直 
和 |. 

(c) 如 果 GG 宇 ZW2 中 ZW4 中 V3 四 ZW3 中 29, 试 求 出 G 的 挠 系数 . 

(d) 如 果 G 二 215 外 Z20 人 名 V18, 求 G 的 不 变 因 子 和 挠 系数 . 呈 

4. (a) 令 p 为 素数 ; 令 51，,… ,Bs 是 非 负 整数 . 证 明 如 采 


个 因为 在 新 版 中 删 去 了 不 变 因 子 的 概念 , 故 本 题 中 也 该 相应 删 去 求 不 变 因 子 的 
要 求 ,对 于 于 面 第 4 题 的 ( 口 款 也 是 一 样 . 或 者 参考 代数 中 不 变 因 子 的 概念 来 向 .一 一 幸 
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那么 各 整数 5b, 由 G 唯一 确定 . [提示 :考虑 乘 以 产 的 乘法 同 态 请 ;:G 一 避 的 
核 . 证 明 六 和 决定 85, .类似 地 进行 下 去 .| 

(hb) 令 pi,…, pw 是 一 系列 互 不 相同 的 素数 . 将 (a) 推 广 到 形 如 
(Zp;)*) "a 的 项 的 有 限 直 和 ,其 中 5 过 -0. 

(c) 验证 定理 4.3 的 (c) 款 . 即 证 明 一 个 有 限 生成 Abel 群 G 的 Betti 数 、 
不 变 因 子 和 挠 系数 是 由 G 唯一 决定 的 . 

(由 证 明 在 定理 4.2 的 结论 中 出 现 的 各 数 点 是 由 FF 和 R 唯一 决定 的 . 


SS 同调 和 群 


现在 我 们 准备 定义 同调 群 ,首先 我 们 必须 讨论 年 同 的 概念 . 

定义 ” 令 5 是 一 个 单 形 (或 几何 的 或 抽象 的 )， 当 其 顶点 的 两 
种 次 序 相 差 一 个 偶 置 换 时 , 则 年 义 它们 是 等 价 的 . 如 果 dimoa >0， 
那么 so 的 顶点 的 序 分 成 两 个 等 价 类 , 这 两 个 等 价 类 中 的 每 一 个 称 
为 6 的 一 种 定向 . (如 果 c 是 0 维 单 形 ,那么 就 只 有 一 个 等 价 类 ， 
因此 = 只 有 一 种 定向 . ) 一 个 定向 单 形 是 一 个 单 形 = 连同 它 的 一 
种 定向 . 

如 果 点 vo。，… ,vp 是 独立 的 ,那么 我 们 将 用 符号 


ca 
表示 它们 所 张 成 的 单 形 ,而且 用 符号 
| wo + VY, J 


表示 由 单 形 vo ,… ,wv 和 特定 次 序 (vwo,… ,vv,) 的 等 价 类 所 构成 的 
定 回 单 形 . 

偶尔 , 当 上 下 文 使 意思 清楚 无 误 时 ,我 们 可 能 用 像 oz 这 样 的 
单个 字母 来 表示 一 个 单 形 或 者 一 个 定 问 单 形 . 

例 1 我 们 常常 通过 在 一 个 工 维 单 形 上 画 一 个 箭头 来 表示 它 
的 定向 ， 定 问 单 形 [ vo mo] 国 在 图 $.1 中 ;我 们 画 一 个 从 wo 指 问 
v1 的 箭头 . 一 个 2 维 单 形 的 定向 用 一 个 弧 形 箭 号 表示 . 定 癌 单 形 
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[ao v1 , zz] 在 图 中 是 通过 画 一 个 从 we 到 mw 再 到 wv; 方向 的 箭 号 
来 表示 . 可 以 验证 [ Ul U2, vo | 和 | Uz Ups YU) ] 也 是 用 同一 个 顺 时 
针 第 号 表示 ， 反 时 和 针 方 向 的 第 号 就 表示 相反 定 问 的 单 形 ， 

类 似 地 ,定向 单 形 [ vo, vi ,vz, v3] 像 图 中 那样 是 通过 画 一 个 
螺旋 箭 号 表示 . 这 个 图 中 的 箭 号 称 为 " 右 螺旋 的 ,如果 我 们 按照 ， 
从 vo 到 说 再 到 ws 的 方向 弯曲 右手 手指 , 则 拇指 指 癌 v3. 可 以 
验证 ,[ vo ,va ,v3, vi] 以 及 与 这 两 个 次 序 等 价 的 其 它 10 种 次 序 中 
每 一 种 也 都 给 出 右 螺 旋 的 方向 .“ 左 螺旋 "方向 用 来 表示 相反 的 
定 癌 . 

这 些 例子 说 明 ,我 们 关于 定向 的 定义 与 从 癌 量 运算 导出 的 直 
观 几 何 概念 是 一 致 的 . 
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图 5.1 


定义 令 并 是 一 个 单纯 复 形 . KK 上 的 一 个 p 维 链 是 从 民 的 
p 维 定 向 单 形 的 集合 到 整数 的 一 个 函数 c 使 得 : 

(1) 当 o 和 ec“ 是 同一 个 单 形 的 相反 年 向 时 ,c(c)= 一 c(c ) 

(2) 对 除 有 限 多 个 p 维 定向 单 形 以 外 的 所 有 单 形 s,c(o)= 
0. 我 们 把 p 维 链 相 加 是 通过 把 它们 的 值 相 加 来 进行 的 . 所 得 到 
的 群 记 为 C,(K), 并 日 称 为 K 的 p 维 ( 定 向 } 链 群 . 如 果 p<0 或 
pdimK , 则 我 们 令 C,(K) 表 示 平 几 群 . 

如 果 c 是 一 个 定 回 单 形 ,那么 相应 于 a 的 基本 链 c 是 如 下 定 
义 的 小 数 ， 

c(o) = 1, 
和 村 二 


ct )=~-1, 夺 go 是 so 的 相反 定 问 
c(t) = 0, 对 所 有 其 它 定 辣 单 形 t 
由 于 记号 的 混用 ,我 们 常常 用 符号 o ,不 仅 用 来 表示 一 个 单 形 或 者 
定 问 单 形 , 而 且 也 用 来 表示 相应 于 这 个 定向 的 p 维基 本 链 c. 由 于 
这 个 约定 ,如 果 o 和 cz 是 同一 单 形 的 相反 定向 ,那么 我 们 可 以 写成 
5 = 一 5, 因 为 当 把 c 和 c 看 成 基本 链 时 这 个 等 式 是 成 立 的 . 
引 理 5S.1 C,(K) 是 自由 Abel 群 ;5C,(K) 的 一 个 基 可 以 通过 
把 每 个 p 维 单 形 定 向 并 用 相应 的 基本 链 作为 基 而 得 到 . 
证 明 ”证明 是 育 接 的 . 一 旦 把 的 所 有 pp 维 单 形 (任意 地 ) 
定向 ,那么 每 个 p 维 链 就 能 崔 一 地 写成 相应 基 链 c 的 一 个 线性 组 


合 

c= >,nio, 
链 c 对 p 维 定向 单 形 a 指派 值 n; ,对 o, 的 相反 定向 指派 值 一 x;， 
而 对 所 有 不 在 和 式 中 出 现 的 p 维 定 问 单 形 指派 0 值 . 口 


群 Co(K) 不 同 于 其 它 维 数 的 链 群 ,因为 它 有 一 个 目 然 基 ( 由 
于 0 维 单 形 只 有 一 种 定向 ). 当 户 >0 时 , 群 C,(K) 没 有 “ 目 然 ” 
基 ; 为 了 得 到 一 个 基 ,必须 对 KK 的 p 维 单 形 以 任意 某 种 方式 定 问 . 
系 5.2 如 果 f( 一 0o)= 一 了 f(o) 对 所 p 维 定向 单 形 o 都 成 立 ， 
那么 从 KK 的 pp 维 定向 单 形 到 一 个 Abel 群 G 的 任何 函数 六 都 能 唯 
一 地 扩张 成 一 个 同 态 C,(K) 一 G. L 
定义 ”现在 我 们 定义 一 个 称 为 边缘 算 子 的 同 态 
9,:C,(K)— (Case 
如 果 o=[wo,…,w,] 是 一 个 定 回 单 形 (p>>0), 那 么 我 们 定义 
(#) 05=9, [00.0]= = 1) [vo $i, 0] 
其 中 符号 ,表示 把 顶点 v; 从 顶 氮 序列 中 删 去 . 因为 对 于 p<<0 
来 说 ,C,(K) 是 平凡 群 ,所 以 对 于 p 夺 0, 算 子 9, 是 平凡 同 态 . 
我 们 必须 检验 39, 是 完全 确定 的 而 且 3,( 一 o)= 一 3,(o). 为 
和. 忆 忆 和 


此 只 要 证 明 当 我 们 在 阵列 [ v6 ,…,w ] 中 交换 相 邻 的 两 个 顶点 时 ， 
(* ) 式 右边 改变 符号 就 行 了 . 那么 让 我 们 比较 
| 

的 表达 式 . 对 于 i 了 7 ,j++1 来 说 ,两 个 表达 式 中 的 第 i 项 恰好 相 
差 一 个 符号 ;除了 vw; 和 ww,1 互 换 之 外 ,这 些 项 是 相同 的 . 对 于 i = 
; 和 i=;+1 来 说 . 第 ; 项 将 会 怎样 呢 ? 在 第 一 个 表达 式 中 ,我 们 
有 

| 

十 《一 i ee a 
在 第 二 个 表达 式 中 则 有 

Cr Ln 

+ 《一 etl ea a | 
经 比较 我 们 看 出 这 两 个 表达 式 相 差 一 个 符号 . 

例 2 对 于 1 维 单 形 , 我 们 算出 3.[ vo ,vj 二 vi 一 vo. 对 于 2 

维 单 形 , 则 有 

a vo vv = [vv | — [vo, vt [veo, vj 
对 于 3 维 单 形 我 们 则 有 公式 

3l Vos U1 V2 v4 = Ew, v2 Va) — [vo vw, va) 

+ | vo, vi vsl ~ | wo, vi, v2 | 

这 些 公式 的 几何 意义 在 图 5.2 中 表示 出 来 . 如 果 你 还 记得 在 微 积 
分 中 所 学 过 的 Green 定理 、Stokes 定理 和 Gauss 定理 的 形式 ,那么 
这 些 图 看 上 去 就 应 当 是 很 熟悉 的 . 

例 3 考虑 图 S$.2 中 所 画 出 的 1 维 链 3,[ vo ,wv ,oz ]. 如 果 把 
算 子 3, 应 用 于 这 个 1 维 链 , 就 得 到 零 , 一 切 项 全 部 消 掉 ,因为 每 个 
顶点 既 作 一 条 边 的 起 点 出 现 ,又 作为 男 一 条 边 的 终点 出 现 ， 当 你 
计算 3,9s[ vo yoyo ,v3j 时 ,就 可 以 验证 类 似 相 消 的 情况 发 生 . 

例 3 中 叙述 的 计算 说 明了 一 个 普遍 事实 : 

,36 ， 
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鲜 .2 


引 理 5.3 dad ds = 
证 明 ”证明 是 直接 的 . 我 们 计算 得 
p 
9 .19 ws = | 
;=0 


= DD'(- DE, $$] 


+ DD 
这 两 个 和 式 的 项 成 对 地 相互 抵消 . 口 
定义 “我 们 把 3 ; C,(K)->C,1(K) 的 核 称 为 p 维 闭 链 群 ， 
并 且 记 作 2Z， (kK)( 因 德 文 单词 *Zyklus ); 将 941: Coil (K)— 
C, (天 ) 的 像 称 为 p 维 边缘 链 群 ,并 记 作 B,(K). 由 上 面 的 引 理 ， 
p+ 1 维 链 的 每 个 边缘 链 自动 地 成 为 一 个 p 维 闭 链 . 即 B,(K) 忆 


Z,(K). 我 们 定义 
H,(K) = 2Z,(K)/B,(K) 
并 且 把 它 称 为 的 第 p 个 同调 群 . 
让 我 们 来 计算 几 个 例子 ， 
例 4 考虑 图 5.3 的 复 形 K, 它 的 底 空间 是 一 个 以 ei ,es,@3， 
e4 为 边 的 正方 形 的 边缘 . 群 C1 (K ) 是 秩 为 4 的 目 由 Abel 群 . 一 
般 的 1 维 链 c 具有 形式 疡 mie;. 通过 计算 2c ,我们 就 会 看 到 它 在 
顶点 wu 上 的 值 是 x%, 一 xn,;,， 类 似 的 论证 也 适用 于 其 它 顶 点 ,这 说 明 
c 是 一 个 闭 链 当 生 仅 当 x = ma = ns = ns. 因而 我 们 推 知 ,Z1(K) 
是 无 限 循环 的 并 且 是 由 链 e, + e,; + el + es 生成 的 . 因为 中 没 
有 2 维 单 形 , 所 以 B; (KK) 是 平 几 的 . 因此 ， 
万 (天 ) = Z(K) 二 ZZ 
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例 5 考虑 图 5.4 的 复 形 工 , 它 的 底 空 间 是 一 个 正方 形 . 一 般 

的 1 维 链 具有 形式 2,7n,e;，. 我 们 跟 以 前 一 样 推理 即 可 得 知 ,这 个 1 

维 链 是 闭 链 当 旦 仅 当 2 = ma 73 三 1 和 2 = nn; 一 3. 我 们 可 以 

对 ns, 和 xs 任意 赋值 ,于 是 其 它 链 上 的 值 则 随 之 被 确定 . 因此 ， 

Zi( 上 ) 是 一 个 秩 为 2 的 自由 Abel 群 . 一 个 基 由 以 下 两 条 链 组 成 : 

一 条 是 通过 取 n, =1、n; =0 而 得 到 的 链 e, + e, - es; 另 一 条 是 通 
i 


过 取 nn, =0、z3=1 所 得 到 的 链 ey + es + es. 前 者 等 于 aci ,后 者 
等 于 ao. 因此 ， 
Hi(L)= Zi(L)/BI(L)=0 

同样 地 , H; (LIL)=0; 一 般 2 维 链 mc + ya 是 闭 链 当 且 仅 当 
mi = 7 = 二 0. 

这 些 例子 可 能 对 于 同调 群 在 几何 上 表示 什么 意思 给 你 一 点 初 
步 的 感性 认识 . 只 有 通过 计算 更 多 的 例子 才能 “看 出 "什么 是 同调 
类 . 我 们 的 期 望 是 当 你 获得 对 于 同调 群 的 几何 意义 的 感性 认识 之 
后 ,你 就 会 相信 此 时 我 们 还 远 远 没有 和 措 清 楚 一 个 复 形 K 的 同调 群 
实际 上 只 依赖 于 底 空 间 | 天 | 

现在 让 我 们 考虑 男 一 个 例子 , 它 涉及 到 一 个 比 上 面 那些 例子 
中 的 复 形 具有 更 多 单 形 的 复 形 . 一 般 说 来 , 当 单 形 的 数目 增加 时 ， 
计算 团 链 群 Z, 和 和 边缘 链 群 B, 会 变 得 更 加 元 长 更 加 麻烦 . 我 们 可 
以 通过 避免 计算 这 些 群 而 直接 计算 同调 群 H, ,并 以 此 达到 简化 
计算 的 目的 . 

在 这 里 仅 对 户 >0 论述 群 晶 ,(K), 而 把 对 群 H,(K ) 的 讨论 
推迟 到 $7 进行 . 

我 们 需要 一 些 术语 . 设 工 是 K 的 子 复 形 ,如 果 链 c 在 每 个 不 
在 工 中 的 单 形 上 取 值 为 0, 那 么 我 们 就 说 链 c 由 子 复 形 工 承载 . 
当 两 个 p 维 链 c 和 ec“ ,对 某 个 ey 


p+1 维 链 4 来 说 有 关系 式 c 一 My 
和 c 是 同调 的 . 特别 是 , 当 c= 和 
owtd 时 ,我 们 说 C 同调 于 零 ， es 
或 简单 地 说 c 形成 边界 . 
例 6 考虑 图 5.5 所 示 的 复 | 


形 M, 它 的 底 空间 是 一 个 正方 6 
形 . 我 们 不 具体 地 去 计算 1 维 
闭 链 群 ,而 是 进行 如 下 的 推理 ; 图 5.5 

和 0 和 


给 定 一 个 1 维 闭 链 c, 令 a 是 c 在 es 上 的 值 . 那么 由 直接 计算 , 链 
6 0 
在 定 回 单 形 e: 上 取 值 为 G0， 直观 地 说 ,我 们 通过 用 一 个 边缘 来 修 
改 c, 而 "把 它 从 el 挤 出 去 ”. 然后 我 们 再 以 类 似 的 方式 “把 cl: 从 
ey 挤 出 去 ”如 下 : 令 5 是 cc 在 e, 上 的 值 ,那么 链 
C7 Cl + 9 ( bo, ) 
在 定 问 单 形 es 上 取 值 为 0. 它 在 e 仍然 取 0 值 ,因为 ei 在 3,0， 
的 表达 式 中 不 出 现 . 现在 令 d 表示 cz 在 es 上 的 值 ,那么 我 们 可 
以 看 出 
C3 一 《2 二 920aas ) 
在 es 及 e, 和 e, 上 均 取 0 值 . 因而 我 们 已 把 c 从 el 、es、e3 上 全 都 
“ 挤 出 去 ”了 . 换 句 话说 ,我 们 已 经 证 明了 下 列 结 采 : 
给 定 一 个 1 维 链 Cc, 它 同 调 于 
由 在 图 5.6 中 所 画 出 的 M 的 子 复 
形 所 承载 的 链 c3. 
e4 és 现在 如 果 c 碰巧 是 一 个 财 
链 ,那么 c3 也 是 一 个 闭 链 , 这 说 明 
cs 在 单 形 et 上 的 值 必 然 为 0. 
(否则 ,acs 在 中 心 点 v 上 就 会 有 
es 非 零 的 值 . ) 因 而 M 的 每 个 1 维 闭 
链 同 调 于 被 正方 形 的 边 毕 所 承载 
图 5.6 的 一 个 工 维 财 链 . 由 跟 以 前 用 过 
的 间 样 的 论证 ,这 样 一 个 闭 链 必 是 链 es + es + ez t+t es 的 某 个 倍 
数 . 而 且 这 个 闭 链 形成 边界 . 实际 上 , 它 显 然 等 于 9(o1 + oa + aa 
+ ad) 从 而 就 像 我 们 所 期 望 的 那样 , DCM) =0. 
Ha(M)=0 这 个 事实 是 容易 得 出 的 .( 同 以 前 一 样 ) 容 易 看 
出 ,这 mo; 是 一 个 财 和 链 , 当 且 仅 当 对 所 有 i,m; 二 0. 
请 注意 到 M 的 同调 群 与 例 5 中 复 形 工 的 同调 群 是 相同 的 . 
i 


这 个 事实 为 我 们 关于 一 个 复 形 的 同调 群 只 依赖 于 它 的 底 空 间 的 论 
钴 (还 有 竺 证 明 ) 提 供 了 某 些 根据 . 


习 题 


1. 令 7 是 由 1 维 单 形 jw; | 让 及 它们 的 硕 操 
组 成 的 抽象 复 形 . 如 果 K 是 7 的 一 个 几何 实现 ,计算 Hi(K). 

2, 考虑 图 5.7 中 所 画 出 的 复 形 M, 它 是 由 三 个 
三 角形 和 一 条 线段 组 成 的 . 计算 同调 群 Hi(M) 和 As 
H,(M). 

3, 一 个 1 维 复 形 ,如 果 它 的 1 维 同调 群 为 零 , 则 
我 们 把 它 称 为 一 棵 树 , 图 5.8 中 所 画 出 的 两 个 复 形 
都 是 树 吗 ? 

4. 令 玉 是 由 一 个 3 维 单 形 的 真 面 组 成 的 复 形 ， 
计算 Hi(K) 和 H,(K). 

5. 当 i 取 何 值 时 ， 


图 5.7 


kK] A 


图 5.8 


站 
成 并 ? 
6. KK 上 的 一 个 “p 维 无 穷 链 "是 从 天 的 p 维 定向 单 形 到 整数 的 一 个 隔 
数 使 得 当 = 和 o 是 同一 个 单 形 的 相反 定向 时 ,c(c)= 一 clo ). 我 们 不 要 求 
除 有 腿 多 个 以 外 的 所 有 单 形 使 c(c)=0. 令 Cy (并 ) 表 示 户 维 无 穷 链 构成 的 
41， 


群 , 它 是 Abel 群 ,但 它 一 般 不 是 自由 的 . 
(a) 证 明 如 果 K 是 局 部 有 限 的 ,那么 我 们 能 够 用 以 前 用 过 的 公式 定义 一 
个 边缘 算 子 
ot (EK RR 
而 且 引 理 5.3 成立. 所 得 到 的 群 
五 (K) = kerg fima py, 
称 为 基于 无 穷 链 上 的 同调 群 . 
(b) 令 是 一 个 复 形 , 它 的 空间 是 RR, 它 的 项 后 是 整数 ,证 明 
H(K)=0, Hr(K)=Z 
7. 令 9 是 一 个 抽象 复 形 , 它 的 单 形 是 当 m 取 遍 所 有 正 整数 时 ,由 集合 
上 一 了 和 ,一 了 以 及 它们 的 面 组 成 . 如 果 KK 是 9 的 一 个 几 
何 实现 ,计算 HH (K) 和 HY (K). 


$6 曲面 的 同调 群 


如 果 KK 是 有 限 复 形 ,那么 链 群 C,(K ) 的 秩 是 有 限 的 ,因而 闭 
链 群 Z, (KK ) 的 秩 是 有 限 的 , 于 是 日 , (KK) 是 有 限 生成 的 ,因此 
Abel 群 的 基本 定理 适用 . 态 ,(K ) 的 Betti 数 和 挠 系数 按 传统 习惯 
称 为 K 的 p 维 Betti 数 和 上 的 p 维 搁 系数 , 这 些 数 都 是 |KK| 的 拓 
扑 不 变量 这 一 事实 将 在 第 二 章 予 以 证 明 . 

以 前 ,不仅 是 在 拓扑 学 中 ,而 且 在 代数 以 及 数学 的 其 它 分 支 
中 ,人 们 都 把 大 量 的 注意 力 倾 注 到 数字 不 变量 的 研究 上 . 现在 , 数 
学 家 们 大 概 已 经 意识 到 同调 群 是 更 重要 的 概念 ,而 且 与 计算 这 些 
群 的 数字 不 变量 相 比 更 倾向 于 研究 它们 的 性 质 . 然而 ,具体 地 讨 
算 同 调 群 一 一 即 对 于 给 定 的 空间 求 出 Betti 数 和 挠 系数 一 一 在 许 
多 情况 下 依然 是 重要 的 . 

单纯 同调 群 的 最 大 优点 之 一 就 是 它 实 际 上 恰好 能 做 到 这 一 
点 . 在 11 我 们 将 证 明 一 个 定理 ,以 达到 对 于 一 个 有 限 复 形 KK 来 
说 同调 群 能 够 有 效 计算 的 目的 . 这 意 昧 着 对 于 求 K 的 Betti 数 和 
挠 系数 有 一 个 明确 的 算法 ， 

*， A2 ， 


在 本 节 中 ,我 们 将 计算 紧 曲 面 的 Betti 数 和 挠 系数 . 我 们 将 要 
使 用 的 方法 可 能 看 起 来 似乎 有 点 笔 拙 而 且 性 质 也 特别 . 但 实际 
上 ,这 些 方法 对 于 一 大 类 空间 是 有 效 的 . 在 后 面 的 一 节 中 , 当 我 们 
人 研究 CW 复 形 时 ,我 们 将 重新 返回 到 这 些 方法 ,并 且说 明 它 们 是 
系统 处 理 同 调 群 计算 问题 的 一 个 组 成 部 分 . 

约定 ”为 了 记号 上 的 方便 ,以 后 我 们 将 省 略 边缘 算 子 9。 上 的 
维 数 下 标志 ,而 依 生 上 下 文 来 弄 清 所 指 的 是 这 些 算 子 中 的 哪 一 个 . 

我 们 将 计算 环 面 Klein 瓶 以 及 能 够 从 一 个 矩形 上 通过 适当 
烙 合 它们 的 边 而 构造 出 来 的 其 它 几 种 空间 的 同调 群 . 因而 我 们 从 
证 明 关 于 工 自身 的 某 些 事 实 开始 . 

引 理 6.1 令 工 是 图 6.1 中 的 复 形 , 它 的 底 空 间 是 一 个 矩形 . 
令 BdL 表示 其 空间 是 这 个 给 形 的 边界 的 复 形 . 把 于 的 每 个 2 维 
单 形 用 谤 时 针 箭 号 予以 定向 ;其 1 维 革 形 任意 定向 . 那么 

(1) 工 的 每 个 1 维 闭 链 均 同 调 于 由 BdL 所 承载 的 某 个 工 维 
闭 链 . 

(2) 如 果 d 是 上 的 一 个 2 维 闭 链 而 且 94d 是 由 BdL 承载 的 ， 
那么 qd 是 和 链 >0, 的 倍数 . 


证 明 (2) 的 证 明 是 容易 的 . 如 果 o,; 和 o 有 一 条 公共 边 e, 那 
么 gd 在 e 上 必然 取 值 为 0. 这 说 明 4 在 上 己 在 o; 上 必然 是 取 
相同 的 值 . 继续 这 个 过 程 , 则 我 们 即 可 看 出 a 在 所 有 2 维 定 向 单 
形 c 上 都 取 相间 的 值 . 
;A 


为 了 证 明 (1) ,我 们 像 在 上 

节 的 例 6 中 那样 进行 . 给 定 上 
的 一 个 1 维 链 c ,我 们 可 每 次 
一 个 地 “把 它 " 从 1 维 间 形 上 
“ 挤 出 去 ”. 首先 我 们 证 明 c 加 
调 于 一 个 由 图 6.2 中 所 画 出 的 
图 6.2 子 复 形 承 载 的 1 维 链 c; .然后 

再 证 明 c, 又 依次 同调 于 图 6.3 的 子 复 形 所 承载 的 一 个 硅 维 链 c，. 
最 后 我 们 指出 ,在 初始 链 c 是 闭 链 的 情况 下 ,那么 链 c, 也 是 一 个 
闭 链 . 由 此 可 知 cs 必定 被 BdL 承载 ,因为 若 不 然 cy 就 会 在 顶点 
v1，… ,vs 中 的 一 个 或 更 多 的 顶点 上 有 和 非 零 系数 . 品 


图 6.3 


定理 6.2 令 开 表示 由 下 页 图 6.4 的 标记 短 形 工 所 代表 的 
复 形 ; 它 的 底 空 间 是 环 面 . 那么 
HI(T)ZOHBZ, 万 :(T) 社民 
把 工 的 每 个 2 维 单 形 按 反 时 针 方 向 定向 ;利用 下 的 2 维 单 形 的 诱 
导 定 向 ; 令 7 表示 它们 的 和 . 令 
wi = {abj+[ie,cl+lc,a], 
2 = [a,dj+ld,e]+ Ls 
那么 y 生成 本 (了 ) ,并 且 zl 和 zi 表示 日 ( 丁 ) 的 一 个 基 ， 
证 明 令 g;|LI 一 | 本 | 是 粘 合 映射 ; 令 A=g(|BdL|). 那么 
了 


A 同 肛 于 这 样 一 个 空间 , 它 是 具有 一 个 公共 点 的 两 个 圆周 之 并 . 
(我 们 把 这 样 一 个 空间 称 为 两 个 圆 构成 的 模 形 . ) 把 工 的 1 维 单 形 
任意 定 问 . 因为 g 只 沿 着 BdL 的 单 形 进行 烙 合 ,所 以 我 们 原先 在 
证 明 引 理 6.1 中 所 给 出 的 论证 可 以 完全 照搬 地 用 来 证 明 下 列 结 
果 : 

(1) 工 的 每 个 1 维 闭 链 都 同调 于 由 A 承载 的 一 个 1 维 闭 链 ， 

(2) 如 果 4 是 丁 的 一 个 2 维 链 而 且 3d 由 A 承载 ,那么 d 是 7 

然而 ,在 复 形 了 中 还 有 两 个 进一步 的 结果 成 立 ， 

(3) 如 果 c 是 开 的 由 A 承载 的 1 维 链 ,那么 c 具有 Hzol 十 
mzi 的 形式 . 

(4) 93y=0. 

(3) 的 证 明 是 容易 的 , 它 可 由 4 恰 


是 图 6.5 中 所 务 出 的 1 维 复 形 这 个 事 “ 
实 而 得 出 ，(4) 的 证 明 同样 也 是 直接 a 
的 :显然 ,97 在 全 的 每 一 个 不 在 A 中 ， g 


的 1 维 单 形 上 取 0 值 . 我 们 可 直接 验 

证 它 在 A 中 的 每 个 1 维 单 形 上 也 肥 上 0 图 6.5 

值 . 例如 ,基本 链 [a ,5] 在 ac 的 表达 

式 中 出 现 是 带 有 一 1 值 ,而 在 90, 的 表达 式 中 出 现 是 带 有 +1 值 ， 


45 ， 


所 以 ay 在 [a ,5 上 的 值 为 0.《〈 参 看 图 6.4. ) 

利用 结果 (1) 一 (4) ,我 们 就 能 计算 出 工 的 同调 群 . 由 (1) 和 
(3), 工 的 每 个 1 维 闭 链 同调 于 形 如 c = zzrel + aei 的 闭 链 . 这 样 
一 个 团 链 形 成 边缘 仅 当 它 是 平凡 的 :因为 如 果 对 某 d 有 c=34 , 那 
么 (2) 适 合 于 证 明 4d = py 对 某 个 bp 成立; 因为 由 (4),97=0, 所 以 
我 们 有 c= 34 =0. 于 是 我 们 推出 

H(T) 守 ZOZ: 

而 且 1 维 闭 链 zw 和 xz; (的 陪 集 ) 组 成 1 维 同调 群 的 一 个 基 . 

为 了 计算 HH,(T), 请 注意 到 由 (2),T 的 任何 2. 维 闭 链 a 必 
然 具 有 py 的 形式 (对 某 个 p). 由 (4), 每 个 这 样 的 2 维 链 实 际 上 
是 一 个 闭 链 , 而 且 不 存在 它 的 3 维 链 形成 边缘 . 所 以 我 们 推出 

H.(T) 实 2, 

而 且 这 个 群 以 2 维 团 链 7 作为 生成 元 . [ 

定理 6.3 令 9 表示 由 图 6.6 中 的 标记 短 形 所 代表 复 形 , 它 
的 底 空 间 是 Klein 瓶 ,那么 

H(S) 宇 ZOH2, H,(S) = 0. 


图 65.6 


Hi(S) 的 挠 元 由 链 zi 代表 , 群 日 (S) 模 挠 子 群 的 生成 元 由 mi 
代表 ,其 中 
wi = [a,bl+[8,cl+ Lic,a], 
二 


zx = 一 [adj+[faese]l+[le,al]. 
证 明 令 g:| Li 一 1S| 是 粘 合 映射 . 邻 A = g(|BdL|), 像 以 
前 一 样 , 它 是 由 两 个 圆 梅 成 的 模 形 . 把 S 的 2 维 单 形 同 以 前 一 样 
定岗 ; 令 7 是 它们 的 和 . 把 S$ 的 1 维 单 形 任意 定向 . 请 注意 到 前 
面 证 明 中 的 (1) 和 和 (2) 成 立 ;两 者 都 没有 涉及 到 边缘 上 的 特定 精 合 ， 
因为 A 是 两 个 图 构成 的 横 形 ,所 以 (3) 也 成 立 . 然而 初始 条 人 忻 是 
不 同 的 ;我 们 有 3Y = 2xz,. 
: 这 个 等 式 可 由 直接 计算 得 出 . 例如 ,[a ,2 在 2c; 中 出 现时 带 
有 系数 一 1, 在 3o, 中 出 现时 带 有 系数 +1, 而 La,d] 在 9oc; 和 aa 
中 出 现时 都 带 有 +1 的 系数 . 
把 这 些 事实 结合 起 来 ,我 们 就 能 算出 S 的 同调 :由 (1) 和 (3)， 
S 的 每 个 1 维 团 链 都 同调 于 形 如 c= new + mzi 的 团 链 . 行 对 某 
个 cc=dz, 那 么 由 (2),& = by, 由 此 ad =2pzt. 因而 ?ro 十 
mz1i 构成 边缘 当 且 仅 当 m 是 偶数 并 且 ”为 零 . 于 是 我 们 推出 
Hi(S) 二 ZO 2. 
闭 链 =, 代表 挡 元 素 , zw 表示 无 限 循环 群 HE(S)1T CS) 的 一 个 
为 了 计算 晶 ,(S), 请 注意 到 由 (2),S 的 任何 2 维 闭 链 4 必定 
具有 py 的 形式 ;但 因由 (4),p7 不 是 财 链 ,所 以 我 们 有 
H;(S) = 0. [ 
定理 6.4 令 忆 是 图 6.7 中 的 标记 姓 形 所 表示 的 复 形 , 它 的 
底 空 间 称 为 射影 平面 . 那么 
H,(P) 守 22, H,(P’) = 0. 
证 明 令 g:|jL| 一 1P | 是 烙 合 映射 . 令 A=g(1BdL|), 它 
同 肛 于 一 个 圆周 . 令 7 同 前 ; 令 
zi = [abl+[a,cl+tlc,d)j+lad,e]+l[e,fj+[f,a]. 
像 以 前 一 样 ,条 件 (1) 和 (2) 成 立 . 此 外 还 有 下 列 容易 验证 的 附加 
结果 : 
' A7 


图 6.7 


(3) 由 A 承载 的 每 个 1 维 闭 链 均 为 >; 的 倍数 ， 
(4) dy = 一 2z1， 
从 这 些 事实 我 们 即 可 推出 
H,(P’:) HW2, H,(P’) = 0. 


日 | 的 非 零 元 由 闭 链 =， 表示. 口 

定义 ”我 们 把 PP 与 其 自身 的 连通 和 和 定义 为 从 射影 平面 的 两 
个 拷贝 通过 从 每 一 个 拷贝 上 切 去 一 个 小 的 开 圆 盘 , 并 且 将 剩 下 的 
两 部 分 沿 着 它们 的 自由 边界 粘 接 起 来 而 得 到 的 空间 ;并 且 把 这 个 
空间 记 为 P#P*. 

空间 PP # P” 能 够 表示 成 矩形 的 商 空间 , 它 是 通过 把 矩形 的 
边 按 图 6.8 所 示 的 方法 粘 接 在 一 起 而 得 到 的 . 《请 注意 到 ,如 果 你 
把 矩形 沿 虚 线 C 剪 开 ,那么 你 就 会 得 到 这 样 两 个 射影 平面 ,其 中 
从 每 个 射影 平面 上 挖 去 了 一 个 开 圆 盘 ,如 图 所 示 .， 


* 才 疝 。 


定理 6.5 令 已 # 已 * 是 两 个 射影 平面 的 连通 和 . 那么 
Hi(P#P)ZOBD2, H(P#P)= 0. 

证 明 我 们 用 与 以 前 相同 的 带 有 适当 顶点 标记 的 矩形 上 来 
表示 P? # P?. 在 这 种 情况 下 , 复 形 A = g(|BdL |) 又 是 两 个 圆 构 
成 的 杭 形 . 令 wi 是 图 6.8 中 按 所 示 的 方 同 " 跑 过 上 面 的 边 " 的 1 
维 团 链 ;而 z, 是 “ 跑 过 下 面 的 边 " 的 1 维 闭 链 . 于 是 ,定理 6.2 的 
条 件 (1) 和 (2) 成 立 . 条 件 (3) 和 (4) 成 为 

(3) 由 A 承载 的 每 个 1 维 闭 链 具有 nv + mz1 的 形式 . 

(4) 9 =2rw1 + 2z1. 
那么 显然 有 日 ,(P*# 户 )=0. 可 是 我 们 如 何 来 计算 有 H, 呢 ? 这 需 
要 花费 一 些 功 夫 . 我 们 要 计算 以 ww 和 zi 为 基 的 群 G 关于 由 2 
(wi + ) 生 成 的 子 群 的 商 群 . 为 此 ,我 们 需要 像 在 关于 自由 Abel 
群 的 子 群 的 基本 定理 (定理 4.2) 中 那样 选取 两 个 “ 相 容 ”和 群 的 基 . 
在 这 种 情况 下 ,容易 看 出 所 需要 的 是 :我 们 必需 选取 wi1+z1 是 GG 
的 基 元 素 之 一 . 我 们 能 够 做 到 这 一 点 吗 ?” 当然 可 以 ，{ rety wi + 
zi 恰好 像 |xw1 zi 一 样 能 作为 G 的 一 个 基 . (我 们 能 够 把 一 个 
集合 用 男 一 个 集合 表示 ;wi = ml，zi= 一 (rw1) + (wi t+ 之;).) 如 
果 我 们 使 用 G 的 这 个 基 , 那 么 计算 是 容易 的 : 

H(P’#P’) 二 ZO, 
撞 元 由 wi + zi 表示 ,而 wi 表示 H/T 的 生成 元 ， 

我 们 注意 到 wi 不 是 代表 昌 ,/ TT 的 生成 元 的 唯一 质 链 . 财 链 
zl 恰好 也 是 一 个 ,因而 闭 链 2 +3z, 以 及 许多 其 它 闭 链 也 是 . 
因为 可 以 验证 | zi ,zi + = 和 12m 十 3zi, Twi 十 之 | 是 GG 的 男 让 
两 个 基 . [| 

聪明 的 读者 可 能 注意 到 这 里 的 结果 与 Klein 瓶 的 结果 是 相同 
的 . 这 绝 不 是 偶然 的 ,因为 实际 上 两 个 空间 是 同 肚 的 . 下 页 图 6.9 
表示 了 这 个 证 明 . 

现在 我 们 已 经 做 了 充分 多 的 例子 ,足以 使 读者 能 够 计算 一 般 


* 二 二 


紧 曲 面 的 同调 群 . 我 们 把 这 些 计 算 留 作 习 题 . 
习 题 


1. 令 mm 和 =， 是 图 6.6 中 画 出 的 Klein 瓶 上 的 后 链 ,， 证明 wi + = 表 
示 无 限 循环 群 E(S)1 TS) 的 一 个 生成 元 . 

2. 两 个 环 面 的 连通 和 了 半 工 是 在 两 个 不 相交 的 环 面 上 各 切 去 一 个 开 贺 
盘 ,并 且 把 剩 下 的 两 部 分 沿 着 边缘 粘 接 在 一 起 而 得 到 的 . 它 能 表示 成 一 个 由 
平面 上 的 八 边 形 区 域 通过 在 边缘 上 作 如 图 6. 10 所 示 的 等 同 而 得 到 的 商 空 
间 .《〈 沿 痢 虚 线 将 八 边 形 切 开 就 得 到 两 个 切 去 了 开 圆 盟 的 环 面 . ) 

(a) 通过 适当 标记 在 图 6.11 中 画 出 的 复 形 工 的 顶点 以 构造 一 个 复 形 天 


使 其 底 空 间 为 工 # 工 . 


图 和. 10 图 6.11 


(b) 遵循 定理 6.2 的 模式 计算 本 本 的 1 维和 2 维 同调 群 . 尤其 是 , 令 
A 是 BdL 在 此 商 映射 下 的 象 ,那么 A 是 由 四 个 图 构成 的 横 形 . 把 工 的 每 个 
2 维 单 形 按 反 时 轩 方 向 定向 . 令 y 是 KK 的 相应 定向 的 单 形 之 和 . 首先 证 明 
K 的 每 个 1 维 闭 链 均 同 调 于 一 个 由 A 承载 的 1 维 闭 链 . 然后 证 明 K 的 每 个 
其 边缘 由 A 承载 的 2 维 闭 链 必 为 > 的 倍数 . 通过 分 析 由 A 承载 的 1 维 闭 
链 , 并 自 通过 计算 3y 来 完成 计算 . 

3. 通过 适当 标记 图 6.11 中 的 复 形 上 来 表示 四 重 连通 和 PP 并 PP 并 失 
P” ,并 计算 它 的 1 维和 2 维 同调 群 . 

4. (a) 定义 环 面 的 4 重 连 通 和 尺 , 二 了 并 … 并 开 ,并 且 计 算 它 的 1 维和 2 
维 同调 . 

(b) 定义 射影 平面 的 = 重 连通 和 YY, = P? 并 … 提 P ,并 且 计 算 它 的 1 维 
和 2 维 同调 . 

[有 一 个 标准 定理 是 :每 一 个 紧 井 面 同 旺 于 下 面 所 列 出 的 空间 之 一 : 

S ;XI ;人 Yi 

(参看 文献 [Mal. ) 一 旦 我 们 证 明了 同调 群 是 拓扑 不 变量 ,那么 从 这 个 习题 就 
能 说 明 这 些 曲 面 中 的 任何 两 个 不 同上 胚 . ] 

5. 计算 工 并 P? 的 同调 群 . 请 问 它 必定 与 习题 4 所 列举 的 曲面 中 的 哪 一 
个 网 豚 ? 你 能 构造 出 这 个 同 目 吗 ? 

6. (a) 计算 图 6.12 所 示 的 离 空间 的 1 维和 2 维 同 调 群 . 我 们 把 这 个 空 
间 称 为 “5 福 笔 但 赋 ”. 

(b) 类 似 地 定义 “大福 繁 伯 幅 " 并 计算 它 的 同调 . 

7. 计算 图 6.13 所 示 的 空间 的 同调 . 


图 6.12 图 6.13 


8. 给 定 有 限 生 成 的 Abel 群 G 和 G， ,而 且 Gs 是 自由 的 ,证 明 存 在 一 个 
2 维 有 限 复 形 K 使 得 1K | 是 连通 的 ,而 且 有 Hi (K) 宇 Gi , H,(K) 宇 G,. 
* SI * 


$7 零 维 同调 


到 目前 为 止 ,我 们 尚未 计算 过 任何 零 维 同 调 群 . 本 节 ,我 们 将 
说 明 这 种 群 有 一 个 简单 的 几何 解释 ,使 得 它 的 计算 成 为 平凡 的 . 

我 们 证 明 下 列 定理 . 

定理 7.1 和 令 民 是 一 个 复 形 ,那么 群 刀 ( 开 ) 是 自由 Ahbel 群 . 
如 果 {v, | 是 从 |K| 的 每 一 个 分 支取 一 个 顶点 组 成 的 集 旋 , 那 么 链 
vs 的 同调 类 就 构成 Ho(K ) 的 基 . 

证 明 第 一 步 如 果 w 和 w 是 天 的 顶点 ,而 且 K 有 一 个 项 
所 序列 

Wo 
使 得 = ao ,w=a, 并且 对 每 个 iaiai 都 是 于 的 1 维 单 形 , 那 
么 我 们 定义 v 一 w. 这 个 关系 显然 是 一 个 等 价 关 系 . 给 定 ,定义 
C, =U IStw | w ~ vl|. 

我 们 要 证 明和 集 合 Ce 是 |K | 的 分 支 . 

首先 注意 到 C, 是 开 的 ,因为 它 是 开 集 的 并 , 而 且 当 wvw~w 
时 ,C, = C,. 

其 次 ,我 们 证 明 C, 是 连通 的 ,实际 上 是 道路 连通 的 . 给 定 v， 
令 w 一 v, 并 且 令 工 是 Stw 的 一 点 . 同 前 面 一 样 选取 上 的 顶点 的 
一 个 序列 ao,…,a;. 那么 以 ao，… ,a ;, 工 为 相继 顶点 的 折线 道路 
在 C, 中 ;因为 由 定义 a; 一 v, 所 以 Sta;CC, ,特别 是 ,线段 aja;,， 
在 C, 中 .类似 地 ,线段 a,z 在 Sta, 中 ,而 Sta, 又 包含 在 C, 中 ， 
因此 C, 是 道路 连通 的 . 

第 三 ,我 们 证 明 互 不 相同 的 集合 C, 和 Cy 是 不 相交 的 . 假设 
z 是 C, 门 C 的 一 点 ,那么 对 某 个 等 价 于 的 w 而 言 ,xEStw; 而 
旧 对 于 某 个 等 价 于 wv 的 多 而 言 ,又 有 xEEStw ,由 于 xX 关于 ww 
和 和 ww 均 具 有 正 的 重心 坐标 ,所 以 K 有 某 个 单 形 以 ww 和 ww 作为 顶 
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点 . 那么 ww 必然 是 KK 的 1 维 单 形 . 因而 ww 一 w'. 由 此 可 知 ， 
v 一 v ,因而 两 个 C, 和 CC 是 同一 个 集合 . 

既然 各 C, 是 连通 的 、. 开 的 和 互 不 相交 的 ,所 以 它们 必然 是 
1K | 的 各 个 分 文 . 请 注意 到 每 一 个 分 文 是 的 一 个 子 复 形 的 空 
间 ;K 的 每 个 单 形 ( 当然 是 连通 的 ) 整 个 地 在 |K| 的 一 个 分 文中 . 

第 二 步 ” 现 在 我 们 来 证 明定 理 . 令 1v,1 是 从 KK 的 每 个 分 支 
C, 各 取 一 个 项 组 成 的 顶点 集 . 给 定 到 的 一 个 顶点 也 , 则 它 属于 KK 
的 一 个 分 文 ,比如 说 是 C,. 由 假设 ,ww 一 vw, 因而 像 以 一 样 ,及 
的 一 个 顶点 序列 ao，…a ;从 v, 通 回 四. 1 维 链 

[aoyaij] 十 [aaazj pt | | 

以 0 维 链 a, 一 a0 = w 一 v, 作为 它 的 边缘 . 因而 0 维 链 ww 同调 于 
0 维 链 v,. 于 是 我 们 可 推出 KK 中 的 每 一 个 链 同 调 于 基本 0 维 链 
v, 的 一 个 线性 组 合 . 

现在 我 们 证 明 形 如 c= 之 zw 的 任何 非 平凡 链 均 不 能 构成 边 
缘 . 设 对 某 个 1 维 链 d, 有 c=94. 由 于 的 每 个 1 维 单 形 在 
1K | 的 唯一 一 个 分 支 中 ,所 以 我 们 能 够 写成 4 = 宛 d, ,其 中 d。 由 
d 的 那些 被 C, 承载 的 项 组 成 . 因为 ad = 之 9d. 而 且 34d, 由 CC, 承 
载 ,所 以 我 们 推出 aa. = nwv,. 由 此 可 知 对 每 个 ,都 有 nn。 =0. 因 
为 令 :ColK)->Z 是 对 的 每 个 顶点 v, 置 ev)=1 而 定义 的 同 
态 . 那么 对 任何 1 维基 本 链 [v,w] 有 el3[v,wj)=e(w-v)=1 
-1=0. 结果 对 每 个 1 维 链 d 有 s (34)=0. 特别 地 就 有 0= ef(3 
d,) = (nv) = no. L 

对 于 某 些 目的 来 说 ,考虑 0 维 同调 的 另 一 种 形式 是 方便 的 . 
现在 我 们 就 来 考虑 这 种 情况 ， 

定义 令 e:Co(K)Z 是 由 对 KK 的 每 个 顶点 vv 使 e(w)=1 
而 定义 的 满 同 态 . 那么 者 c 是 一 个 0 维 链 , 则 el(c) 等 于 cc 在 K 的 
顶点 上 的 值 之 和 . 我 们 把 上 蜡 冉 6 称 为 Co(K ) 的 增 广 映 射 . 刚才 我 
们 已 指出 ; 当 4 是 1 维 链 时 ,e(3d)=0. 我 们 用 等 式 
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Hs(K) = kere /ima' 
来 定义 K 的 0 维 约 化 同调 群 ,并 且 记 为 百 , (天 ). (如 果 p>0, 我 
们 令 瓦 ,(K) 表 示 通 常 的 群 H,(K).) 
约 化 同调 与 平常 同调 之 间 的 关系 如 下 : 
定理 7.2 群 昌 (KK) 是 自由 Abel 群 ,而 且 
H,(K)DZ Ho,(K) 
因而 当 |K| 连 通 时 , Ho (K ) 为 零 群 ;如 果 |K | 是 不 连通 的 , 则 令 
{1v, | 是 从 |K| 的 每 一 个 分 支取 一 个 顶点 组 成 的 ; 令 ae 是 一 个 国定 
指标 ,那么 由 链 Ua。 一 Vo 《aa 天 ao) 的 同调 类 构成 百 ,( 开 ) 的 基 . 
证 明 给 定 一 个 0 维 链 c, 则 和 它 同 幸 于 一 个 形 姐 c = 之 zu 
的 0 维 链 ; 而 当 且 仅 当 对 所 有 ac, mx =0 时 链 c 形成 边缘 . 于 是 ,如 
果 cEkere ,那么 elc)=e(c )=e(22o)= 2 二 0. 如 果 |K| 
只 有 一 个 分 支 , 那 就 意味 着 c =0. 如 果 |K| 有 多 个 分 支 , 那 么 它 
就 蕴涵 着 c 是 0 维 链 w - ww 的 线性 组 合 . 国 


习 是 


1. {a) 令 G 是 一 个 Abel 群 ,并 且 令 8%:G-~Z 是 一 个 满 态 射 . 证 明 G 有 
一 个 无 限 循环 子 群 日 使 得 
G = (ker$) DH 
[提示 ;十 羡 一 个 同 态 :ZG 使 得 $8。y 是 己 等 映射 , 令 HH=imgy. ] 
(b) 证明: 如 果 %: Co( 开 ) 一 也是 使 得 %a =0 的 任何 满 态 射 ,那么 
Ho(K) 守 (ker$)/(im3) BZ 


38 锥 的 同调 


现在 我 们 来 计算 维 单 形 的 同调 以 及 它 的 边 绿 的 网 调 .- 做 这 
件 事 的 一 种 简便 方法 是 引入 锥 的 概念 . 
54 ， 


定义 设 K 是 EE 中 的 一 个 复 形 ,w 是 瑟 中 的 一 点 ,使 得 从 
w 出 发 的 每 一 条 射线 与 1K | 至 多 交 于 一 点 . 我 们 定义 K 上 以 ww 
为 顶点 的 锥 是 所 有 形 如 wao…a, 的 单 形 以 及 这 种 单 形 的 所 有 面 
的 集 族 ,其 中 ao…a, 是 的 单 形 . 我 们 把 这 个 集 族 记 为 ww * K. 

我 们 要 证 明 tw x* 天 是 完全 确定 的 复 形 , 而 且 它 包含 K 作为 
一 个 子 复 形 ; 我 们 常 把 KK 称 为 该 锥 的 底 ， 

我 们 痛 先 证 明 集 合 iw,ao,…,a,| 是 几何 独立 的 . 假如 也 在 
由 ao,a 所 决定 的 平面 上 ,我 们 就 能 考虑 连接 妈 与 = ao… 
a 的 一 个 内 点 z 的 线段 . 由 于 在 PP 内 是 开 的 ,Into 就 应 当 包 含 这 
条 线段 上 的 点 组 成 的 一 个 区 间 . 但 是 由 假设 从 z 出 发 经 过 x 的 
射线 与 1K | 只 交 于 一 点 ， 

现在 我 们 来 证 明 ww * KK 是 一 个 复 形 . w x K 的 单 形 有 三 种 
类 型 :并 的 单 形 ao,…,a,, 形 如 wao,… ,as 的 单 形 以 及 0 维 单 形 
w. 对 第 一 种 类 型 的 单 形 其 内 部 不 相交 ,因为 KK 是 一 个 复 形 . 开 
单 形 Int( wao ,… ,a ) 是 连接 w 与 Int(ao，…,a,) 的 点 的 所 有 开 
线段 之 并 ;任何 两 个 这 样 的 开 单 形 不 相交 ,因为 任何 从 w 出 发 的 
射线 所 包含 的 |KK| 的 点 都 不 多 于 一 个 . 同 理 第 一 种 类 型 的 单 形 与 
第 一 种 类 型 的 单 形 内 部 不 相交 . 

例 1 如 果 到, 是 由 单 形 o= vo,…,v, 及 其 面 组 成 的 复 形 , 那 
么 天。=vox 天 ,其 中 是 c 的 与 wm 相对 的 面 . 因而 每 一 个 正 维 
数 的 单 形 都 是 一 个 锥 . 

例 2 如 果 天 是 尺 中 的 一 个 复 形 , 它 由 轴 上 的 线段 [n,n 
+ 1 x0 以 及 它们 的 顶点 组 成 ,xw 是 y 轴 上 异 于 原点 的 一 点 ,那么 
wx* KK 十 下 页 图 8.1 所 表示 的 复 形 . 虽然 | 天 | 是 R* 的 一 个 子 空 
同 ,但 | vw * KK| 却 不 是 民 的 子 空间 . (参看 $2 的 习题 9.) 

锥 结构 的 一 个 特别 有 用 的 结论 是 下 面 的 引 理 . 

引 理 8.1 令 口 是 及 "中 的 一 个 有 界 丁 开 集 ; 令 wwEU. 如 
果 开 是 一 个 有 限 复 形 使 得 | 氏 |=D- D 那 么 四 #* 开 是 一 个 有 
限 复 形 使 得 | 让 * 天 | = 1 

本 .5 


图 8.1 


证 明 从 引 理 1.1 立即 得 知 从 w 出 发 的 每 一 条 射线 恰好 与 
1K | 相交 于 一 点 ,而 U 是 连接 z 与 } 开 | 的 点 的 所 有 线段 之 并 词 

给 定 ,我 们 注意 到 ,K 上 的 任何 两 个 锥 冯 * 天 和 zx 下 是 
同 构 的 . 把 KK 的 每 个 顶点 且 射 到 其 自身 而 且 把 芭 上 映射 到 z 的 项 
六 映射 请 导 xw x* KK 与 z * KK 的 一 个 同 构 . 

另外 还 要 注意 到 ,对 于 RW 中 的 复 形 KK, 在 R* 中 可 能 不 存在 
能 够 构成 欠 复 形 w x K 的 任何 点 w. 然而 我 们 总 可 把 K 看 成 
R" xX0CR"'! 中 的 复 形 . 那么 点 w= 二 (0,…,0,1) ER*''! 就 能 构成 
锥 复 形 zw x KKK. 类似 的 说 法 也 适用 E/' 中 的 复 形 . 

现在 我 们 来 计算 锥 的 同调 并 证 明 在 正 维 数 时 它 是 零 群 . 为 
此 ,我 们 引入 一 种 括号 运算 , 它 以 后 也 将 是 有 用 的 . 

定义 令 ww*K 是 一 个 锥 . 奋 o=[ao, ay] 是 并 的 一 个 
定 问 单 形 , 则 令 [w,oj] 表 示 w * KK 的 定向 单 形 [w ,ao,…,a,1. 
这 个 运算 是 完全 确定 的 ;在 阵列 [< ,… ,a 中 交换 两 个 顶点 则 导 
致 在 阵列 [ww ,ao,… ,a,j 中 交换 两 个 顶点 . 更 一 般 地 ,如 果 


cy = > no 
是 KK 的 一 个 p 维 链 , 那 么 我 们 定义 
ye | > 
这 个 括号 运算 是 把 C,(K ) 映 里 到 C, ,1(w¥* 丰 ) 中 的 一 个 同 态 . 


我 们 从 边缘 公式 容易 算出 : 
与 后 和 


下 1 -mm 在 dimac=0 
ogo—-[w,30], 车 dimo >10 
这 束 导 致 下 列 更 一 般 的 公式 : 
a[w,co)] = Co — elco) rw 
ow,cs] = ec, -[w,ae,1], 阁 p>0 
定理 8.2 如 果 wx KK 是 一 个 锥 ,那么 对 所 有 p， 
H,(w* K)=0 
一 般 ,我们 把 其 约 化 同调 在 所 有 维 数 都 为 零 的 复 形 称 作 是 零 
证 明 在 零 维 时 ,rw x 上 的 约 化 同调 为 等, 因为 | w * K| 是 连 
通 的 . 我 们 来 考虑 p >0 的 情形 . 令 z, 是 w*K 的 一 个 p 维 链 ， 
我 们 要 证 明 z, 形成 边缘 . 让 我 们 写成 
Ri Cy ee 
其 中 ,co 是 z 的 那些 由 KK 承载 的 项 组 成 的 , 4d,-1 是 天 的 一 个 链 . 
右 我 们 能 够 证 明 


(*) 


xz — 9lw,c,|=0 
则 我 们 的 结果 得 证 ， 由 直接 计算 得 
| EM 
其 中 e,1 = d,-1+9cs 是 K 的 一 个 链 . 现在 因为 z, 是 闭 链 ,所 以 
a 性 ~ ele,i)w, p=1 
2 [vw ,9e,1], p>1 
现在 这 个 链 被 KK 承载 的 部 分 是 e,-1 ;因此 e,-1=0. 于 是 正如 所 期 
望 的 那样 ,我 们 推 得 
zo — wc] = [ze =0 口 
定理 8.3 令 a 是 一 个 7 维 单 形 . 由 ao 及 其 面 组 成 的 复 形 KK, 
是 零 调 的 , 如 果 n>0, 令 2.” 表示 其 可 误 空 间 为 Bdo 的 复 形 . 那 
57， 


么 五 ,(Z" 1) 是 无 限 循 环 ,并 且 是 由 链 3c 生成 的 ,而 且 对 于 
ixn -i,H(S"!)=0. 

证 明 因为 天. 是 一 个 锥 ,所 以 它 是 零 调 的 ， 计 我 们 比较 K， 
和 >” 的 链 群 ;除了 2 维 情况 外 ,它们 是 相等 的 : 


da, 可 - E 
CK,)—>C, (KC(K,)——Z 


| | | 
IE 
由 此 立即 可 知 , 对 于 i 关 n 一 1 时,H, ("1)= HH;(Ko)=0. 让 我 
们 来 计算 n 一 1 维 同调 群 . 首先 对 于 n >1 的 情况 ,我 们 有 
H,_1(23”)= ZN ” )( 因 为 没有 xn -1 维 边缘 ) 
0 
= im9, (因为 H,_,(K,) = 0) 
于 是 C, (K, ) 是 无 限 循环 的 而 且 是 由 c 生成 的 . 因此 ,im3, 是 循 
环 的 而 且 是 由 3,e 生成 的 . 因为 C1(K,) 没 有 撞 元 ,所 以 它 是 无 
穷 的 . 对 于 n=1 的 情况 ,除了 始终 以 es 代替 3。 :之 外 ,论证 是 类 
似 的 . 口 


习 是 


1. 令 氏 是 一 个 复 形 ; 令 wo x* KK 和 wi x* KK 是 KK 上 的 两 个 锥 ,它们 的 可 
前 室 间 只 相交 于 | 天 |. 

(a) 证 明 ( wwo x 基 )U (rw 天 ) 是 一 个 复 形 ; 我 们 把 它 称 为 KK 的 双 角 锥 ， 
并 记 为 SCK). 

(b) 利用 括 导 运算 把 #$:C,(K) 一 Cl(S(K)) 定 义 为 

(CC,) = [ wo, Co) (wes Cs 
证 明 # 诱 导 一 个 同 态 
$, :H,(K)— Hn(S(K)) 
(c) 证 明 当 天 由 一 个 2 维 单 形 的 真 面 组 成 时 ,$, 是 一 个 同 构 . 以 后 我 
*” 司 。 


们 将 会 看 到 ,一般 名, 是 一 个 同 构 (参看 $25). 


839 相对 同调 


没 Ko 是 并 的 一 个 子 复 形 . 在 拓扑 学 的 许多 应 用 中 ,考虑 所 
谓 K 模 K。 的 相对 同调 群 是 方便 的 . 在 这 里 我 们 简要 地 介绍 它们 
并 且 计 算 一 些 例子 ,而 把 更 完整 的 论述 推迟 到 第 三 章 . 

如 果 Ko 是 复 形 K 的 一 个 子 复 形 ,那么 链 群 C, ( Ko) 能够 以 
一 种 自然 的 方式 看 作 是 C, (KK ) 的 一 个 子 群 . 正式 地 ,如 果 C, 是 
Ko。 上 的 一 个 链 ( 即 , K。 的 定 问 单 形 上 的 函数 ), 可 以 通过 令 它 在 
K 的 但 不 在 天 中 的 每 个 p 维 定向 单 形 上 取 值 为 0 而 扩张 成 KK 
上 的 链 . 当 我 们 把 C, 写成 Ko 的 总 维 定向 单 形 的 线性 组 合 时 ,为 
了 把 C,“ 看 成 "是 KK 的 链 , 只 需 把 这 些 单 形 看 作 是 属于 的 . 

定义 ”如 果 K。 是 KK 的 一 个 子 复 形 ,那么 我 们 把 商 群 
C,(K)/C, (Ko) 称 为 K 模 K。 的 相对 链 群 ,并 且 记 为 C, (KK， 
Ko). 

请 注意 到 C,(K ,Ko) 是 自由 Abel 群 . 实际 上 ,如果 我 们 把 天 
的 p 维 单 形 定 问 以 便 得 到 C,(K ) 的 一 个 基 , 那 么 申 K。 的 pp 维 定 
向 单 形 组 成 的 子 族 就 是 C, (Ko ) 的 一 个 基 . 于 是 商 群 C, (天 )/C， 
(Ko) 是 自由 的 ,因为 它 以 所 有 形 如 

ic = os + C,(Kse) 

的 陪 集 为 基 , 其 中 o 是 KK 的 但 不 在 Ko 中 的 p 维 单 形 . 

边缘 算 子 3:C, (Ko) 一 C,_; (Ko) 恰 好 是 C,(K) 上 的 边缘 算 
子 的 限制 . 所 以 在 不 致 引起 混 消 时 ,我 们 用 同一 个 符号 表示 这 两 
个 同 态 . 这 个 同 态 诱导 相对 链 群 的 一 个 同 态 

C,(K,Ko)— Ci(K,K,o) 
我 们 也 把 它 记 为 9. 像 以 前 一 样 , 它 满足 3*3=0. 我 们 令 
Z,(K,Ko) = kerd:C,(K,Ko)—> Ci(K,K,o) 
.sg 。 


B,(K,Ko) = imd:Cn(K,Ko)— C,(K,K,) 
H,(K,Ko) = Z,(K,Ko)lB,(K, Ko) 
我 们 把 这 些 群 分 别称 为 K 模 K。 的 p 维 相 对 闭 链 群 、p 维 相 对 边 
缘 群 和 P 维 相对 同调 群 . 

请 注意 到 , 一 个 p 维 相 对 链 一 一 它 是 一 个 陪 集 C, + 
C,(Ko) 一 一 是 相对 闭 链 , 当 且 仅 当 3C, 由 Ko 承载 ;而 且 它 是 一 
个 相对 边缘 当 且 仅 当 K 有 一 个 p+1 维 链 ad, 使 得 c, 一 34,;1 由 
K。 承载 . 

例 1 令 KK 是 由 一 个 维 单 形 和 它 的 面 组 成 的 ; 令 Ko 是 这 
个 单 形 的 真 面 的 集合 . 那么 除 当 p= nn 之 外 , 群 C,(K, Ko) 为 零 
群 ,而 当 p =n 时 它 是 无 限 循环 的 . 由 此 可 知 ， 

H(K,Ko) = 0,in 
z H,(K,K0o) 守 Zz 

例 2 今天 是 一 个 复 形 ,而 天 由 天 的 单独 一 个 顶点 组 成 . 
利用 $7 的 结果 容易 看 出 Ho(K ,wv) 是 自由 Abel 群 . 我 们 从 | 天 
的 除去 包含 v 的 分 支 以 外 的 其 它 每 个 分 支 选 取 一 个 顶点 ,就 得 到 
Ho(K,v) 的 一 个 基 . 于 是 Hu(K,v) 实 Ho(K). 

不 难 证 明 对 于 p >0,H,(K,v) 宇 H,(K ); 参 看 习题 . 

例 3 令 天 是 图 9.1 所 示 的 复 形 , 它 的 底 空间 是 一 个 正方 形 . 


图 9.1 


* 0 * 


令 Ko 是 一 个 子 复 形 , 它 的 空间 是 正方 形 的 边界 . 容易 看 出 ,2 维 
链 >mzici 表示 天 模 天 。 的 一 个 相对 财 链 当 且 仅 当 ma = ms = m3 
= 24. 由 于 不 存在 2 维 边缘 ,所 以 
Hi(K, Kel 
而 且 链 y = 0o, 表示 一 个 生成 元 . 
我 们 在 $5 的 例 6 中 证 明了 的 任何 一 个 1 维 链 c 同调 于 由 
Ko Ues 承载 的 一 个 1 维 链 cs， 于 是 大 c 表示 一 个 相对 1 维 闭 链 
(使 得 9c 被 K。 承载 ) ,那么 9c, = 二 3c 也 被 KK 承载 . 这 说 明 cs 在 es 
上 的 值 必然 为 零 . 由 此 cs 实际 上 是 由 K。 承载 的 . 因而 我 们 推出 
Hi(K,Ko) = 0 
把 这 个 计算 与 例 1 的 计算 相 比 较 , 就 可 为 相对 同调 群 是 拓扑 不 变 
量 这 一 论断 (有 签证 明 ) 提 供 某 种 合理 的 依据 . 
例 4 令 上 是 图 9.2 所 示 的 复 形 . 我 们 把 它 的 底 空 间 称 为 贺 
环 . 令 Ko 表示 一 个 1 维 复 形 , 它 的 空间 是 KK 的 内 外 边界 之 并 . 
我 们 来 计算 KK 模 K。 的 同调 . 
首先 , Ho(K ,Ko)=0, 因 为 在 0 维 时 相对 链 群 本 身 为 零 . 为 
计算 互 ; 和 H; ,我 们 需要 先 验证 三 个 事实 : 
(i) 如 果 c 是 KK 的 工 维 链 , 那 么 c 同调 于 KK 的 由 图 9.3 所 示 
的 子 复 形 M 所 承载 的 一 个 1 维 链 . 


了 一: 


图 9.2 图 9.3 


(i 以 道 时 针 方 回 将 K 的 每 个 2 维 单 形 定 回 . 如 时 dd 是 KK 
" 和 站。 


的 任何 一 个 使 ad 由 M 承载 的 2 维 链 ,那么 &g= my, 其 中 y 是 K 
的 所 有 2 维 定 回 单 形 之 和 . 

(iii) 97y 是 由 Ko 承载 的 . 

我 们 进行 计算 如 下 : 令 e 是 图 9.2 中 面 出 的 1 维 定 向 单 形 ， 
那么 eo 表示 天 模 K。 的 一 个 1 维 相 对 闭 链 ,因为 aeu 在 Ko 中 . 从 
Q) 可 知 ,任何 1 维 相对 闭 链 |c| 相 对 间 调 于 ieo| 的 某 个 倍数 . 而 且 
任何 这 样 的 相对 闭 链 都 不 构成 边缘 . 因为 假设 对 于 K 的 某 个 2 
维 闭 链 qd 使 得 neo -ad 被 天 承载 ,那么 ad 被 M 承 恤 . 因此 由 
(让 对 某 个 整数 mx 有 d= my. 但 是 ,由 (iii) ,93d = m397 被 Ko 承 
载 ,因而 n =0. 于 是 我 们 推出 

Hi(K;Ko) 宇 ZZ 

而 且 相 对 闭 链 eo 表示 一 个 生成 元 . 
应 用 (和 (下 ) ,类 似 的 论证 就 能 证 明 
H,(K,Ko) 宇 2, 

而 且 相 对 财 链 7 表示 一 个 生成 元 . 

学 生 们 常常 把 相对 间 调 群 而, (KK, Ko ) 想 像 成 表示 商 空 间 X 
二 || 川 Ko | 的 同调 ,而 这 个 商 空 间 是 通过 把 | Ko | 博 缩 到 一 点 zp， 
再 对 该 点 取 模 而 得 到 的 . 假定 X 同 胚 于 一 个 多 面体 (因此 它 的 单 
纯 同 调 有 定义 ) ,这 实际 上 是 正确 的 ,但 是 证 明 起 来 却 不 那么 容易 . 
(参看 引 理 70.1 和 3 39 的 习题 .) 

粗略 地 讲 , 相 对 同调 群 日 ,(K , Ko) 只 依赖 于 K 的 在 K。 的 外 
面 或 位 于 Ko 的 边缘 上 的 部 分 , 它 与 KK 的 位 于 K。 内 的 部 分 有 关 . 
我 们 将 在 下 列 定 理 中 表述 这 一 事实 . 

定理 9.1( 切 除 定理 ) 令 民 是 一 个 复 形 ,Ko 是 它 的 一 个 子 
复 形 . 令 了 是 包 侈 在 | 开 o| 中 的 一 个 开业 使 得 | 天 | -了 是 开 的 一 
个 子 复 形 工 的 可 剖 空 间 . 令 Lo 是 下 的 一 个 子 复 形 ,其 可 剖 空 间 
是 |Ko| 一 U. 那么 包含 映射 诱导 一 个 同 构 

人 
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我 们 把 (IL|,|L,1) 看 作 是 从 |K | 和 |K。1 切除 ”集合 UU 而 
形成 的 . 参看 图 9.4. 


证 有 明 考虑 复合 映射 $ 
C,(L)— C,(K)— C,(K)/C, (Ko) 
它 是 由 射影 得 出 的 包含 映射 . 那么 $ 是 满 射 ,因为 C (Kj)/C, 
(Ko) 以 所 有 不 在 Ko 中 的 o 的 陪 集 ic 为 基 , 而 荆 包 含 所 有 这 
样 的 单 形 a; .4 的 核 恰好 是 C, (Ko) .因而 对 所 有 p,$ 均 诱导 同 构 
ANC A St (KR) (Rs) 
因为 边缘 算 子 在 此 同 构 下 被 保持 ,由 此 可 知 , H, (4 上, Lo) 宇 硬 ， 
(K, Ko). [ 
这 个 基本 事实 有 看 于 有 用 的 推论 ,以 后 我 们 将 予以 考虑 . 


习 题 


1, 令 K 是 图 9.2 中 面 出 的 复 形 , 令 KK 是 它 的 “外 边缘 ” ,计算 有 H,(K) 
和 H(K.,K.). 
2. 令 KK 是 底 空间 为 Mabius 带 的 一 个 复 形 ; 令 Ko 是 它 的 “边缘 ”， 计算 
万 (K) 和 囊 ( 开 ,Ko). [提示 ;参看 $3 的 例 2. 在 这 里 "边缘 ”由 线段 ab ,ace， 
cd ,de ,ef 和 fa 组 成 .] 
. 63， 


3. 证 明 如 采 K 是 一 个 复 形 ,mp 是 KK 的 一 个 顶点 ,那么 对 所 有 i, H.{K， 
v) 宇 HH;(K). [提示 : 当 i=1 时 ,需要 注意 .] 

4. 一 般 地 描述 Ho (K ,Ko). 

5. 令 |K| 是 按 通常 方式 标记 的 矩形 所 代表 的 环 面 , 令 Ko 是 由 和 矩形 的 上 
边缘 表示 的 子 复 形 . 计算 H.(K, Ko). (参看 图 6.4, | Ko | 是 线段 ap ,bc 和 
ca 之 并 .) 

6. 令 玫 是 一 个 2 维 复 形 ; 令 o 是 K 的 一 个 2 维 单 形 ; 令 Ko 是 底 空 间 为 
天 | 一 Inte 的 子 复 形 . 计算 H,(K ,Ko). 


$10 市 任意 系数 的 同调 


在 这 里 我 们 要 提 到 闻 调 的 一 种 更 进一步 的 形式 ,虽然 直到 第 
六 章 我 们 才 详 细 地 研究 它 . 当 我 们 引入 任意 Abel 群 作为 “系数 
群 * 时 ,这 种 形式 就 会 出 现 ， 

令 G 是 一 个 Abel 群 ; 令 反 是 一 个 单纯 复 形 ，K 的 一 个 带 G 
中 系数 的 p 维 链 是 从 K 的 p 维 定向 单 形 到 G 的 一 个 函数 c, , 它 在 
除 有 限 多 个 以 外 的 所 有 p 维 单 形 上 为 零 ,并且 使 得 当 a 和 ec 是 同 
一 个 单 形 的 相反 年 向 时 就 有 

cf ) 三 一 cn)， 

两 个 链 相 加 是 通过 相 加 它们 的 值 来 实现 的 . 把 所 得 到 的 群 记 为 
C,(K;G). 

如 果 s 是 一 个 定向 单 形 ,并 且 g € G ,那么 我 们 用 go 表示 这 
样 一 个 基本 链 , 它 在 。 上 的 值 是 g ,而 在 o 的 相反 定向 上 的 值 是 一 
8 ,在 其 它 所 有 定 问 单 形 上 的 值 为 0. 按 这 种 记 法 ,g( 一 上)=(- 
g)o, 其 中 一 o 像 往常 一 样 表示 具有 相反 和 定向 的 c. 如 果 把 KK 的 所 
有 p 维 单 形 定向 ,那么 每 一 个 链 c。 都 能 唯一 地 写成 基本 链 的 有 
限 和 


i 
因而 C,(K;G) 是 一 些 同 构 于 G 的 子 群 的 直 和 ,而 且 这 些 子 群 恰 
和 id . 


好 与 玉 的 每 个 p 维 单 形 是 一 一 对 应 的 . 
边缘 算 子 9:C,(K;G)C,-1(K;G) 容 易 由 公式 
da(g0) = g(90) 
加 以 定义 ,其 中 ac 是 以 往 定 义 的 通常 的 边缘 . 跟 以 前 一 样 ,9.9= 
0, 我 们 定义 Z,(K;G) 是 同 态 
a:C,(K;G)— C,(K;G) 
的 核 , B,_1(K;G) 是 它 的 象 ,而 且 有 
H,(K;G) = Z,(K;G)/B,(K;G). 
我 们 把 这 些 群 分 别称 为 KK 的 带 G 中 系数 的 闭 链 群 .边缘 链 群 和 
同调 群 . 
当然 ,我 们 也 可 以 研究 带 G 中 系数 的 相对 同调 . 细节 是 清楚 
的 . 此 时 ,所 论 的 群 记 为 H,(K ,Ko;G). 
在 适当 时 机 到 来 之 前 ,我 们 不 打算 过 多 涉及 带 一 般 系 数 的 同 
调 问 题 , 但 是 你 应 当 尽 早 知 道 它 的 存在 ,因为 它 常常 是 有 用 的 . 
例 1 经 常 作 为 系数 群 使 用 的 一 个 群 是 整数 模 2 的 群 Z/2. 
让 我 们 计算 环 面 和 Klein 瓶 的 利用 这 种 系数 的 同调 . $6 给 出 的 
论证 可 以 基本 不 变 地 进行 就 能 证 明 
Hi(T;2/2) 全 2Z12 中 ZI12， 
H,(T;212) 2)2. 
对 于 Klein 瓶 S ,论证 能 够 行 得 通 ,但 需 做 某 些 修改 . 对 此 我 们 有 
结果 
H.{S;7/2) 22 © 2712, 
H,(S;7/2) = 2. 
因为 带 Z/2 的 系数 ,所 以 基本 2 维 链 7 一 一 它 是 S 的 2 维 单 形 之 
和 一 一 具有 零 边 缘 . (在 群 Z/2 中 ,我 们 有 2=1+1=0.) 
请 注意 到 , 带 Z/2 系数 的 同调 不 足以 区 分 荆 和 5S. 
例 2 让 我 们 来 计算 环 面 和 Klein 瓶 的 以 有 理 数 、Q 为 系数 的 
同调 . 与 以 前 同样 的 论证 适用 ,但 最 终结 果 却 不 同 . 对 于 环 面 ,我 
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们 有 
Hi(T;Q) QVQ, HTIQO) 全 Q. 
对 于 Klein 瓶 我 们 有 
Hi(S;Q) EQ, H(S;Q) = 0. 


因为 带 Q 系数 ,所 以 闭 链 =, 构成 链 方 7 的 边缘 ， 


习 题 


1. 计算 已 的 带 Z/2 系数 和 Q 系数 的 同调 

2. 证 明 带 Q 系数 的 同调 足以 把 S* 与 连通 和 PP 六 … 并 P? 及 本 并 … 提 
工区 分 开 来 ， z 

3. 令 5 是 Klein 瓶 ,计算 S 的 带 Z/3 系数 和 224 系数 的 同调 . 

4, 计算 & 说 笔 但 帆 的 带 Zn 系数 和 QQ 系数 的 同调 . (参看 $6 的 习题 
6.) 

5. 令 (K, Ko) 是 Msbius 带 和 它 的 边缘 构成 的 空间 偶 . 计算 H.(K, K,; 
712) 和 和 HH.(K,Ko;Q). (参看 39 的 习题 2. ) 


”S11 闻 调 群 的 可 订 算 性 


我 们 已 经 计算 过 诸如 球面 \ 环 面 、Klein 瓶 等 这 样 一 些 熟 悉 空 
间 的 同调 群 . 现在 我 们 提出 这 样 一 个 问题 , 那 就 是 ,人 们 是 否 能 实 
际 计 算 一 般 的 同调 群 ? 对 有 限 复 形 而 言 ,答案 是 肯定 的 . 本 节 我 
们 将 提出 一 种 完成 计算 的 明确 算法 . 

首先 ,我 们 证 明 一 个 基本 定理 , 它 将 对 有 限 生 成 自由 Abel 群 
的 同 态 给 出 一 种 “范式 ”. 这 个 证 明 本 质 上 是 构造 性 的 . 它 的 一 个 
系 是 关于 自由 Abel 群 的 子 群 的 定理 ,先前 我 们 曾经 把 它 作为 定理 
4.2 而 叙述 过 ; 它 的 另 一 个 系 是 关于 自由 链 复 形 的 标准 基 的 定理 ; 
它 的 第 三 个 系 则 给 出 我 们 所 期 望 的 计算 有 限 复 形 的 同调 群 的 
算法 . 

时 a 四 


总 先 ,我 们 需要 两 个 引 理 ,也许 你 已 经 熟悉 它们 . 

引 理 11.1 令 A 是 一 个 秩 为 n 的 自由 Abel 群 . 若 昌 是 A 的 
一 个 子 群 ,那么 B 是 一 个 秩 为 7 三 n 的 自由 Abel 群 . 

证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 B 是 n 重 直 积 Z” = ZX… 
XZ 的 一 个 子 群 . 我 们 来 构造 B 的 一 个 基 如 下 : 

令 zt;:2” 一 Z 是 到 第 x 个 坐标 上 的 投影 对 于 每 一 个 到 科 
n, 令 B,, 是 由 等 式 

B, = BN (Z” x 0) 
定义 的 B 的 子 群 , 即 B, 是 由 使 得 对 于 i 之 m ,x; (XX) =0 的 所 及 
EB 组 成 的 . 特别 地 , B, = 8.: 于 是 , 同 态 
A BB,, 2 

把 中. 映射 到 Z 的 -个子 群 上 . 如 果 这 个 子 群 是 平凡 的 , 则 令 XX 
= 一 0 ,否则 ,选取 XeE 日 。 使 得 它 的 像 二 , (X。) 生 成 这 个 子 群 . 那么 
我 们 可 以 断言 ,集合 {X ,和 X | 的 非 零 元 构成 B 的 一 个 基 . 

首先 ,我 们 证 明 对 于 每 个 mz ,元 素 XX ，… ,XX 生成 B, (那么 特 
别 地 ,元 素 XX ,…, 久 , 生成 B). 和 生成 B 这 是 平凡 的 . 实际 上 ， 
如 果 4 是 整数 x (Xi ) ,那么 

X = (qd,0,.…,0) 

而 且 B, 由 这 个 元 素 的 所 有 倍数 给 成 ， 

假设 ,… ,XI 生 成 了 3; 令 XE 了 ,那么 对 某 个 整数 
就 有 xn(X) = kr,(X,,)， 由 此 可 知 

XT (有 kX, ) = 0, 
因而 X-&X, 属于 B,,_1. 那么 由 归纳 假设 
X— EX, = kX + + kK. 

因此 入 ,… ,XX,, 生成 也 . 

其 次 ,我们 证 明 对 于 每 个 x ,集合 1XX ,… ,XX,, | 中 的 非 零 元 是 
独立 的 . 当 m= 1 时 ,结果 是 平凡 的 . 设 它 对 于 mx 一 1 成立, 那么 
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我 们 证 明 若 
人 1 及 十 … 十 人 一心， 

则 由 此 可 知 ,对 于 每 个 i ,每 当 义 ,了 关 0 时 ,4; =0, 从 而 独立 性 成 立 . 

利用 映射 x ,我 们 可 导出 等 式 

A (X,) = 0. 
由 此 等 式 可 知 ,或 者 %,, = 0, 或 者 X。 =0. 因为 者 4 天 0, 则 
A (XX ) 二 0, 由 此 子 群 x (B, ) 是 平 几 的 ,那么 由 定义 义 ,, 二 0. 于 
是 我 们 推出 两 点 ; 
A 二 0 阁 和 天 0， 
A 
于 是 归纳 假设 适用 于 证 明 对 于 ;< mm， 
; 二 0 每 当 X; 关 0. | 

为 了 以 后 应 用 ,我们 把 这 个 结果 推广 到 任意 的 自由 Abel 群 . 

引 理 11.2 如 果 A 是 自由 Abel 群 ,那么 A 的 任何 子 群 B 是 
自由 的 . 

证 明 ”如 果 我 们 假定 A 的 基 能 用 一 个 具有 最 大 元 的 良 序 集 J 
来 标记 ,那么 对 有 限 情 形 给 出 的 证 明 就 能 加 以 推广 . (而 且 良 序 定 
理 一 一 它 等 价 于 选择 公理 一 一 告诉 我 们 这 个 假设 是 合理 的 .) 

我 们 从 假设 A 等 于 Z 的 拷贝 的 直 和 开始 ;也 就 是 假设 A 等 
于 科 卡 儿 积 Zz/ 的 这 样 一 个 子 集 , 它 是 由 所 有 使 得 对 除了 有 限 多 个 
以 外 的 所 有 a 均 有 n=0 的 多 元 组 (n, ),ej 组 成 的 . 于 是 我 们 像 
以 往 一 样 进行 ， 

今 B 有 基 A 的 一 个 子 群 . 令 B, 是 由 8B 的 那些 使 得 对 a>B 就 
有 r.(X)=0 的 元 素 义 组 成 的 . 考虑 Z 的 子 群 zo( Bs); 若 它 是 平 
几 的 , 则 定义 XX =0, 和 否则 ,选取 XsE Bs, 那 么 xs (Xs) 生 成 这 个 子 
群 . 

我 们 普 先 证 明 集 合 iX, | a 三 B81 生成 B。 当 有 8 是 三 的 最 小 元 
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时 ,这 个 事实 是 平凡 的 . 一 般 我 们 用 超 穷 归 纳 法 来 证 明 它 . 给 定 
XE Be , 则 对 某 个 整数 有 ,我 们 有 
ne(X) = kre( Xs). 

因此 ,re(X- kXs)=0. 考虑 那些 使 x, (XX 一 Xs) 了 0 的 指标 a 组 
成 的 集合 . (如 果 没 有 这 样 的 a ,那么 X= &X ,并 且 我 们 已 完成 了 
证 明 . ) 所 有 这 些 指标 都 小 于 8, 因 为 XX 和 Xs 属于 Bs. 又 因 这 个 指 
标 集 是 有 限 的 ,所 以 它 有 一 个 最 大 元 y ,而 且 它 小 于 8. 但 是 这 就 
意味 着 X- &X, 属于 B, ,因此 由 归纳 假设 ,XX &Xs 能 够 写成 元 素 
名。 的 线性 组 合 ,其 中 每 个 和 7. 

其 次 ,我 们 证 明 集 合 | |a 委 中 中 的 非 零 元 是 独立 的 . 如 果 有 
是 了 中 的 最 小 元 ,那么 这 个 事实 又 是 平凡 的 . 一 般 , 设 

AM。 Xs, + … 十 A 发。 + ApXp = 0, 
其 中 a, 达 8B. 利用 rs ,我 们 看 出 
AgrTe( Xa) = 0 
像 以 前 一 样 ,由 此 可 得 ,或 者 he =0 或 者 Xe =0. 于 是 我 们 推出 
hs 二 0, 大 Xs 关 0 
和 
ho Xs, 十 … 十 AnX = 0 

于 是 归纳 假设 蕴涵 着 每 当 X。 天 0 时 就 有 4。=0. 加 

我 们 现在 来 证 明基 本 定理 ,首先 我 们 需要 一 个 定义 . 

定义 令 G 和 G 分 别 是 以 aas 和 aa 为 基 的 
自由 Abel 群 . 如 果 f;G 一 G 是 一 个 同 态 ,那么 


fla;) py 
对 唯一 的 一 组 整数 4, 成 立 . 我 们 把 矩阵 (2; ) 称 为 关于 G 和 GG 
的 给 定 基 的 矩阵 . 
定理 11.3 令 G 和 G 分 别 是 秩 为 n 和 m 的 自由 Abel 群 . 
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令 f:G 了 YG 是 一 个 同 态 ,那么 存在 G 和 G 的 基 使 得 f 关于 这 些 
基 的 短 阵 具有 形式 


其 中 6, 之 1 而 且 5b116,1…|b,. 

这 个 矩阵 实际 上 是 由 f 唯一 决定 的 (虽然 所 涉及 到 的 基 并 不 
唯一 确定 ). 我 们 把 它 称 为 f 的 矩阵 的 标准 形 . 

证 明 我们 从 任意 选取 G 和 G 的 基 开 始 . 令 A 是 了 关于 这 
些 基 的 和 矩阵. 稍 后 我 们 将 给 出 一 个 程序 用 以 修改 这 些 基 ,目的 是 
把 矩阵 变 成 我 们 所 摘 述 的 标准 形 . 我 们 把 这 个 程序 称 为 “化 简 算 

我 们 来 考虑 在 整数 矩阵 A 上 进行 下 列 “ 基 本 行 运算 ”: 

(1) 交换 第 i 行 和 第 & 行 ， 

(2) 将 第 i 行 习 以 一 1. 

(3) 用 (第 i 行 )+ gq( 第 & 行 ) 代 蔡 第 i 行 ,其 中 9g 是 一 个 整数 
且 居 i. 

这 些 运 算 中 的 每 一 个 都 对 应 着 G 的 基 的 一 种 改变 . 容易 验 
证 ,第 一 个 运算 对 应 于 a 与 a 的 交换 ;第 二 个 运算 对 应 着 以 
-a ;代替 a', ;第 三 个 运算 则 对 应 着 以 ec 一 ga 代替 a.,. 

同样 在 A 上 还 有 三 个 类 似 的 " 列 运 算 ” ,它们 对 应 于 G 的 基 
的 改变 . 

现在 我 们 来 说 明 怎 样 把 这 六 种 运算 应 用 于 一 个 任意 矩阵 以 把 
它 化 成 我 们 所 要 求 的 标准 形 . 我 们 假定 A 不 是 零 矩 阵 . 因为 在 该 
情况 下 绍 灯 是 平凡 的 . 

在 开始 之 前 ,我 们 特别 指出 下 列 事 实 :如果 c 是 一 个 整数 , 它 
能 整除 矩阵 A 的 每 一 个 元 ,而 且 B 是 从 A 应 用 这 些 基 本 运算 中 
的 任何 一 个 而 得 到 的 矩阵 ,那么 c 能 整除 B 的 每 一 个 元 素 . 
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化 简 算 法 


给 定 不 全 为 零 的 整数 构成 的 矩阵 4A= (a; ) , 令 e(4) 表 示 由 
数 |a; | 组 成 的 集合 中 的 最 小 非 零 元 . 如 果 |a | =a(4), 则 我 们 称 
4s 为 A 的 极 小 元 . 

化 简 程 序 由 两 个 步骤 组 成 . 第 一 步 是 把 和 矩阵 变 成 一 种 使 
a(A) 尽 可 能 小 的 形式 . 第 二 步 是 约 简 矩阵 的 维 数 . 

第 一 步 ” 我 们 试图 通过 基本 运算 来 修改 矩阵 以 减少 函数 a 
的 值 , 对 此 我 们 证 明 下 列 论断 : 

如 果 数 at( 4) 不 能 整除 A 的 某 个 元 素 , 那 么 就 能 通过 对 上 使 
用 基本 运算 来 减少 a 的 值 . 而 且 反 过 来 也 成 立 . 

逆 的 证 明 是 容易 的 . 如 果 数 we(A) 能 整除 A 的 每 个 元 素 , 那 
么 它 也 整除 通过 对 A 应 用 基本 运算 而 得 到 的 任何 矩阵 B 的 每 个 
元 素 . 在 这 种 情况 下 不 可 能 通过 应 用 基本 运算 而 减少 a 的 值 . 

为 证 有 明 第 果 本 和 喘 ,我 们 假设 a; 是 A 的 一 个 极 小 元 且 它 不 能 整 
除 A 的 某 个 元 素 . 如 果 元 a 不 能 整除 它 所 在 的 列 中 的 某 元 素 
his 那么 我 们 进行 一 次 除法 运算 9 记 


oy -十 工 ， 
Zz 如 Qs 
其 中 0< |r|<1a;1. 在 这 里 符号 是 无 关 紧 要 的 ,gq 和 + 可 以 是 正 
的 ,也 可 以 是 负 的 . 那么 我 们 以 (第 有 行 ) -gl 第 i 行 ) 代 替 ( 第 上 
行 ). 结果 是 在 A 的 第 行 和 第 ) 列 处 以 as - gas = > 代替 了 元 素 
au . 对 这 个 新 矩阵 而 言 ,a 的 值 至 多 是 1x | , 它 是 小 于 a(A) 的 . 
如 果 ui 不 能 整除 它 所 在 的 行 中 的 某 个 元 素 , 则 类 似 的 论证 同 
样 适用 
最 后 ,我 们 假设 ay 能 整除 它 所 在 行 和 所 在 列 中 的 所 有 元 素 ， 
但 不 能 整除 a, ,其 中 s 关 i 且 t 关 ;. 考虑 A 的 下 列 四 个 元 素 
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因为 ay 整 除 ay, 所 以 我 们 能 够 通过 基本 和 运算 把 矩阵 变 成 这 梓 一 种 
形式 ,其 中 这 四 个 位 置 上 的 元 素 如 下 : 


Hi Ci 


0 sm 

如 果 我 们 接着 再 以 (第 i 行 ) + (第 ; 行 ) 代 蔡 这 个 矩阵 的 (第 i 
行 ) ,那么 就 又 回 到 了 前 面 a; 不 能 整除 它 所 在 行 的 某 个 元 素 的 情 
况 . 

第 二 步 ” 在 这 一 步 的 开头 ,我 们 有 一 个 矩阵 A , 它 的 极 小 元 
整除 A 的 每 一 个 元 素 . 

利用 基本 运算 把 A 的 极 小 元 变 到 矩阵 的 左上 和 角 并 使 之 为 正 . 
因为 它 能 整除 它 所 在 的 行 和 列 中 的 所 有 元 素 , 所 以 我 们 能 够 利用 
基本 运算 使 它 所 在 的 行 和 列 中 的 其 它 所 有 元 素 都 变 为 零 . 请 注意 
到 在 这 个 过 程 的 最 后 ,左上 和 角 的 元 素 能 整除 和 矩阵 的 所 有 元 素 . 

现在 我 们 对 上 略 去 矩阵 的 第 一 行 和 第 一 列 而 得 到 的 较 小 的 矩阵 
再 次 重复 使 用 第 一 步 . 

第 三 步 ” 当 较 小 的 矩阵 为 零 窍 阵 或 者 当 较 小 的 矩阵 不 再 出 现 
时 ,算法 终止 . 此 时 我 们 的 矩阵 已 经 是 标准 形 . 现在 唯一 的 问题 
是 对 角 线 上 的 元 素 5, ,… ,5 是 否 能 够 依次 整除 其 后 面 的 一 个 元 
素 . 但 这 是 直接 的 . 我 们 刚才 已 指出 ,在 第 二 步 的 首次 应 用 结束 
时 ,左上 角 的 元 素 6&1 整除 矩阵 的 所 有 元 率 . 这 个 事实 在 我 们 继续 
应 用 基本 运算 时 保持 成 立 . 特别 是 , 当 算 法 结束 时 ,5 必定 整除 
D3, ,DI 中 的 每 一 个 . 

类 似 的 讨论 说 明 5b, 整除 5 ,5 中 的 每 一 个 ,等 等 . 

从 4 的 习题 4 立即 得 知 各 数 51,… ,5 是 由 则 态 了 瞧 一 决定 
的 . 因为 矩阵 中 非 零 元 的 个 数 1 恰好 是 Abel 群 f(G)CG 的 秩 
数 . 而 且 那 些 大 于 1 的 数 5, 恰好 是 商 群 G'/f(G) 的 抄 系 数 
i 
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化 简 算 法 的 应 用 


现在 我 们 来 证 明 关 于 自由 Abel 群 的 子 群 的 基本 定理 ,我 们 在 
$4 中 曾 投 述 过 它 . 

定理 4.2 的 证 明 ”给 定 一 个 秩 为 n 的 自由 Abel 群 下 ,我 们 从 
引 理 11. 1 知道 ,任何 子 群 尺 是 自由 的 且 秩 数 > 和 2. 考虑 包含 同 
态 j:R 一 FF ,并 选取 R 的 基 c ,…,a, 和 下 的 基 el ,…,e, ,使 得 同 
态 ;7 关于 这 些 基 的 矩阵 符合 上 面 定 理 中 的 标准 形 . 因为 7 是 一 个 
单 态 射 ,所 以 这 个 标准 形 没有 零 列 .因而 对 于 i=1,…,r,j(ai)= 
biei; ,其 中 6; 宇 1 且 5116521…|6,. 由 于 j(ai;)= ai, 由 此 可 知 
biel ,… ,Db,e, 是 R 的 一 个 基 . [| 

现在 我 们 证 明 上 自由 链 复 形 的 “标准 基 定 理 ”. 

定义 “一 个 链 复 形 名 是 用 整数 标记 的 Abel 群 C, 和 同 态 3, 构 
成 的 一 个 序列 

Op+1 9, 
4 (Cp 一 和 Cs a 一 ”一 和 ss 
使 得 对 所 有 pp,3,°3,,1 =0. 多 的 第 p 个 同调 群 定 义 为 
H,(€) = kerd, /imo ,1. 

者 日,( 外 是 有 限 生成 的 , 则 我 们 把 它 的 Betti 数 和 挠 系数 称 为 多 
在 p 维 的 Betti 数 和 抄 系 数 . 

定理 11.4( 自 由 链 复 形 的 标准 基 ) 令 1C,,3,| 是 一 个 链 复 
形 ,假设 每 个 群 C, 都 是 有 限 秩 的 自由 群 . 那么 对 于 每 个 p 均 有 
C, 的 子 群 U,V,,W, 使 得 

Ca U, 出 V, 中 W,, 

其 中 3,(U,)CW,_1,9,(V,)=0,3,(W,)=0. 而 且 存 在 UL， 和 
W,-1 的 基 使 得 9,; L 一 厂 ， :关于 这 些 基 有 如 下 形式 的 矩阵 
bi 0 
Po | 
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其 中 5b, 守 1 且 b1165,1…|b,. 

证 明 第 一 步 令 

Lp = kerd,, B, = ina9 :1 . 
令 多 W, 是 由 C, 的 所 有 使 得 c, 的 某 个 非 零售 数 属于 B, 的 元 素 c， 
组 成 的 . 它 是 C, 的 一 个 子 群 ,我 们 把 它 称 为 弱 边 缘 群 . 显然 
BD W200 

(其 中 第 二 个 包含 关系 用 到 这 样 一 个 事实 ;C, 是 无 措 的 ,因而 等 式 
mc 二 9541dp+1 缠 涵 着 3,c, =0. ) 我 们 来 证 明 W, 是 Z, 的 一 个 直 
和 项 ， 

考虑 自然 射影 

Z,— H,(€) 一 万 (的 | 了 (多 )， 

其 中 T, (外 是 可 (只 的 挠 子 群 .这 个 射影 的 核 是 驳 ,。, 因 此 ,2 
W, 衬 日 ,1T,. 后 一 个 群 是 有 限 生成 的 和 无 找 的 ,因而 是 自由 的 ， 
如 果 ct+ 到,,…,c + WW 是 Z|/ 开 ,的 一 个 基 而 且 di1,…,4di 是 
W, 的 一 个 基 , 那 么 可 以 直接 验证 c1 ,…,c,，d1,…,d,i 是 Z, 的 一 
个 基 . 于 是 ,2Z, = V, 岂 W, ,其 中 V, 是 以 cl ,… ,ci 为 基 的 和 群 ， 

第 二 步 ”假设 我 们 选取 C, 的 基 el ,…,e, 和 C1 的 基 e 1， 
ye 使 得 9,:C, 一 C,-! 关 于 这 些 基 的 矩阵 具有 标准 形 


el ET en 
e1| Pi 0Q 
eT 0 br 


其 中 5b, 宇 1 且 51158,1…1b,. 那么 下 列 结 论 成 立 : 
(1) El+lis ysEn 十 ZZ， 的 一 个 基 . 
4 e 1 pe 是 WW,-1 的 一 个 基 . 
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(3) bie.1 Ee , Die 1 是 B,_1 的 一 个 基 . 
我 们 证 明 这 些 结论 如 下 : 令 c。 是 一 般 p 维 链 . 我 们 来 计算 它 
的 边缘 ,如 采 


一 ae 那么 dc, = Dabe’,. 
为 了 证 明 (1) ,我 们 注意 到 由 于 5; 了 0, 所 以 p 维 链 c, 是 闭 链 当 且 
仅 当 对 于 i 二 1,… ,7, 均 有 a;==0. 为 了 证 明 (3) ,我 们 注意 到 任何 
pp 一 1 维 边缘 3,c, 在 由 pe ,pe 生成 的 群 中 ;由 于 5; 关 0, 所 
以 这 些 元 素 是 独立 的 . 最 后 ,我 们 来 证 明 (2). 首先 注意 到 e | ,…， 
et 中 的 每 一 个 属于 WW,_，. 因为 5.e';=9e;. 反之, 令 


Cp-1 一 Dae, 
是 一 个 p 一 1 维 链 并 且 设 co-iE W,-1. 那么 对 于 某 个 4 天 0,co-i 
满足 下 列 形式 的 等 式 


Acp-i = dsc = Dabe’, 
令 各 系数 相等 , 则 我 们 看 出 ,对 于 i1, Ad; =0, 由 此 对 i 之 7， 
d; 二 0. 因而 e, ,… ,ei 是 WW,-i; 的 一 个 基 . 
第 三 步 ” ”我们 来 证 明定 理 . 像 在 第 二 步 中 那样 选取 C, 和 
C,-_1 的 基 . 定义 U, 是 由 e,,… ,el 张 成 的 群 ,那么 
C, = U, © 2,. 
运用 第 一 步 , 选 取 w, 使 得 Z, = 岂 申 歼 ,. 那么 我 们 就 有 C, 的 一 
个 分 解 使 得 9,(V,)=0 和 9,(W,)=0. 所 要 求 的 D 和 三 。, 的 基 
的 存在 性 从 第 二 步 得 出 . 口 
请 注意 到 W, 和 2, = V, 中 W, 是 C, 的 唯一 确定 的 子 群 . 然 
而 , 子 群 U, 和 V, 不 是 唯一 确定 的 . 
定理 11.5 一 个 有 限 复 形 KK 的 同调 群 是 能 够 有 效 计算 的 . 
证 了 明 由 上 面 的 定理 ,存在 一 个 分 解 
. Js ， 


CK) = U, DV, WD W,, 

其 中 Z, = V, 中 W, 是 p 维 闭 链 群 , W, 是 p 维 弱 边 缘 链 群 . 于 是 
H,(K) = Z,/B, 六 WD(W,/B,) (ZW,) DW,/B,). 
群 Z,/W, 是 且 由 的 , 群 W,1B, 是 找 群 ,因而 计算 电 , (K ) 就 归结 

为 计算 这 两 个 群 . 

让 我 们 通过 定向 KK 的 单 形 而 取 定 链 群 C,(K) 的 固定 不 变 的 
基 . 然后 考虑 边缘 同 态 9,: C,(K) 一 C,-1(K) 关 于 这 样 选 定 的 基 
的 矩阵 . 实际 上 ,这 个 入 阵 的 元 素 将 取 和 集合 10,1, -1 中 的 值 . 我 
们 利用 前 面 描述 过 的 化 简 算 法 把 这 个 和 矩阵 化 成 标准 形 . 检查 上 面 
证 明 的 第 二 步 ,我 们 从 那里 已 证 明 的 结果 推出 关于 这 个 标准 形 的 
下 列 事实 : 

(1) 2Z, 的 秩 等 于 零 列 的 列 数 . 

(2) W,-1 的 秩 等 于 非 零 行 的 行 数 . 

(3) 存在 一 个 同 构 

W,1/B,-i Zbl WD Zlb; (On Z1 2 

因而 9.:C, 一 CC， :的 乍 阵 的 标准 形 为 我 们 给 出 天 的 庆 - 工 维 
挠 系数 ;它们 就 是 搜 阵 中 那些 大 于 1 的 元 素 . 这 个 标准 形 还 为 我 
们 给 出 了 Z, 的 秩 . 一 方面 ,ai3:CoriCs 的 标准 形 为 我 们 给 
出 克 , 的 秩 . 这 些 数 的 差 是 Z,/W, 的 秩 一 一 妈 K 的 p 维 Betti 
数 ， [ 
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1. 证 明 : 当 我 们 只 希望 计算 有 限 复 形 K 的 Betti 数 时 ,化 简 算法 不 是 必 
要 的 ;所 需要 的 只 是 决定 矩阵 秩 的 一 种 算法 . 特别 地 ,证 明 若 A 是 3,; CC， 
(K) 一 C,.1(K) 关 于 某 种 选 定 的 基 的 矩阵 ,那么 
B,(K) = rankC,(k) — rankA, — rankA ,i. 
2. 计算 下 页 图 11.1 中 所 示 的 商 空 间 的 同调 群 . [提示 :首先 检查 是 否 所 
有 顶点 被 等 同 .1 
和 Th 四 


图 11.1 


3. 把 下 列 和 矩阵 化 成 标准 形 


$12 单纯 映射 诱导 的 同 态 


如 果 了 是 从 |K| 到 |L | 内 的 单纯 映射 ,那么 了 把 六 的 每 个 p 
维 单 形 o, 映射 到 工 的 一 个 同 维 或 低 维 的 单 形 = 上 . 我 们 将 要 害 
义 p 维 链 的 一 个 同 态 , 它 把 KK 的 加 维 定向 单 形 的 形式 和 之 ”ic 
映射 到 它 的 象 的 形式 和 马 mr; 上 . (我 们 从 后 一 个 和 式 中 删 去 那 
些 维 数 低 于 p 的 单 形 z,. ) 这 个 映射 又 诱导 同调 群 上 的 一 个 同 态 ， 
就 像 我 们 将 要 看 到 的 那样 . 

就 像 一 个 一 般 记 号 那样 ,我 们 将 使 用 短语 

“了 :KK 一 工 是 一 个 单纯 映射” 
来 表示 f 是 |K| 到 |L| 内 的 一 个 连续 映射 , 它 把 KK 的 每 一 个 单 形 
线性 地 映射 到 工 的 一 个 单 形 上 . 因而 f 把 K 的 每 一 个 顶点 映 咽 
到 工 的 一 个 顶点 ,而 且 正 如 $2 中 所 定义 的 那样 , 它 就 等 于 由 这 个 
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顶点 映射 所 诱导 的 单纯 映射 . 

定义 令 f:K 一 L 是 一 个 单纯 映射 如 果 vo…vw, 是 K 的 一 
个 单 形 ,那么 点 f(vo),… ,了 (wv,) 张 成 工 的 一 个 单 形 . 我 们 通过 
如 下 定义 它 在 各 定向 单 形 上 的 值 来 定义 一 个 同 态 fi :C,(K) 一 
人 

Li ls 
Fr Dey) | 大 Fuoo) Fo) 互 不 相同 ， 
0， 其 它 情况 . 

这 个 映射 显然 是 完全 确定 的 . 交换 表达 式 [ vw。,…,w, | 中 的 两 个 顶 
点 将 会 改变 等 式 右边 的 符号 . 我 们 把 在 每 一 维 数 下 各 有 一 个 同 态 
构成 的 同 态 族 | fy | 称 为 由 单纯 鼎 射 了 诱导 的 链 上 映射. 

严格 说 来 ,我 们 应 当 使 用 维 数 下 标 来 区 别 这 些 同 态 , 将 p 维 
的 映射 记 为 (了 ),:C,(K) 一 C,(L). 然而 ,正如 我 们 对 待 边缘 算 
子 3 那样 ,平常 我 们 将 省 略 下 标 而 是 依 乔 上 下 文 来 弄 清 应 该 是 指 色 
种 情况 . 

按照 类 似 思 路 ,我们 将 用 记号 3 既 表 示 开 的 边缘 算 子 也 表示 
上 L 的 边缘 算 子 ,以 使 记号 不 至 于 变 得 繁琐 不 便当 必须 把 它们 加 
以 区 别 时 ,我 们 可 能 使 用 记号 3k 和 ai . 

引 理 12.1 同 态 f4 与 9 交换 ,因此 f; 诱导 一 个 同 坊 f. ;HH， 
(K)>H,(L). 

证 明 ”我们 需要 证 明 
(*) do | fd Ln 
令 工 是 工 的 由 Ff(vo),…, 了 (vw,) 张 成 的 单 形 . 我 们 要 考虑 各 种 不 

情形 1 dimr= pp. 在 这 种 情况 下 ,顶点 f(vo),…,f(w,) 是 
互 不 相同 的 ,那么 结论 立即 从 fs 和 3 的 定义 得 出 ， 

情形 2 dimr 压 pp-2. 在 这 种 情况 下 ,(* ) 式 左边 为 0, 因 为 
fl(vo),…,f 了 (vs) 不 是 互 不 相同 的 ;而 右边 为 0 是 因为 对 于 每 个 
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i ,在 点 Foo) Fo Fo Fo) 中 至 少 有 两 个 是 相 
同 的 . 

情形 3 dimr= 方 -1 在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 假定 顶点 被 
适当 排序 使 得 f(wo)= Fu) 而 Fu),…，,Frv) 是 互 不 相同 的 . 
那么 (4* ) 式 左边 为 0, 而 右边 只 有 两 个 非 零 项 ; 那 就 是 

Fv) fv), fv) ~ [flv0), Fw) , flv,)], 
由 于 fvo) = 了 f(w1), 所 以 ,正如 所 期 望 的 那样 ,这 两 项 相互 抵 训 . 

同 态 fi; 把 团 链 映射 到 闭 链 ,这 是 因为 等 式 3c, = 0 蕴涵 着 
9f# (cs) 三 f# (3c,)=0. 把 边 绿 链 上 映射 到 边缘 链 是 因为 等 式 
cp 二 9dp41 蕴 涵 着 Fa (cs)= (dh)=aF (di) 因而. 诱 


导 同 调 群 的 同 态 f, :HH,(K) 一 H,(L). 品 
定理 12.2 (a) 令 i:K 一 KK 是 恒 等 单 纯 映 射 ,那么 i, :HH， 
( 丽 ) 一 本 (天 ) 是 恒 等 同 态 . 


(b) 令 f:K>L 和 5: 工 一 M 是 单纯 映射 ,那么 (g°f), =g、 
“f, , 即 下 列 图 表 交 换 ， 


HAK) 一 一 -一 HM) 


信 A 


HL) 


证 明 从 定义 直接 得 知 i; 是 恒 等 同 态 ,而 且 可 以 验证 (g。 
站 一 对 大 ,从 而 定理 成 立 ， | 

这 个 定理 表明 了 何谓 诱导 同 态 的 “ 肾 子 性 质 *. 以 后 在 我 们 讨 
论 范畴 和 吕 子 时 将 要 正式 定义 这 个 术语 . 暂时 ,我 们 仅 指出 算 子 
H, 对 每 一 个 单纯 复 形 指派 一 个 Abel 群 ,而 算 子 * 则 对 从 一 个 复 形 
到 另 一 个 复 形 的 单纯 映射 指派 相应 Abel 群 的 一 个 同 态 . 因为 (a) 
和 (b) 成 立 , 所 以 我 们 说 ( 吾 ,, * ) 是 一 个 从 单纯 复 形 和 单纯 映射 的 
“范畴 "到 Abel 群 和 同和 态 的 “范畴 ”的 “ 函 子 ”. 
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引 理 12.3 链 映 射 fi 保持 增 广 映 射 e, 因 此 它 诱奸 约 化 同调 
和 群 的 同 态 fs. 

证 明 令 f:K 一 L 是 单纯 映射 ,那么 对 于 K 的 每 个 顶点 9 
都 有 sf, (vw)=1 和 ee(v)=1. 因而 e° fs = 8. 这 个 等 式 列 涵 着 
F 把 sr :Co 开 ) 一 也 的 核 映 射 到 EC 的 核 中 ,并 因此 
诱导 一 个 同 态 f, : 互 ,( 开 ) 一 互 ,( 工 ). 证 

例 1 考虑 图 12.1 所 示 的 复 形 K 和 十 ,它们 的 底 空 间 分 别 是 
圆周 和 环 面 ,于 是 H,(K) 宇 Zz. 让 我 们 用 图 中 的 闭 链 z 作为 一 个 
生成 元 . 同样 ,Hi( 丁 ) 宇 ZZ. 让 我 们 用 闭 链 rw = LA,Bj+|[B， 
Cl+[C,Al 和 2,=[A,DIi+[D,Ej]+[E,Aj 作 为 基 . 


a b 
eM 
cc 8 
h 
ad 
六 EE 下 
图 12.1 
现在 考 典 单纯 映射 : 
fT:a—™A gi:a*A hia—™*A 
bp—F b—B p—=1 
5 一 二) ct C 一 盖 了 
ad—D dA 一 人 
e—=F ee 一 > 所 2 一 (7 
了 和 六) fA. 


可 以 验证 ,fy (z) 同 调 于 zi,g# (z) 等 于 wi 一 zi,h#(z) 同 调 于 
wi 一 . 因而 g, 和 ,作为 1 维 同 调 的 同 态 是 相等 的 . 它们 在 0 
sD . 


维 同调 上 也 是 相等 的 ， 

一 般 ,一 个 给 定 的 同 态 可 能 是 由 完全 不 同 的 单纯 映射 诱导 出 
来 的 ,正如 上 面 的 例子 所 表明 的 那样 . 这 个 事实 引导 我 们 考虑 这 
样 一 个 一 般 的 问题 , 即 在 什么 条 件 下 ,两 个 单纯 映射 诱导 同调 群 的 
同一 个 同 态 ? 回答 这 个 问题 涉及 到 一 种 我 们 将 多 次 使 用 的 重要 方 
法 . 因而 我 们 从 解释 潜在 的 动机 开始 . 

给 定单 纯 上 映射 f, g:K 一 L ,我 们 希望 找 出 使 得 fi (xz) 和 
gt(z) 对 于 每 个 闭 链 =xE Z,(K ) 都 能 同调 的 条 件 . 换 名 话说 ,我 
们 要 找 出 在 什么 条 件 下 存在 一 个 函数 (通常 称 为 D), 它 对 KK 的 每 
一 个 p 维 闭 链 z 指派 工 的 一 个 p+1 维 闭 链 Dz ,使 得 

aDez = ga (2) — f(z). 

让 我 们 考虑 一 个 使 之 成 为 可 能 的 例子 . 设 KK 是 一 个 三 角形 
的 边缘 ,LL 由 三 棱柱 的 侧面 组 成 ,如 图 12.2 所 示 . 设 卫 和 8 分 别 
是 把 K 映射 到 棱柱 的 两 端的 单纯 上 映射， 如 果 z 是 生成 HI,(K) 的 1 
维 闭 链 , 如 图 中 所 示 ,那么 很 容易 找 出 一 个 2 维 闭 链 Dz ,使 其 边缘 
是 g,(z) 一 fs (z) .我 们 令 Dz 是 上 的 适当 年 回 的 所 有 2 维 单 形 


之 和 . 可 以 验证 这 个 2 维 链 就 符合 这 一 要 求 . 
>》 


» 
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一 般 说 来 ,直接 对 闭 链 来 定义 是 很 难 办 的 ,因为 那 就 要 求 
我 们 计算 出 闭 链 群 . 实 研 证 明 更 合适 的 做 法 是 把 DD 定义 为 整个 
链 群 上 的 邮 态 ,因为 那样 我 们 就 能 一 个 单 形 一 个 单 形 地 来 息 义 
D. 那么 在 当前 这 个 例子 中 该 程序 将 如 何 运 行 呢 ? 实际 上 该 怎样 
进行 是 非常 明显 的 . 给 定 天 的 一 个 顶点 v ,我 们 定义 Do 是 从 点 
f(v) 到 点 g(o) 的 棱 , 如 图 12.3 所 示 . 给 定 天 的 1 维 定向 单 形 c， 
删 我 们 和 定义 Dv 是 图 中 用 浓 阴 有 影 标 出 的 两 个 定 癌 单 形 之 和 ,这 两 
个 单 形 构成 楼 柱 的 一 个 侧面 . 对 于 K 的 其 它 单 形 ,我 们 可 以 类 似 
地 进行 . 因为 z 是 KK 的 有 向 边 之 和 ,所 以 像 以 前 一 样 , 链 Dz 就 是 
L 的 2 维 定 向 单 形 之 和 ,而 且 惨 如 所 期 望 的 那样 ,3 Dz = 
g# (2)— faz). 

人 们 可 能 要 问 , 当 <。 为 任意 链 时 ,对 于 3De 将 会 有 什么 样 的 公 
式 成 立 呢 ”由 定义 答案 是 明显 的 . 给 出 定 问 单 形 c ,我 们 算出 9PDr 
=g#(0) 一 Dv 一 了 #(o) + Dw; 为 了 证 实 , 请 参看 图 12.3. 即 
(x) a(De)= g#(0)— f#(0) ~ D(90). 


可 以 验证 这 同一 个 公式 对 于 KK 的 其 它 单 形 也 成 立 . 
这 个 公式 表示 了 同 态 D 的 关键 的 代数 性 质 . 这 个 公式 就 是 
我 们 追求 的 目标 ;我 们 使 它 成 为 下 列 定 义 的 一 部 分 . 
S42 本 


定义 令 f,g:KL 是 单纯 上 映射. 假设 对 每 个 p ,我 们 都 有 
一 个 同 态 
D:C,(K) -> Cn (kK) 
满足 等 式 
9D+ Do ge — fe, 
那么 我 们 把 品 称 为 f 和 g+# 之 间 的 一 个 链 同 伦 . 
在 这 个 公式 中 我 们 省 略 了 维 数 下 标 . 下 列 图 表 可 以 使 所 涉及 
到 的 映射 更 清楚 


tp) 
D, | 
0 
CAR) - CD 
#Jp 
3 
p p, 
Cel(K) 


附 以 下 标 ,这 个 公式 可 成 为 
9 si D, 十 D,_19, 一 (gi# 一 ( ),. 

这 个 公式 更 为 准确 ,但 是 显得 比较 乱 . 我 们 将 按 习 惯 省 略 维 数 下 
标 . 

链 同 伦 的 重要 性 来 自 下 列 定 理 ; 

定理 12.4 如 果 在 fs 和 gs 之 间 存 在 一 个 链 同 伦 ,那么 无 论 
对 于 约 化 同调 还 是 对 于 常 义 同调 ,诱导 同 态 f. 和 g ,都 相等 . 

证 明 令 = 是 开 的 一 个 p 维 闭 链 . 那么 

g# (2)— f(z) = 9Dz + Daz = 9Dz + 0, 

因而 g#(z) 和 fi (z) 在 同一 个 同调 类 之 中 . 从 而 正如 我 们 所 期 
望 的 那样 ,g. (1z|)= f, (iz|). L 

我 们 还 要 求 出 在 什么 条 件 下 ,才能 使 两 个 单纯 映射 上 和 8g 诱 
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导 的 同 态 f, 和 g, 相等. 我 们 把 这 个 问题 归结 为 寻求 在 什么 条 件 
下 我 们 能 够 在 fs 和 g+# 之 间 构 造 一 个 链 同 伦 的 问题 . 事实 上 , 存 
在 一 组 使 之 成 为 可 能 的 条 件 : 

定义 ”给 定 两 个 单纯 映射 F,g: 天 一 工 ,如 果 对 天 的 每 个 单 
形 meo…m 来 说 , 诸 点 

A 

张 成 工 的 一 个 单 形 7 ,那么 我 们 称 这 两 个 映射 f 和 g 是 连接 的 . 
(其 中 单 形 r+ 可 能 具有 从 0 到 2p +1 的 任何 一 种 维 数 ,这 要 取决 
于 上 面 这 些 点 中 究竟 有 和 多少 个 是 互 不 相同 的 . ) 

粗略 地 说 ,这 个 条 件 说 明 了 和 g 是 “相当 接近 的 ”; 我 们 能够 把 
单 形 f(ao) 越 过 茶 个 可 能 是 比较 大 的 单 形 = 移动 到 单 形 g(o), 而 
且 两 个 单 形 f(s) 和 g(c) 都 是 单 形 r 的 面 . 

定理 12,5 如果 f,g:K>L 是 连接 的 单纯 映射 ,那么 f4 和 
g# 之 间 就 有 一 个 链 同 伦 . 

证 明 我们 在 这 里 所 给 出 的 论证 是 一 个 标准 的 论证 ,请 你 务 
必要 掌握 它 . 

对 于 K 的 每 个 单 形 so= vo…vw,, 令 上 (so) 表示 工 的 这 样 一 个 
子 复 形 , 它 是 由 顶点 集 为 | Fao)， ,fv,),g(00),…,g(v, 省 的 
单 形 及 其 面 组 成 的 . 我 们 指出 下 列 事 实 ; 

(1) L(o) 是 非 空 的 ,而 且 对 所 有 i,H,(L(o))=0. 

(2) 如 果 是 ce 的 一 个 面 ,那么 L(s)CL(o). 

(3) 对 每 一 个 定向 单 形 o, 链 fy (co) 和 g# (a) 都 被 L(o) 承 
载 . 

利用 这 些 事实 ,我 们 用 关于 p 的 归纳 法 构造 所 要 求 的 链 同 伦 
站:C,( 开 ) 一 Ci( 工 ). 对 于 每 个 c, 链 Do 将 由 工 (c) 承 载 . 

令 p=0; 令 是 KK 的 一 个 顶点 . 因为 fy 和 g# 保持 增 广 ,所 
以 ,slgy(o)- (ao))=1-1=0. 因而 gp(v) 一 fs(v) 表 示 约 
化 同调 群 瑟 ,(L(v)) 的 一 个 元 , 因为 这 个 群 为 零 ,所 以 我 们 可 以 
选取 工 的 一 个 由 子 复 形 L(wv) 承 载 的 1 维 链 Do 使 得 

和 名 站 由 


aDv) = g# (vw) — fa(v). 
那么 就 像 所 期 望 的 那样 有 apDo + Dav=3Dv+0=g#(v)-— 
f#(v). 对 KK 的 每 个 顶点 都 以 这 种 方式 定义 DD. 
现在 假设 在 低 于 bp 维 的 情 涡 下 DD 已 被 定义 ,使 得 对 于 每 个 维 
数 低 于 p 的 定向 单 形 ; 均 有 和 链 Dwv 被 L(s) 承 载 ,并 且 使 得 
9Ds + Das = Sr) — f(s). 
令 og 是 一 个 p 维 定 向 单 形 . 我 们 希望 定义 Do 使 得 9( De ) 等 于 链 
c= ga(o)— fi(o) — Dao. 
请 注意 到 c 是 一 个 完全 确定 的 链 ; 因 为 9o 是 p -1 维 的 ,所 以 Dac 
有 和 定义. 而 且 c 是 一 个 财 链 , 因 为 把 归纳 假设 应 用 于 p 一 1 维 链 9 
0 ,我 们 就 可 计算 得 出 
9c= 9g#(0) — 9f# (0) — 9D(90) 

= ag#(o) -9f#(o) - [g#(906) — f#(90) ~ Da(90)]. 
利用 3.3=0 这 个 事实 ,我 们 看 到 9c =0. 

最 后 ,我 们 指出 c 被 L(c) 承 载 :由 (3),g#(o) 和 fs (o) 均 被 
L(oa) 承 载 . 为 了 说 明 Dac 被 L(o) 承 载 ,请 注意 到 链 9o 是 ce 的 年 
问 面 之 和 . 对 每 个 这 样 的 面 来 说 , Ds 由 工 (;) 承 载 ,并 且 由 (2)， 
L(s)CL(o). 因而 Dac 被 L(o) 承 载 . 

因为 c 是 一 个 由 L(o) 承 载 的 p 维 团 链 , 而 且 因 为 H, (L(g)) 
=0, 所 以 我 们 能 够 选取 一 个 由 L(o) 承 载 的 p+1 维 链 Do 使 得 

opr = c= ga(c) — fi(o) — Dao. 
然后 我 们 定义 D( 一 a)= ~- D(o). 我 们 对 天 的 每 一 个 p 维 单 形 6 
重复 这 个 过 程 ;那么 我 们 就 得 到 所 要 求 的 p 维 链 同 伦 . 定理 得 证 . 
[OD 

有 些 学 生 总 是 被 构造 链 同 伦 DD 必定 包含 着 任意 选择 这 件 事 
所 困扰 .如 果 对 于 D 有 一 个 确定 的 公式 ,他 们 或 许 更 高 兴 . 但 令 
人 遗憾 的 是 没有 这 样 一 个 简洁 的 公式 ,主要 是 因为 在 fi 和 gi# 之 
闻 有 许多 可 能 的 链 同 伦 ,而 且 我 们 没有 任何 理由 优先 选择 其 中 茶 

二 各 与 


一 个 而 不 选 其 它 的 . 

为 了 说 明 这 个 事实 ,让 我 们 考虑 前 面 在 特殊 情 沈 下 的 证 明 . 
在 证 明 的 第 一 步 , 当 v 是 一 个 顶点 时 , 链 Do 实际 上 是 唯一 确定 
的 . 由 于 Dv 是 由 二 (”) 承 载 的 链 ,那么 必然 有 

Do =0,， 当 f(v) = g(v) 时， 
Dv = |[f(v),g(v)j, 当 fv) A ED)N, 

在 第 一 种 情况 下 ,L(o) 是 一 个 顶点 ;而 在 第 二 种 情况 下 , 它 由 一 个 
1 维 单 形 和 它 的 面 组 成 . 

但 是 就 在 证 明 的 下 一 步 , 选 择 性 可 能 发 生 . 令 ec= vw 是 一 个 
1 维 单 形 ,并 且 设 点 f(v),f(w),g(v),g(w) 都 是 互 不 相同 的 ， 
因而 它们 构成 一 个 3 维 单 形 zr ,如 图 12.4 所 示 . 链 Dv 和 链 Drw 
如 图 中 所 示 . 我 们 将 如 何 来 定义 Do 呢 ? 对 于 在 图 12.5 中 所 画 出 
的 一 个 边缘 是 1 维 链 g。(o) 一 f4 (o) 一 D36 的 2 维 单 形 Po 来 
说 ,就 有 两 种 明显 的 选择 . 其 中 的 一 种 选择 可 由 r 的 前 面 两 个 面 
组 成 ,定向 如 图 所 示 . 另 一 种 选择 可 由 后 面 的 两 个 面 适当 阜 回 来 
构成 . 我 们 没有 任何 理由 选择 一 种 而 不 选 男 一 种 ,那么 我 们 必然 
是 简单 地 任意 选取 一 种 . 


图 12.4 图 12.5 


对 相对 同调 的 应 用 


令 K。 是 K 的 一 个 子 复 形 , Le。 是 工 的 一 个 子 复 形 , 令 f:KK 
: RG6 。 


一 是 一 个 单纯 映射 , 它 把 Ko 的 每 一 个 单 形 都 映射 到 工 的 一 个 
单 形 中 , 我 们 常常 用 短语 
“f:(K,Ko) 一 (LL,Lo) 是 一 个 单纯 映射 

来 表示 这 种 情况 . 在 这 种 情况 下 ,立即 有 fs 把 C,( Ko) 映射 到 
C,《 上 0o) 中 ,因而 我 们 就 有 一 个 请 导 上 映射 (也 记 为 f; ) 

fa:C,(K,Ko) -> C,(L ,Lo). 
这 个 映射 与 9 交换 ,并 因此 又 诱导 一 个 同 态 

fH,(K, Ko)— H,(L ,Lo). 
在 定理 12.2 中 所 述 的 孙子 性 质 能 直接 保留 到 相对 同调 中 来 . 

定义 令 f,g:(K ,Ko)- 一 (L, 上 o) 是 两 个 单纯 映射 ,如果 对 

K 的 每 个 单 形 c = vo…v, ,点 
人 

张 成 上 的 一 个 单 形 ,而 且 当 oc€ Ko 时 ,它们 张 成 Lo 的 一 个 单 形 ， 

那么 我 们 就 说 f 和 g 作为 成 对 的 映射 是 连接 的 . 

定理 12.6 令 f,g:(K,Ko) 习 (L,Lo) 作 为 成 对 的 映射 是 连 

接 的 . 那么 对 所 有 旋 均 有 同 态 

D:C,(K,K,o) ee Cnt Ls Lo) 
使 得 9DD+ D9= ga 一 ff#. 这 说 明 f, 和 gg, 作为 相对 同调 群 的 映 
射 是 相等 的 . 

证 明 在 前 面 的 证 明 中 所 构造 的 链 同 伦 D 自动 地 把 C, (Ko) 
映射 到 C,,,(Lo) 中 . 因为 如 果 ocE€ Ko ,那么 由 定义 ,L(o) 是 L。 
的 一 个 子 复 形 . 给 定 c, 则 链 Do 被 L(o) 承 载 ,因此 DD 把 C, (Ko) 
映射 到 C,,1(Lo) 中 . 于 是 DD 诱导 所 要 求 的 相对 链 群 的 同 态 ， 口 


习 题 


1. 检验 在 例 1 中 所 做 出 的 断 育 ， 
。 87。 


2. 考虑 由 图 12.6 中 的 项 点 标记 所 表示 的 复 形 K, 它 的 底 空 间 是 环 面 . 
虽然 这 个 复 形 与 先前 考虑 过 的 复 形 略 有 区 别 ,但 是 计算 环 面 的 同调 仍然 是 相 
同 的 . 令 y 是 K 的 按 反 时 针 定 向 的 所 有 2 维 单 形 之 和 ,于 是 y 生成 H,(K). 
闲 链 

w= [abl+[od,cl+[c,al 和 z= [a,dl+[d,e]+ le,al 
生成 HH(K). 

(a) 定义 KK 到 其 自身 的 单纯 映射 『,g ,hh,k 使 得 


fia—a gE: h:a*d R:a*p 
bd bce bp b—qg 
一 > c—b cq c—>d 
dc d—d dd dw 
ep ee ed eb 


(b) 计算 f,,g, ,hk 和 ,在 同调 类 [zw | 、1zi|1 和 | 7) 上 的 值 . 
3. 利用 图 12.6 中 的 复 形 ,但 是 需 将 右边 上 的 字母 d 和 其 倒 ,以 表示 
Klein 瓶 S. 令 im 和 z, 与 前 面相 同 . 


图 12.6 


(a) 定义 一 个 单纯 有 映射 f: S 一 5S 使 得 f(xw1)= 1z1|. 

(b) 证 明 不 存在 单纯 映射 g: 5S 一 S 使 得 gz 人 = 上 

4. 如 同 在 习题 2 中 那样 , 令 KK 的 环 面 ; 令 7 是 那里 所 表示 的 2 维 闭 链 . 
令 工 是 由 以 A,B,C,D 为 硕 点 的 3 维 单 形 的 真 面 所 组 成 的 复 形 ;而 且 令 7 


。88 。 


是 工 的 2 维 财 链 3L4A,B,C, 卫 ]. 

(a) 证 明 从 天 的 顶点 到 工 的 顶点 的 任何 映射 都 能 诱导 一 个 从 K 到 工 的 
单纯 映射 . 

(b) 令 上 是 这 样 一 个 怠 射 , 它 把 mr 和 7r 映射 到 和 A, 把 p 上 映射 到 B, 把 5 和 
u 上 映射 到 CC, 而 把 其 它 所 有 点 映射 到 记 . 计算 诱导 辣 态 f, :HH (K)— 
HR ( 工 ) ,并 且 将 结果 用 > 和 YY 表示 出 来 . 

Ce) 令 g 是 一 个 单纯 映射 , 它 在 KK 的 各 顶点 上 除了 g(r)=C 之 外 与 f 
是 一 致 的 . 计算 g,. 

(d) 今天 在 开 的 顶点 上 除 h(w)= A 之 外 与 g 一 致 . 计算 . 

5. 令 f,g:(K,Ko) 一 (L,Lo) 是 单纯 映射 . 证 明 如 果 了 和 gg 作为 从 天 
到 工 的 映射 是 连接 的 ,而且 Lo 是 工 的 一 个 满 子 复 形 ,那么 fF 和 g 作为 成 对 
的 映射 是 连接 的 . 


$ 13 ” 链 复 形 与 堆 调 承载 子 


我 们 在 单纯 复 形 的 叙述 过 程 中 所 给 出 的 许多 定义 和 构造 方法 
在 更 一 般 的 情况 下 也 会 出 现 . 我 们 暂且 离开 主题 来 讨论 这 种 更 一 
般 的 情况 . 以 后 我 们 将 多 次 用 到 这 些 结 果 . 证 明 留 作 习 题 . 

首先 我 们 来 定义 与 链 群 类 似 的 代数 对 象 (先前 在 $11 我 们 曾 
经 提 到 过 它们 .) 

定义 ”一 个 链 复 形 名 是 由 以 整数 标记 的 Abel 群 C。 和 同 态 

9 :Lp Cp-i 

构成 的 标号 族 |C, ,3,1 ,使 得 9,*3,,, =0 对 所 有 p 成 立 . 

如 果 对 于 如 <0, 均 有 C, =0, 那 么 我 们 把 多 称 为 非 负 链 复 形 ， 
知 对 每 个 p,C, 都 是 自由 Abel 群 ,那么 就 把 多 称 为 自由 链 复 形 . 
我 们 把 群 

H,(%) = kerd, /im? ,,, 

称 为 链 复 形 各 的 第 p 个 同调 群 . 

如 果 名 是 非 负 链 复 形 ,那么 多 的 增 广 是 一 个 满 态 射 es: Co 一 Z 

.89 ， 


使 得 e*39, =0. 增 广 链 复 形 1%,e | 是 从 名 通过 在 一 1 维 时 添加 群 
Z, 并 且 把 作为 0 维 边缘 算 子 而 得 到 的 链 复 形 . 我 们 把 增 广 链 复 
形 的 同调 群 称 为 原 链 复 形 多 关于 增 广 es 的 约 化 同调 群 ,并 且 把 它 
们 记 作 日 :(1%,e|) 或 日 :(%). 易 见 ,对 于 p 冯 0,H,(%)= H,(%)， 
而 且 

Ho(€) 宇 有 (名 四 2 
(参看 习题 .) 

对 于 任意 一 个 链 复 形 9 来 说 ,如 果 对 所 有 i 都 有 HH; (9) =0， 
那么 我 们 把 它 称 作 是 零 调 的 . 特别 是 ,如 果 H, (|%, sj = 
友 ,(%@) =0 对 所 有 i 成 立 ,或 者 等 价 地 ,如 果 FH,(%) 宇 Z, 而 且 对 所 
有 i,H,(%@) =0, 那 么 增 广 链 复 形 1%,e | 就 是 零 调 的 . 

定义 令 %%=1|C,,9,1 和 名 = {0C',,9 | 是 链 复 形 , 一 个 链 映 
射 &: 字 > 才 "是 一 族 同 态 

$,:C, > CC”, 
使 得 9',。#$, = $5,_1"9, 对 所 有 成 立 . 
一 个 链 上 映射 $8,@>% 诱导 一 个 同 态 
($,),:H,(%) —> H,(€’). 
而 且 下 列 结论 成 立 : 

(1) 名 上 的 恒 等 映 射 i 是 一 个 链 上 映射, 而且 (i,), 是 日 ,( 呈 的 
恒 等 映 射 . 

(2) 如 果 $v 和 J:% 一 8%“ 都 是 链 上 映射. 那么 Jy。#$ 也 是 
链 映 映 ,而 有 目 (y* gp) = 站 史 ，， 

如 果 1%,e| 和 1% ,se 是 增 广 链 复 形 ,那么 当 。%。 加 =e 时 ,我 
们 就 把 链 上 映射 $8:%g>% 称 作 是 保持 增 广 的 ,如果 我 们 通过 令 $ 为 
Z 上 的 恒 等 映射 而 把 它 扩 张 到 ( 一 1) 维 群 上 ,那么 5$ 就 成 为 增 广 链 
复 形 的 链 瑞 射 . 由 此 可 知 一 个 保持 增 广 的 链 映 射 $ 能 够 诱导 约 化 
同调 群 的 一 个 同 态 $, :HH,(《) 一 H,(). 

例 1 $9 中 定义 的 链 复 形 

和 o0 ' 


€(K ,K,) 人 (下 92 
称 为 单纯 偶 (K , Ko ) 的 定向 链 复 形 . 它 既是 自由 的 又 是 非 负 的 ， 
但 是 ,一 般 它 没有 增 广 . (例如 $9 的 例 4 中 ,整个 群 Co(K，, Ko) 
为 零 ,所 以 不 可 能 存在 满 射 Co(K, Ko) 一 Z. ) 如 果 K。 是 空 集 , 那 
么 正如 我 们 已 经 看 到 过 的 那样 , 复 形 8(K ,4$) = 人 咏 天 ) 有 一 个 标准 
增 广 , 它 是 由 对 天 的 每 个 顶 挟 v, 令 e(v)=1 来 定义 的 . 

例 2 如果 f;:K 一 L 是 单纯 复 形 KK 和 之 间 的 一 个 单纯 映 
射 , 那 么 fi 就 是 从 把 K) 到 入 工 ) 内 的 一 个 保持 增 广 的 链 上 映射. 然 
而 ,一般 存在 着 不 是 由 单纯 上 映射 诱导 的 保持 增 广 的 链 上 映射 $:%% 
(K)—>€(L). 

定义 ”如 果 $8,y:@>% 是 链 上 映射 ,那么 到 yj 的 一 个 链 同 伦 
是 一 族 同 态 

Det sw yy 
使 得 对 所 有 p 
9 p+ D, D,_19, = 负 一 pa 

今后 ,我 们 通常 把 边缘 算 子 、 链 映射 和 链 同 伦 的 下 标 省 略 . 例 
如 , 那 时 上 面 的 公式 将 呈现 出 人 们 更 熟悉 的 形式 39D + D3=y~ 
¢. 

定义 ”对 于 一 个 链 映 射 $3: 多 >%' 来 说 ,如 果 存 在 一 个 链 上 映射 
g :6 一 使 得 6。$ 和 $8。 六 分 别 链 同 伦 于 和 中 上 的 模 等 映射 ， 
那么 我 们 称 链 映射 % 是 一 个 链 等 价 , 并 把 上 称 为 $8 的 链 同 伦 逆 . 

我 们 来 列举 链 同 伦 的 几 个 性 质 , 其 证 明 留 作 习 题 . 

(1) 链 同 伦 是 从 外 到 的 链 映 射 的 集合 上 的 一 种 等 价 关系 . 

(2) 链 上 映射 的 复合 在 链 同 伦 类 上 诱导 一 个 完全 确定 的 复合 运 
算 ， 

(3) 如 果 上 和 由 是 链 同 伦 的 ,那么 它们 在 同调 中 诱导 同一 个 
同 态 ， 

(4) 如 果 多 是 一 个 链 等 价 , 且 具有 同 伦 道 少 , 那 么 上 ,和 
($8 ) ,是 互 递 的 同调 同 构 . 

到 1 . 


(5) 如 果 外 : 绍 > 和 力 : 客 一双 "是 链 等 价 ,那么 J 名 也 是 一 个 
链 等 价 . 

现在 我 们 来 考察 所 有 这 些 性 质 在 增 广 链 复 形 的 具体 情况 下 都 
意味 着 什么 . 

引 理 13.1 令 外 和 都 是 非 负 链 复 形 . 令 $9,;: 儿 > 是 链 
映射 ; 令 吕 是 它们 之 间 的 链 同 伦 . 设 吕 和 分 别 由 se 和 es 增 广 ， 
如 果 风 保持 增 广 , 那 么 5 亦 然 如果 我 们 把 $ 和 小 扩 张 成 在 一 1 
维 时 是 恒 等 映射 ,而 且 把 卫 扩张 成 在 一 1 维 时 是 零 映射 ,那么 DD 
是 这 两 个 扩张 的 链 映 射 之 间 的 链 同 伦 . 

证 了 明 如 果 cvE Cu ,那么 因为 3co =0, 所 以 我 们 有 

9 Dce = 多 (co ) - gt{ co). 
那么 正如 我 们 所 期 望 的 那样 就 有 
0 = E (9Deco) e $B(co) ey(co) i elco) e plco). 
而 且 因为 De(co) = 0, 所 以 在 0 维 我 们 有 等 式 
De(co) + 9D(c0) = gco) 一 多 (co)， 
并 且 在 -1 维 我 们 有 等 式 
e (D(1)) = $(1) — y(1), 
因为 两 边 所 有 项 都 变 为 零 . 因而 D 是 两 个 扩张 的 链 上 映射 之 间 的 
一 个 链 同 伦 ， 口 

引 理 13.2 令 名 和 多 是 非 负 链 复 形 , 令 儿 :> 是 一 个 链 
等 价 , 且 具 有 链 同 伦 北 内, 设 吕 和 允 分 别 被 E 和 8 增 广 . 如 果 几 | 
保持 增 广 ,那么 几 也 保持 增 广 . 而 且 风 和 几 作 为 增 广 复 形 的 上 映 射 
互 为 链 同 伦 北 . 因此 它们 在 约 化 同调 中 诱导 互 北 的 同 构 . 

证 明 如 果 也 是 ge 光 与 恒 等 映射 之 间 的 一 个 链 同 伦 ,那么 
在 0 维 情况 下 ,有 

aD'co = (co0)— eo 
因而 
0=e (8D ) = et (ceo) -el(co)= ef (co)— ee (co). 
，07 ， 


从 而 光 保 持 增 广 . 引 理 的 剩余 部 分 可 从 引 理 13.1 得 出 ， 口 

这 些 定义 建立 起 一 个 一 般 的 代数 框架 ,而 使 得 单纯 定向 链 群 
能 作为 特殊 情形 容纳 其 中 . 现在 我 们 试图 把 在 上 节 中 我 们 用 来 构 
造 链 同 伦 的 方法 置 于 这 种 一 般 背 景 之 中 ,作为 动机 ,我 们 首先 考虑 
映射 $ 和 y 是 一 般 链 映 射 ,但 链 群 是 熟悉 的 单纯 定 癌 链 群 的 情 
况 . 以 后 再 考虑 一 般 链 复 形 和 一 般 链 映射 的 情况 . 

定义 令 K 和 L 是 单纯 复 形 . 从 到 LL 的 一 个 零 调 承载 子 
是 这 样 一 个 函数 鲁 , 它 对 开 的 每 一 个 单 形 o 指派 的 一 个 子 复 形 
(go) 使 得 

(1) 6(c) 是 非 空 的 和 零 调 的 ， 

(2) 如 果 s 是 c 的 一 个 面 ,那么 BB(5)CCB(o). 

如 果 f:C,(K) 一 C,(L) 是 一 个 同 态 ,那么 当 对 K 的 每 个 p 维 定 
向 单 形 o 链 f(o) 均 被 上 的 子 复 形 B(o) 承 载 时 ,我 们 就 说 了 被 名 
承载 . 

定理 13.3{ 零 调 承 载 子 定理 ,几何 形式 ) 令 外 是 从 K 到 LL 
的 一 个 零 调 承载 子 . 

(a) 如 果 上 和 几 是 从 (KK) 到 (上) 的 两 个 保持 增 广 的 链 映 
射 ,而 且 都 是 由 B® 承载 的 ,那么 就 存在 一 个 从 昌 到 y 的 链 同 伦 品 ， 
它 也 被 吓 承载 . 

(b) 存在 一 人 由理 承载 的 从 吃 氏 ) 到 拭 工 ) 的 保持 增 广 的 链 
映射 . 

证 明 ”本 定理 (a) 款 的 证 明 可 以 通过 拷贝 定理 12.5 的 证 明 来 
完成 ,其 中 只 需 始终 以 子 复 形 BB@(o ) 代 替 子 复 形 工 (c) 就 行 了 . 为 
了 证 明 (b) 款 ,我 们 按 下 列 方式 进行 :对 K 的 每 一 个 顶点 wv, 定义 
(v) 是 B(w) 的 一 个 0 维 链 c 使 得 e(c)=1. 我 们 之 所 以 能 这 样 做 
是 因为 6B(wv) 是 非 空 的 ,因而 :BB(v) 一 Z 是 满 射 . -( 实 际 上 ,我 们 
可 以 简单 地 选取 $8(v) 是 B(wv) 的 一 个 顶点 . ) 那 么 点 保持 增 广 而 
且 有 

a$(v) = 0 = $(9v). 
令 g=[v,w] 是 的 1 维 定 问 单 形 . 链 c= #48(30) 被 完全 确 
03 : 


定 是 因为 3c 是 一 个 0 维 链 而 且 y 在 0 维 时 已 有 证 义 . 男 外 ,c 被 
DB(o) 承 载 ,因为 %ac) 既 被 @(u) 承 载 ,又 被 年 ( 中) 承载 ,但 由 (2) 
这 两 者 都 包含 在 Bto) 中 . 最 后 ,因为 多 保持 增 广 , 所 以 
el(c) = ep(390) = soc) = 0. 
因此 c 表示 百 ,(G6(c)) 的 一 个 元 . 因为 (由 (1))@(o) 是 零 调 的 . 
所 以 我 们 能 够 选取 一 个 由 5B(o) 承 载 的 1 维 链 ,使 它 的 边缘 是 <. 
我 们 以 $(o) 表 示 这 个 1 维 链 , 那 么 
ag(o) 0 ¢$(90). 

考虑 到 归纳 法 的 步骤 , 令 p>>1. 假定 车 dims <<p, 则 入 3) 有 
定义 目 3g(s)= $9(s). 令 o 是 一 个 p 维 定向 单 形 , 我 们 试图 定义 
$(o). 链 c 是 一 个 完全 确定 的 p -1 维 链 . 它 被 有 (c) 承 载 , 这 是 因 
为 (36) 由 复 形 B(;s,) 的 并 承载 ,其 中 s 过 历 c 的 p 一 1 维 面 ,而 
且 这 些 复 形 中 的 每 一 个 都 包含 在 下 (c) 中 . 此 外 ,ec 是 一 个 财 链 ， 
因为 

ac = 9¢(90) = $9(930) = 0, 

这 里 我 们 对 p -1 维 链 9o 应 用 了 归纳 假设 . 因为 B(o) 是 零 调 的 ， 
所 以 我 们 能 够 选取 $8(o) 是 一 个 由 B®(o) 承 载 的 p 维 链 使 得 9$(0) 
=c. 那么 正如 所 期 望 的 那样 ,34$(o)= $83(o). 

由 数学 归纳 法 定理 得 证 . 

以 这 个 证 明 作为 动力 ,现在 我 们 来 系统 阐述 这 个 定理 的 一 种 
更 加 一 般 的 形式 . 在 这 种 形式 中 所 有 的 几何 意义 都 消失 了 ,只 有 
代数 的 形式 保留 了 下 来 ! 

定义 今 有 = {1C,,3,| 是 一 个 链 复 形 . %% 的 一 个 子 链 复 形 2 
是 这 样 一 个 链 复 形 , 它 的 第 p 个 链 群 是 C, 的 一 个 子 群 ,而 且 它 的 
边缘 算 子 在 每 一 维 数 p 都 是 9， 的 限制 . 

定义 令 1@,s|= 1C.,a,,ei 是 一 个 增 广 链 复 形 . 设 名 是 目 
由 的 . 令 {1o} 当 a 遍历 某 个 指标 集 ], 时 是 C, 的 一 个 基 . 令 1E ， 
e |=1C',,3',,e | 是 任意 一 个 增 广 链 复 形 . 从 扣 到 % 的 关于 给 
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定 基 的 一 个 零 调 承载 子 是 一 个 函数 更, 它 对 每 个 基 元 素 os 指派 名 
的 一 个 子 复 形 B(o1) ,满足 下 列 条 件 ; 

(1) 链 复 形 下 (os ) 被 se 增 广 并 且 是 零 调 的 . 

(2) 如 果 5_ ,在 3 ,gs 的 表达 式 中 以 C，; 的 适当 选取 的 基 的 形 
式 出 现 ,那么 BB(oh 1) 是 @B(os ) 的 一 个 子 链 复 形 . 

对 于 一 个 同 态 /六 C, 一 C。 来 说 ,如 果 对 每 个 ec ,Fox ) 都 属于 
的 子 复 形 B(os) 的 gq 维 群 ,那么 我 们 说 了 是 由 更 承载 的 . 

定理 13.4( 零 调 承 载 子 定理 ,代数 形式 ) 令 吕 和 8 是 增 广 链 
复 形 ,并 且 名 是 自由 的 . 令 和 下 是 从 多 到 允 的 关于 多 的 适当 选取 的 
基 的 菜 个 集合 的 零 调 承 载 子 . 那么 存在 一 个 由 下 承载 的 保持 增 
广 的 链 映 射 $;8>@ ,并 且 任 何 两 个 这 样 的 映射 是 链 同 伦 的 ,而 且 
这 个 链 同 伦 也 是 由 再 承载 的 . 

证 明 ”这 个 定理 的 证 明 不 过 是 上 面 定理 证 明 的 一 种 明快 活 浚 
的 形式 . 要 求 s 的 限制 给 出 下 (oz ) 的 一 个 增 广 这 就 意味 着 s 必须 
把 这 个 链 复 形 的 0 维 群 映射 到 Z 上 ;这 相当 于 前 面 的 形式 中 要 求 
对 所 有 c, 再 (c) 是 非 空 的 . [| 


应 用 :有 序 单纯 同调 


也 许 在 你 看 来 零 调 承载 子 定理 的 代数 形式 似乎 是 不 必要 的 抽 
象 . 但 它 确实 是 有 用 的 . 现在 就 让 我 们 给 出 一 个 应 用 , 它 是 我 们 
以 后 在 研究 奇 嵌 同调 时 要 用 到 的 一 个 定理 . 这 个 定理 涉及 到 一 种 
利用 有 序 单 形 而 不 是 定向 单 形 来 定义 单纯 同调 群 的 新 方法 . 

令 KK 是 一 个 单纯 复 形 ，K 的 一 个 p 维 有 序 单 形 是 KK 的 顶点 
构成 的 p+1 元 组 (vo,…,v,), 其 中 vw, 是 KK 的 一 个 单 形 的 顶 态 ， 
但 不 必 是 互 不 相同 的 .( 例 如 ,车 vw 是 的 一 个 1 维 单 形 , 那 么 
(v ,tw,w,v) 是 KK 的 一 个 3 维 有 序 单 形 .) 

令 C',(K) 是 由 K 的 p 维 有 序 单 形 生成 的 日 由 Abel 群 . 我 
们 把 它 称 为 K 的 p 维 有 序 链 群 . 像 往常 一 样 ,我们 将 把 p 维 有 序 
单 形 (v。,…,v, ) 等 同 于 在 此 有 序 单 形 上 取 值 为 1, 而 在 其 它 所 有 

日 5 . 


有 序 单 形 上 取 值 为 0 的 p 维基 本 链 . 那么 C',(K ) 的 每 一 个 元 都 
能 唯一 地 写成 p 维 有 序 单 形 的 带 有 整 系数 的 有 限 线 性 组 合 . 我 们 
定义 9 ,:C',(K)->C',-1(K) 为 


p 
9 (zoom Up) = (ss Ue 
计 二 站 


那么 9', 是 一 个 完全 确定 的 同 态 ; 而 且 我 们 可 以 像 以 前 一 样 证 实 
9 ,0,41 =0. 

链 复 形  (K)= 1C',(K),9',1| 称 为 KK 的 有 序 链 自 形 . 我 们 
通过 对 KK 的 每 个 顶点 v 定义 e’(wv)=1 而 把 它 增 广 . 虽然 对 于 计 
算 而 言 这 个 链 复 形 过 于 庞大 而 无 法 应 用 ,但 有 时 这 个 链 复 形 对 于 
理论 研究 来 说 却 是 相当 方便 的 . 令 人 十 分 惊奇 的 是 , 它 的 同调 竞 
以 一 种 自然 的 方式 同 构 于 天 的 单纯 同调 . 我 们 概述 这 个 事实 的 
证 明 而 将 细节 留 给 读者 . 

引 理 13,5 加 果 wwx 是 复 形 K 上 的 一 个 锥 ,那么 ww * 上 
在 有 序 同调 中 是 零 调 的 . 

证 明 对 于 p 之 0, 我 们 由 等 式 

DU ros SC 
来 定义 

D:C(wrK)>C (wR ). 
我 们 指出 在 这 里 任何 一 个 v; 是 否 等 于 ww 是 无 关 紧 要 的 . 令 cvE 
C',(w x 上 ) ,我们 计算 得 

9 1 Deco Co e (co)w, 
9 pr De, = cs ~ D3 pcos 当 p>0. 

这 个 引 理 说 明 :如 果 c, 是 一 个 闭 链 ,和 目 疡 >0, 那 么 cv =9 De 
如 果 co 是 kere 中 的 一 个 0 维 链 ,那么 co 二 9 1 De. 一 

定理 13.6 选取 民 的 顶点 的 一 种 偏 序 使 得 它 在 区 的 每 个 单 
形 的 顶点 上 请 于 一 个 线 序 . 若 在 给 定 的 序 中 vo 达 vi 达 … 达 vw 时 ， 
定义 多:C,(K)->C ,(K) 为 

到 96 和 


$([vo, ,v1) = (vo , wv,). 
定义 ;CC',(K)->C,(K) 为 
[ woo , Wat 若 zw, 是 互 不 相同 的 ， 
那么 Ra 们 互 为 链 同 伦 逆 ， 

如 果 Ko 是 天 的 一 个 于 复 形 ,那么 和 由 诱导 相对 链 复 形 的 
链 有 映射 ,而 且 这 两 个 诱导 链 映 射 互 为 链 同 伦 逆 . 

这 个 定理 的 证 明 是 零 调 承载 子 定 理 的 一 个 应 用 ,我 们 把 它 留 
作 习 题 . 

由 这 个 定理 可 知 , 定 癌 同调 和 有 序 同 调 以 一 种 相当 “自然 ” 的 
方式 相互 同 构 . 为 了 说 明 我 们 使 用 “自然 ”一 词 表 达 什 么 意思 ,我 
们 需要 考虑 单纯 映射 在 有 序 同 调 中 起 什么 作用 . 

定义 令 f:K 一 LL 是 一 个 单纯 映射 :定义 1:% ( 民 ) 一 
8 (LIL) 为 

站 人 
容 犁 证 实 六 4 是 一 个 链 上 映射 ,实际 上 比 在 定 回 的 情况 下 更 容易 ， 
为 我 们 不 必 扯 心 顶 点 是 否 互 不 相同 . 显然 广 。 保持 增 广 . 如 果 f 
把 K。 上 映射 到 LL, ,那么 六 ;诱导 一 个 链 上 映射 
人 :€ (K, 人 
并 在 同调 中 诱导 相应 的 同 态 . 

定理 13.7. 令 f:(K,Ko)>(L， 1 ) 是 单纯 酉 身 信和 和 峭 

如 上 面 定理 中 所 述 . 那么 下 列 图 表 交 换 ; 


i AK ' Ko) 六 


HAL, bo) 


HAEXK, KD) 一 一 一 TEL ,Lo 


"D7 ": 


类 似 地 , 风 了 二 太史 

证 明 从 定义 我 们 便 可 直接 证 实 f4 = y°* 广 # ， 因而 这 个 
图 表 在 链 水 平 上 已 经 是 交换 的 ,因而 它 在 同调 水 平 上 也 交换 . 而 
po° fs = 了。°*$ 不 成 立 是 因为 4$ 依赖 于 顶点 的 特定 次 序 . 然而 , 因 
为 上 ,是 彤 .的 道 ,所 以 大 三 三 .9 成 详 ， Lj 


习 题 


1. 如 果 1%,se1 是 一 个 增 广 链 复 形 . 证 明 万 (的 =0 且 
H, (%) DZ Ho(, 

(参看 87 的 习题 . ) 推 断 1%,el 是 零 调 的 当 且 仅 当 于 (全 对 于 p=0 是 无 限 循 
环 的 ,而 对 于 pp 关 0 时 为 零 . 

2. 验证 链 同 伦 的 性 质 (1) 一 (5). 只 是 2) 和 (5) 需 要 仔细 . 

3. 证 明定 理 13.3 的 (a) 款 . 

4. 考虑 $ 12 的 例 1. 证 明 员 然 映射 g 和 上 不 是 连接 的 ,但 是 gy 和 产 # 
之 问 仍 然 有 一 个 链 同 伦 如 下 : 

(a) 定义 一 个 从 KK 到 工 的 零 调 承载 子 更 使 之 既 承 载 g# 和 又 承载 4. 

(b) 在 g# 和 上 + 之 间 定 义 一 个 有 具体 的 由 多 承载 的 链 同 伦 . 

(ec) 定义 一 个 由 更 承载 的 链 上 映射 $8:@(K)->&(L) ,但 它 不 是 由 单纯 映射 
诱导 的 ;定义 上 与 有 ;之 间 的 一 个 链 同 伦 . 

5. 检验 定理 13.4 证 明 的 细节 . 

6. 证 明定 理 13.6 如 下 : 

(a) 证 明 上 和 消 是 保持 增 广 的 链 上 映射 ,而 且 证 明 yg*#$ 等 于 入 KK) 上 的 恒 
等 虹 射 . 

(b) 定义 从 全 ( 玉 ) 到 作 (KK) 的 一 个 零 调 承 载 子 ,使 之 承载 $y 和 恒 等 
映射 . 


.QR ， 


第 二 章 同调 群 的 拓扑 不 变性 


在 上 一 章 我 们 定义 一 个 函数 来 对 每 一 个 单纯 复 形 K 指派 一 
系列 Abel 群 , 称 为 它 的 同调 群 . 现在 我 们 来 证 明 这 些 群 只 依赖 于 
K 的 抵 空 间 . 

处 理 这 个 问题 的 方法 是 研究 从 一 个 多 面体 到 另 一 个 多 面体 的 
连续 映射 以 及 这 种 的 映射 对 同调 群 所 起 的 作用 . 我 们 要 证 明 多 面 
体 之 间 的 连续 映射 :|K| 一 iLL| ,以 一 种 相当 自然 的 方式 诱导 相 
应 单纯 复 形 的 闻 调 群 之 间 的 同 态 h, ; 颗 ,(K) 一 H,(L). 构造 这 
个 诱导 同 态 将 是 一 个 相当 艰 巨 的 任务 ， 

原来 , 当 所 是 拓扑 空间 的 同 胚 时 ,h. 就 是 同调 群 的 同 构 ， 从 
面 单纯 同调 群 的 拓扑 不 变性 就 成 为 必然 的 结果 . 

直观 上 不 难看 出 为 什么 会 有 这 样 的 诱导 同 态 . 如 果 我 们 把 同 
调 类 看 作 几 何 对 象 ,那么 它 在 h 下 的 象 就 是 一 个 完全 确定 的 同调 
类 ,这 看 起 来 是 相当 合理 的 . 例如 , 环 面 上 的 一 个 闭 几 被 h :> 久 
映射 成 X 中 的 一 个 闭 轿 . 但 是 要 把 这 个 想法 在 代数 上 精确 化 还 需 
要 做 一 番 努 力 . 

我 们 已 经 知道 ,一 个 单纯 映射 f:|K1 一 |L1| 诱 导 同 调 群 的 一 
个 同 态 f,. 这 一 章 将 专门 用 来 证 明 一 个 任意 的 连续 映射 h 能 够 
(在 适当 的 意义 下 ) 用 一 个 单纯 映射 f 来 通 近 ,而 且 所 得 到 的 诱导 
同 态 只 依赖 于 映射 六 ,而 不 依赖 于 所 选取 的 具体 逼近 ， 


$14 单纯 逼近 


本 节 我 们 来 研究 一 个 任意 的 连续 映射 被 一 个 单纯 映射 “逼近 ” 
意味 痢 什么 . 
定义 令 h:|KI 一 1L|i 是 一 个 连续 映射 如 对 于 KK 的 每 一 
OY ， 


个 顶点 v, 有 工 的 一 个 顶点 也 使 得 
h(Stvy) CC Stw, 

那么 我 们 就 说 h 关于 到 和 工 满足 星 形 条 件 . 

引 理 14.1 令 玉 :| 并 | 一 | 元 | 关于 六 和 上 满足 星 形 条 件 . 选 
取 f:K"” 一 L" 使 得 对 于 KK 的 每 个 顶点 vv 都 有 

h(Stvu) C St fF(v)). 

(a) 给 定 oEK. 选取 XInto, 计 且 选 取 工 使 得 有 (x)E 
Intr. 那么 了 把 a 的 每 个 顶点 映射 到 zc 的 一 个 顶点 . 

(b) 能 被 扩张 成 民 到 工 的 一 个 单纯 映射, 我们 仍 将 它 记 为 
7 

(c) 如 果 g:K 一 L 是 荔 一 个 单纯 映射 ,使 得 对 于 的 每 个 顶 
点 加, 均 有 h(Stv)CStg(v), 那 么 f 和 pg 是 连接 的 ， 

证 朋 (a) 令 oz= Z0 Up ,那么 对 每 个 i ;工艺 Stvw, ,因而 

h(x) Eh(Stv,) CC Stf(v,). 

这 寻味 着 h(xz) 关 于 每 个 顶点 fv) (i=0,…, 户 ) 都 有 正 的 重心 
坐标 .因而 这 些 顶 点 必然 形成 r 的 顶点 集 的 一 个 子 集 . 

(b) 因为 了 把 c 的 顶点 映射 到 工 的 一 个 单 形 的 顶点 ,所 以 它 
能 扩张 成 一 个 单纯 映射 f: K 一 L. 

(c) 令 a,zx 和 rz 与 前 面相 同 . 因为 对 i=0,…,p 均 有 

h(x) Eh(Stv,) CTC Stp(w,), 


所 以 顶 扣 g (vw;) 也 必然 是 z 的 顶点 . 因此 (ve),…, 了 (wv,)， 
8(v90),…,g(vy) 张 成 + 的 一 个 面 ,所 以 了 和 g 是 连接 的 . | 

定义 令 有 hh:1K| 一 |L| 是 一 个 连续 映射 . 如果 f:K-~>L 是 
一 个 单纯 映射 使 得 对 于 K 的 每 个 顶点 v. 

h{Stvu) C Stf(v), 

那么 我 们 把 f 称 为 的 一 个 单纯 逼近 . 

我 们 把 单纯 逼近 f 看 作 是 按 某 种 意义 “接近 ”于 h. 使 这 种 说 
法 精确 化 的 一 种 方法 是 指出 ,给 定 zE |K1, 则 有 工 的 一 个 单 形 ， 
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它 即 包含 h(z), 又 包含 f(zx): 

系 14.2 令 f:K 一 L 是 h:|K|l 一 |L| 的 一 个 单纯 通 近 . 给 
定 XE1IK|, 则 有 上 的 一 个 单 形 z 使 得 h(x)ElIntr 且 f(x)Er. 

证 了 明 ”从 上 面 引 理 的 (a) 款 直接 得 出 ， 国 

定理 14.3 令 h:|K| 一 |L| 和 :|L|>|M | 分 别 有 单 纯 通 
近 f:K—*L 和 g:;L>M. 那 么 g*f 是 k*h 的 一 个 单纯 台 近 . 

证 明 我 们 知道 g。f 是 一 个 单纯 映射. 因为 了 是 h 的 单纯 
瘟 近 ,所 以 ,如 果 vv 是 KK 的 一 个 顶点 ,那么 

RSto) C Stf(v). 
由 此 可 以 得 出 
k(h(Stv)) CE(StF(V)) CC Stg(f(v)), 

因为 g 是 上 的 单纯 通 近 . 口 ] 

例 1 令 KK 和 L 是 图 14.1 中 所 画 出 的 复 形 ,它们 的 底 空 间 
分 别 同 胚 于 圆周 和 圆 环 . 令 K' 是 由 经 过 插入 一 些 附 加 顶点 而 
得 到 的 复 形 ,如 图 所 示 . 令 hh 是 图 中 所 示 的 连续 映射 ,其 中 我 们 把 
h(a) 记 为 A, 并 且 对 其 它 顶 点 也 用 类 似 的 办 法 标记 . 

由 于 及 关于 K 和 工 不 满足 星 形 条 件 , 但 它 对 K 和 上 满足 星 
形 条 件 , 因 此 疡 有 一 个 单纯 逼近 广 天 一 工 . 图 中 男 出 了 这 样 一 个 
单纯 退 近 f, 其 中 ,我 们 以 4 标记 ah) ,并且 其 它 顶 点 也 类 似 标 
亿 ， 

如 果 h:|K1 一 1Li( 关 于 K 和 工 ) 满 足 星 形 条 件 , 那 么 就 有 一 
个 完全 确定 的 同 态 

h,:H,(K)-— H,(L), 


它 是 通过 置 h, = f, 而 得 到 的 ,其 中 f 是 4 的 任何 单纯 通 近 . 容 
易 看 出 “ 函 子 性 质 " 镍 满足 . 
然而 ,一 个 任意 的 连续 映射 :1K|1 一 1L| 关 于 KK 和 工 一 般 
并 不 满足 星 形 条 件 , 因 此 我 们 不 能 以 这 种 方式 得 到 一 个 诱导 同 态 
h .那么 我 们 该 如 何 进 行 呢 ? 有 两 种 思路 可 以 考虑 : 
第 一 种 是 ,证 明 给 定 六 :| 天 | 一 | 工 |, 有 可 能 通过 重 分 "并 而 
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图 14.1 


构造 一 个 与 具有 相同 底 空间 的 新 复 形 天 ,使 得 h 关于 K 和 上 
满足 星 形 条 件 . (这 正 是 我 们 在 上 面 的 例 1 中 所 做 的 . ) 这 种 步骤 
卓然 是 几何 的 ,而 且 我 们 将 在 $15 和 16 来 完成 . 

第 二 种 是 ,证 明 恒 等 映射 ;: | K’1->|KK| 有 一 个 单纯 到 近 g: 
kK“ 一 KK, 它 诱导 一 个 同调 的 同 构 g , . 这 种 步骤 目 然 是 代数 的 ,而 
县 我 们 将 在 $17 来 完成 . 

另外 由 h 诱导 的 同 态 及 :日 ,(K) 一 日 ,{L) 可 由 等 式 及 ,= 
f.*g， 定义 . 结果 ,就 像 我 们 在 3 18 中 将 要 看 到 的 那样 ,对 于 这 
个 诱导 同 态 来 说 , “孙子 性 质 ”" 仍 然 成 立 . 

" iQ2 :+ 


对 相对 同调 的 应 用 


土 面 关 于 单纯 逼近 的 结果 可 以 毫 无 困难 地 推广 到 相对 同调 
中 
引 理 14.4 令 h:|K| 一 |L| 关 于 和 L 上 满足 星 形 性 质 ,并 
设 且 把 | Ko| 映 射 到 | 上 Lo | 中 . 
(a) hh 的 任何 单纯 逼近 太 民 一 工 仍然 把 | Ko | 映射 到 | 上 ,| 中 ; 
而 且 了 在 关上 的 限制 是 卢 在 | 开 o| 上 的 限制 的 一 个 单纯 逼近 . 
(b) 有 的 任何 两 个 单纯 逼近 太 ,g 作为 成 对 的 映射 是 连接 的 . 
证 明 令 了 ,g 是 有 的 两 个 单纯 逼近 . 给 定 o€ Ko, 选取 
Into , 令 工 是 L 的 单 形 且 使 得 h(xz)EIntr. 因为 把 |K, | 映射 到 
Lo | 中 ,所 以 单 形 <c 必 属于 Lo. 由 于 了 和 g 把 o 映射 成 rc 的 面 ,所 
以 它们 把 Ko 映射 到 工 , 中 ,而 且 作 为 成 对 的 映射 是 连接 的 . 
我 们 来 证 明 fix 是 天 在 |Ko| 上 的 限制 的 一 个 单纯 逼近 . 令 
v 是 KK 的 一 个 顶点 ,那么 St(v, Ko)= St(w,K) 门 | Ko|. 于 是 我 
们 可 推出 
h(St(v, Ko)IC Ah(St(v, K) NM A(K,|)) 
CSt(f(v),L) NILol 
= St(f(v), Lo). 
这 正 是 我 们 所 期 望 的 . 口 


习 题 


1. 考虑 例 1 的 映射 h:;|K| 一 |L|. 确定 六 有 多 少 个 不 同 的 单纯 逼近 六 
K 一 Lo. 令 了 上 和 8 是 两 个 这 样 的 单纯 逼近 ,选取 生成 Hi(K') 的 一 个 闭 链 
=, 并 求 工 的 一 个 链 4 使 得 34 = fs (=) 一 grhf(z). 
2. 两 个 映射 f,h:X 一 Y 之 间 的 同 伦 是 一 个 连续 映射 下 ;多 XI->Y, 其 
中 了 =[0,1], 使 得 F(z,0)= f(z) 和 F(x,1)= 有 h(xz) 对 所 有 xEX 成立. 
(a) 证 明 任 何 两 个 映射 f, 玉 :XR” 是 同 伦 的 . 公式 
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《 关 ) F(zrt) = (1— 1)fF(rx)+ th(zr) 
称 为 它们 之 间 的 直线 同 伦 . 

(b) 令 天 和 L 是 R 中 的 有 限 复 形 , 令 f:K 一 L 是 :1K1 一 |L1| 的 一 个 
单纯 通 近 . 证 明 ( x ) 式 定义 了 和 之 闻 的 一 个 同 伦 . 

" {c) 在 兵 和 工 不 是 有 限 的 情况 下 ,讨论 (人 b). (以 后 我 们 还 将 回 到 这 种 
情形 上 来 .) 


15 重心 重 分 


本 节 我 们 将 证 明 , 一 个 有 限 复 形 可 以 被 “ 细 分 "成 一 些 要 多 么 
小 就 有 多 么 小 的 单 形 . 这 个 几何 结果 在 本 章 我 们 研究 单纯 同调 时 
要 用 到 ,而 是 在 第 四 章 我 们 处 理 奇 异同 调 时 还 要 再 次 用 到 . 

定义 令 玉 是 LB 中 的 一 个 几何 复 形 . 如 果 一 个 复 形 兵 满 
足 : 

(1) K “的 每 一 个 单 形 均 包含 在 K 的 一 个 单 形 之 中 . 

(2) K 的 每 个 单 形 都 是 KK 的 有 限 个 单 形 的 并 . 
那么 我 们 把 K' 称 为 K 的 一 个 重 分 . 

这 些 条 件 蕴 涵 着 K 的 所 有 单 形 之 并 等 于 天 的 所 有 单 形 之 
并 , 即 |K | 与 |1K | 作为 集合 是 相等 的 . 容易 证 实 条 件 (2) 的 有 限 性 
部 分 保证 了 1K | 与 | 六 | 作 为 拓扑 空间 是 相等 的 . 

请 注意 到 ,如 果 天 "是 天 "的 一 个 重 分 ,而 且 K' 又 是 K 的 一 个 
重 分 ,那么 K 是 K 的 一 个 重 分 . 

再 注意 到 ,如 果 KK' 是 KK 的 一 个 重 分 ,并 有 日 Ko 是 天 的 一 个 子 
复 形 ,那么 “的 所 有 在 | Ko | 中 的 单 形 组 成 的 集 族 ,自动 地 就 是 
K。 的 一 个 重 分 . 我 们 把 它 称 为 Ko 的 由 到 诱导 的 重 分 ， 

为 了 以 后 应 用 ,我 们 特别 提 到 下 列 引 理 . 

引 理 15.1 令 K 是 KK 的 一 个 重 分 . 那么 对 开 的 每 个 顶点 
,都 有 天 的 一 个 顶点 已 ,使 得 

St(w,K’) CT St(v,K). 
实际 上 ,如 果 go 的 一 个 单 形 使 得 忆 EE Inte, 那 么 当 w 是 o 的 一 个 顶 
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点 时 ,上 述 包 含 关系 严格 地 成 立 . 

证 明 如果 这 个 包含 关系 成 立 , 那 么 由 于 w 属于 St (ww， 
并 ) ,所 以 ww 必定 在 KK 的 革 个 以 zw 为 顶点 的 开 单 形 中 . 

反之 , 设 EInto 并 且 是 sg 的 一 个 项 点. 那么 只 要 证 明 下 
式 成 立 就 行 了 ， 

IKI— St(v,K) CIKI- St(w,K'). 
这 个 包含 关系 左边 的 集合 是 KK 的 所 有 不 以 wo 为 顶点 的 单 形 之 并 . 
因此 它 也 是 K 的 单 形 + 之 并 . 因为 wEIntoCSt(wv, 尺 ), 所 以 任 
何 这 样 的 单 形 在 |K| 一 St(w,K ) 中 . [1 

例 1 令 天 由 1 维 单 形 10,1] 和 它 的 顶点 组 成 . 令 工 由 各 1 
维 单 形 [1/(n +1),1/n1( 其 中 % 为 整数 ) 和 它们 的 项 点 以 及 顶点 0 
组 成 . 那么 作为 集合 |L|= |K|, 但 是 作为 拓扑 空间 是 不 相等 的 . 
除了 条 件 (2) 中 的 有 限 性 之 外 , 工 满足 重 分 的 其 它 所 有 条 忻 . 

例 2 令 荆 是 由 一 个 2 维 单 形 ec 及 其 面 组 成 的 复 形 . 图 15.1 
中 所 示 的 Bde 的 重 分 K 可 以 通过 构成 锥 ww * KK 而 扩张 成 5 的 一 
个 重 分 3 ,其 中 w 是 c 的 一 个 内 点 ,我 们 把 重 分 2 称 作 是 “从 点 
w 构造 KK 上 的 星 形 ”而 得 到 的 . 这 种 重 分 复 形 的 方法 将 被 证 明 是 
非常 有 用 的 . 


图 15.1 


现在 我 们 来 描述 一 般 重 分 复 形 的 “ 星 形 化 "方法 . 我 们 将 需要 
下 面 的 引 理 ,其 证 明 是 容易 的 . 

引 理 15.2 如 果 KK 是 一 个 复 形 ,那么 KK 的 子 复 形 的 任何 集 
族 的 交 都 是 的 一 个 子 复 形 . 反之 ,如 果 |K,| 就 色 中 复 形 的 一 
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个 集 族 ,而 且 每 一 对 子 复 形 的 交 | 开 .| 门 | 攻 p| 是 一 个 子 复 形 的 可 剖 
空间 ,这 个 子 复 形 既是 KK。 的 子 复 形 又 是 Ks 的 子 复 形 ,那么 并 
K。 也 是 一 个 子 复 形 . [L 

我 们 构造 重 分 的 方法 是 一 种 分 步 进行 的 方法 . 现在 我 们 来 描 
述 这 个 过 程 中 的 一 个 步 又 . 

定义 令 KK 是 一 个 复 形 , 设 上 ,是 K 的 户 维 上 骨架 的 一 个 重 
分 . 令 a 是 K 的 一 个 p+1 维 单 形 . 集合 Bdo 是 K 的 p 维 骨 架 的 
一 个 子 复 形 的 可 前 空间 ,并 因 兹 是 L, 的 一 个 子 复 形 的 可 谢 室 间 . 
我 们 把 后 一 个 子 复 形 记 作 L,. 如 果 w, 是 o 的 一 个 内 点 ,那么 锥 
rw * 工 , 是 一 个 底 空间 为 o 的 复 形 . 我 们 定义 L,,i1 是 工 , 与 复 形 
ws * 上 ,在 o 遍历 K 的 所 有 p+1 维 单 形 时 的 并 . 我 们 将 证 明 工 ,: 
是 一 个 复 形 ,并 且 把 它 称 作 是 从 点 w, 作 工 上 的 旺 形 而 得 到 的 
K 和 的 重 分 ， 

为 了 验证 上 ,,1 是 一 个 复 形 ,我 们 指出 

lw * L,I[ilL,|= Bdo, 

它 是 mw。 * L, 和 上 , 的 公共 子 复 形 上 , 的 可 齐 空 间 . 类 似 地 ,如 果 = 
是 KK 的 男 一 个 p+1 维 单 形 ,那么 空间 | w, * 工 , | 和 | wx* 工 , | 交 
于 天 的 单 形 a7, 它 是 L, 的 一 个 子 复 形 的 可 剂 空间 , 且 因 此 是 
L, 和 和 上, 的 公共 子 复 形 的 可 前 空间 . 从 引 理 15.2 可 知 ,上 L,,1 是 一 
个 复 形 . 

由 于 复 形 工 ,依赖 于 点 w, 的 选取 ,那么 选取 o 的 一 个 “上 典 
型 "的 内 点 用 来 构 作 星 形 常 党 是 方便 的 . 通常 这 种 点 由 下 面 的 定 
义 给 出 . 

定义 ”如 果 so= vo…v, ,那么 我 们 把 a 的 重心 定义 为 点 


它 是 Into 中 关于 ce 的 所 有 顶点 的 重心 坐标 都 相等 的 点 . 
如 果 a 是 1 维 单 形 , 那 么 6 就 是 它 的 中 点 . 如 果 o 是 0 维 单 
* 106 ， 


形 ,那么 了 =a. 一 般 , 了 等 于 a 的 形 心 ,但 这 个 事实 对 我 们 并 不 重 
要 


现在 我 们 来 描述 构造 重 分 的 一 般 方 法 . 

定义 ” 令 是 一 个 复 形 . 我 们 定义 的 骨架 的 一 系列 重 分 
如 下 : 令 Le= 天 到 是 天 的 0 维 骨 哥 . 一般, 车 IL, 是 K 的 p 维 骨 
架 的 一 个 重 分 ,那么 令 上 ,,1 是 从 K 的 p+1 维 单 形 的 重心 构 作 工 ， 
上 的 星 形 而 得 到 的 p+ 1 维 骨 架 的 重 分 . 由 引 理 15.2, 复 形 工 , 的 
并 是 KK 的 一 个 重 分 . 我 们 把 它 称 为 K 的 首次 重心 重 分 ,并 且 记 作 
sdK. 

如 果 已 经 构成 复 形 sdK ,那么 我 们 又 能 构造 它 的 重心 重 分 sd 
(sdK ), 记 为 sE K, 我 们 把 这 个 复 形 称 为 KK 的 第 二 次 重心 重 分 . 
类 似 地 ,一 般 我 们 可 以 定义 sd"K. 

在 某 些 场合 ,对 首次 重心 重 分 的 单 形 有 一 个 具体 摘 述 是 方便 
的 . 现在 我 们 就 给 出 这 样 一 种 描述 . 让 我 们 利用 记号 cl > cz 表示 
“02 是 Gs 的 一 个 真 面 ”. 

引 理 15.3 复 形 sdK 等 于 所 有 形 如 

F162 
的 单 形 的 集合 ,其 中 gj 六 gj>… 这 0 、 

证 明 ”我 们 利用 数学 归纳 法 证 明 这 个 事实 . sdK 的 在 KK 的 
重 分 中 的 单 形 具有 这 种 形式 是 直接 的 事实 . (每 一 个 这 样 的 单 形 
是 KK 的 一 个 顶点 ,而 对 于 一 个 顶点 来 说 ,= vw.) 

现在 设 sdK 的 在 | K'* | 中 的 每 一 个 单 形 都 具有 这 样 的 形式 . 
令 z 是 sdK 的 在 |K%*'? | 中 但 不 在 |K‘* | 中 的 一 个 单 形 . 那么 * 
是 复 形 6 * 工 。 中 的 一 个 单 形 ,其 中 o 是 天 的 一 个 p+1 维 单 形 而 
L, 是 由 sa 的 真 面 组 成 的 复 形 的 首次 重心 重 分 . 由 归纳 假设 ,L, 的 
每 一 个 单 形 具有 $15，,… 人 ,的 形式 ,这 里 s1 之 oy>…>6o, ,而 且 
o; 是 o 的 一 个 真 面 . 那么 r 必然 具有 形式 

EF Hh1 他人 
从 而 它 已 具有 我 们 所 要 求 的 形式 . 口 
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例 3 考虑 图 15.2 所 示 的 复 形 K. 在 图 中 国 出 了 它 的 首次 
重心 重 分 和 第 二 次 重心 重 分 , 请 注意 到 sdK 的 每 一 个 单 形 都 具 
有 引 理 15.3 中 所 描述 的 形式 . 另外 再 注意 到 sd"K 的 单 形 的 大 小 
是 如 何 随 着 ” 的 增加 而 迅速 地 减 小 . 这 是 一 个 普遍 的 事实 ,我 们 
马上 就 要 证 明 它 . 


图 15.2 


定理 15,4 给 定 一 个 有 限 复 形 上 ,给 出 KK 的 一 种 度量 ,并 给 
定 e>0, 则 存在 一 个 NN 使 得 sdK 的 每 个 单 形 的 直径 都 小 于 e. 

证 明 因为 kK 是 有 限 的 ,所 以 |K | 是 它 所 在 的 Euclid 空间 
了 的 子 空间 . 因为 |K| 是 紧 的 ,所 以 这 与 我 们 对 |K | 使 用 哪 种 度 
量 是 无 关 的 .( 因 为 如 果 ad, 和 ds, 是 |K | 的 两 种 度量 ,那么 (| K|， 
di ) 到 (| 并 | ,dz) 的 恒 等 映射 是 一 致 连续 的 . 因而 给 定 e >0, 就 存 
在 8>>0 使 得 直径 按 d, 小 于 的 任何 集合 按 d2 的 直径 小 于 s.) 
因此 我 们 不 妨 就 用 E' 的 度量 , 即 

| 之 一 = maxl|zr,—Y,|. 
第 一 步 ” 我 们 证 明 如 果 o = vo…w。 是 一 个 单 形 , 那 么 ec 的 直 
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径 ! = maxlv 一 v|, 它 是 o 的 顶点 之 间 的 最 大 距离 . 因为 v; ,局 
Eco, 所 以 ,diamc 之 !. 我 们 还 需要 证 明 反 回 不 等 式 . 

我 们 首先 证 明 | z - | 委 ! 对 每 一 个 xEo 成 立 . 在 E/ 中考 
虑 由 等 式 

Ci 一 iz|llzxz- vl 

定义 的 v; 点 的 半径 为 ! 的 闭 邻 域 . 可 以 验证 这 个 集合 是 凸 的 . 因 
此 ,由 于 它 包含 c 的 所 有 顶点 ,所 以 它 必 包含 整个 a. 于 是 
| 之 一 芭 | 委 对 所 有 zEc 成 立 . 

然后 我 们 来 证 明 |z- z| 委 /对 所 有 z,zEc 成 立 , 从 而 如 所 
要 求 的 那样 有 diamo 志 1. 给 定 z ,考虑 财 邻 域 C(x;1). 由 上 一 段 
的 结果 ,这 个 集合 包含 o 的 所 有 顶点 . 由 于 C(x; 站 是否 的 ,所 以 
它 包 含 整个 c. 因而 | z - zx| 委 ! 对 所 有 zz,zxEc 成 六 ， 

第 二 步 ” 我 们 证 明 如 果 oa 的 维 数 是 5 ,那么 对 一 切 z€ 6， 


[人 一 | 所 diamo . 


p 
办 守 


为 此 ,我 们 做 计算 


| vo 一 了 = 


» 
< 了 | 有 Two) 


i=1 


F ] 
Un 一 > pti™ 


1 一 站 


< mx | wo 一 vw, (< FTdiamo. 
对 |v; -| 可 做 类 似 的 计算 . 因此 4 的 半径 为 5 Tdiama 的 闭 令 
域 包 含 o 的 所 有 顶点 . 由 于 该 邻 域 是 凸 的 ,所 以 它 包含 o. 
第 三 步 ” 我 们 要 证 明 , 如 果 zz 是 一 个 p 维 单 形 并 且 z+ 是 ce 的 
首次 重心 重 分 中 的 一 个 单 形 ,那么 


diamo . 


， p 
diamr < 3 


我 们 用 数学 归纳 法 进行 证 明 . 对 于 p =0, 结 果 是 平 几 的 . 假 

设 结 论 在 维 数 小 于 p 时 成 立 . 令 o 是 一 个 p 维 单 形 . 考虑 到 定理 

15.3 和 上 面 的 第 一 步 , 只 要 证 明 恕 果 s 和 s 是 o 的 面 使 得 ss ， 
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那么 


如 果 * 是 o 自身 ,那么 这 个 不 等 式 可 从 第 二 步 得 出 . 如 果 * 是 o 的 
维 数 是 g 的 真 面 ,那么 

diams < 

第 一 个 不 等 式 由 归纳 公设 得 出 ,而 第 二 个 不 等 式 可 从 以 下 事实 得 
出 :对 于 x >0 来 说 ,函数 /x)= 一 二] 是 递增 的 . 

第 四 步 ” 令 KK 的 维 数 是 ; 令 d 是 K 之 单 形 的 最 大 直径 . K 

的 第 N 次 重心 重 分 的 单 形 的 最 大 直径 是 (- 持 了 】d. 当 N 充分 大 

时 ,该 数 必 小 于 。， 图 


diamso . 


习 题 


1. 令 下 是 一 个 复 形 ,zxoE1K|. 

(a) 证 明和 存在 K 的 一 个 重 分 使 其 顶点 集 包 含 zo. 

“《b) 证 明 存在 KK 的 一 个 重 分 使 其 顶点 集 由 xzo 和 上 的 顶点 组 成 . 

2. 如 果 wf 和 免 是 两 个 集 谍 ; 若 对 每 一 个 BE 久 都 有 一 个 AE wx 使 得 B 
一 4 ,那么 我 就 说 色 加 细 到 

对 于 一 个 空间 XX 来 说 ,如 果 有 一 个 整数 mx 满足 下 列 条 件 : 对 X 的 每 一 
个 开 覆 盖 wx, 都 有 X 的 一 个 加 细 的 开 和 覆盖 男 使 得 贸 的 任何 点 都 不 会 在 多 
的 多 于 mx + 1 个 元 中 ,那么 我 们 就 说 空间 X 具有 有 限 的 机 盖 扒 数 . 

这 样 一 个 空间 的 覆盖 难 数 是 使 这 个 条 件 成 立 的 最 小 整数 mn. 

(a) 证 明 离 散 集 合 的 覆盖 维 数 是 0. 

(b) 证 明 [0,1] 的 覆盖 维 数 是 1. 

(c) 证 明 如 果 X 的 覆盖 维 数 是 wx, 那么 X 的 任何 子 空间 4 的 覆盖 维 数 
至 多 是 mm. 

(d) 证 明 如 果 KK 是 一 个 mn 维 的 有 限 复 形 ,那么 iK | 的 覆盖 维 数 存 在 且 
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至 多 是 m. (以 后 我 们 将 会 看 到 它 恰 好 是 x. ) 


$16 单纯 逼近 定理 


现在 我 们 来 证 明 , 如 果 :Ki 一 |L| 是 一 个 连续 映射 ,那么 
就 有 K 的 一 个 重 分 K 使 得 h 有 一 个 单纯 帝 近 f:K' 一 L. 当 玉 为 
有 限 复 形 时 ,证明 容易 从 上 一 节 的 结果 得 出 ; 只 需 作 重 心 重 分 就 行 
了 . 对 于 一 般 情 形 则 需要 一 种 称 为 广义 重心 重 分 的 稍微 复杂 一 点 
的 重 分 方法 , 稍 后 我 们 就 将 描述 它 . 

定理 16.1({ 有 限 单纯 逼近 定理 ) 令 民 和 上 是 复 形 , 并 且 五 
是 有 限 的 . 给 定 一 个 连续 映射 :|KK| 一 | 工 | ,那么 麻 在 一 个 N 使 
得 疡 有 一 个 单纯 逼近 矿 ;sd 天 一 工 . 

证 明 当 w 遍历 上 的 顶点 时 ,用 开 集 关 (Stw ) 就 能 覆盖 | 
K|. 于 是 给 定 紧 度 量 空间 K 的 这 个 开 覆 盖 ,就 有 一 个 数 1 ,使 
得 直径 小 于 4 的 任何 集合 都 在 x 的 一 个 元 素 之 中 ,我 们 把 这 个 数 
称 为 x 的 Lebesgue 数 . 如 果 没 有 这 样 的 和, 则 我 们 能 够 选取 一 个 
集合 序列 C, ,其 中 C, 直径 小 于 二 ,但 不 能 在 的 任何 一 个 元 素 
之 中 . 选取 zx, € C, ;由 紧 性 , 必 有 某 个 子 序列 zx, 收敛 ,比如 说 收 
钙 于 zx. 于 是 对 某 个 AE wt, 有 xEA. 因为 A 是 开 的 ,所 以 对 于 
充分 大 的 i, 它 就 包含 C,. 这 与 序列 C, 的 构造 法 矛盾 . 

选取 N 使 得 sd*K 中 的 每 个 单 形 直径 小 于 4/2. 那么 在 sd 天 
中 ,一 个 顶点 的 每 个 星 形 直径 都 小 于 A ,因而 它 在 这 些 集 合 hh 
(Stw) 之 一 中 , 那么 h:|K1>|L| 关 于 sd“K 和 L 满足 星 形 条 件 ， 
于 是 所 要 求 的 单纯 逼近 存在 . 口 

作为 返回 重心 重 分 的 广义 形式 的 预备 步骤 ,我 们 来 说 明 怎 样 
以 一 种 使 得 一 个 给 定 的 子 复 形 Ko 保持 不 变 的 方式 重 分 复 形 K. 

定义 ” 令 KK 是 一 个 复 形 ; 令 Ko 是 一 个 子 复 形 . 我 们 定义 KK 
的 骨架 的 一 系列 重 分 如 下 : 令 J。 = Km. 一 般 地 , 设 J 是 KK 的 p 

”和 : 


维 骨 架 的 一 个 重 分 ,而 且 K。 的 每 一 个 不 超过 p 维 的 单 形 属于 J]. 
定义 J ,1 是 复 形 J, 和 所 有 属于 Ko 的 p +1 维 单 形 c 以 及 当 o 遍 
历 K 的 不 在 K。 中 的 所 有 p+1 维 单 形 时 的 锥 5 * J 的 并 .( 这 里 
J, 蚌 J 的 子 复 形 ,其 可 前 空间 是 Bdo. ) 各 复 形 J], 的 并 是 的 一 
个 子 复 形 , 记 为 sd( KiKo), 并 且 称 为 保持 K。 不 动 的 的 首次 重 
心 重 分 . 

如 同 重心 重 分 的 情形 一 样 ,现在 这 个 过 程 可 以 重复 进行 . 复 
形 sd(sd(K/Ko)/Ko) 称 为 保持 Ko 不 动 的 KK 的 第 二 次 重心 重 分 ， 
并 是 记 为 sd (KiKo), 等 等 . 

例 1 图 16.1 说 明了 复 形 K 的 首次 重心 重 分 sdK 和 保持 复 
形 Ko 不 动 的 首次 重心 重 分 sd( 区 /Ko) 


A sd sd (K/Ko) 


图 16.1 


为 了 证 明 一 般 的 单纯 逼近 定理 ,只 是 重复 进行 重心 重 分 是 不 
够 的 . 因为 在 定理 16.1 的 证 明 中 所 使 用 的 关于 Lebesgue 数 的 论 
证 要 求 空间 |KK| 是 紧 的 . 对 于 一 般 复 形 K 而 言 ,作为 衡量 一 个 单 
形 必须 被 细 分 的 程度 的 数 4 可 能 随 着 单 形 的 不 同 而 变化 .因而 我 
们 必须 推广 重心 重 分 的 概念 以 考虑 到 这 种 可 能 性 . 

定义 令 K 是 一 个 复 形 . 令 N 是 这 样 一 个 函数 , 它 对 上 的 
每 一 个 正 维 数 的 单 形 e 指派 一 个 非 负 整数 N(o). 我 们 构造 KK 的 
一 个 重 分 如 下 : 令 Lo = KK . 一 般 设 工 , 是 K 的 p 维 骨 架 的 一 个 
重 分 . 对 于 K 的 每 个 p+1 维 单 形 o, 令 L 是 工 。 的 一 个 子 复 形 ， 
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其 可 神 空 间 是 Bdc. 构造 锥 8 x 工 然后 N(o) 次 重心 重 分 这 个 
锥 ,而 保持 L, 不 动 . 定义 上,,! 是 上, 和 复 形 

sd “(5 * L/L,) 
在 表 历 KK 的 所 有 p+1 维 单 形 时 的 并 . 那么 Li 是 K 的 pt+1 
维 骨 染 的 一 个 重 分 . 复 形 L, 的 并 是 KK 的 一 个 重 分 ,我 们 把 它 称 
为 天 的 相应 于 函数 N(s ) 的 广义 重心 重 分 . 

本 节 的 剩余 部 分 将 专门 用 来 说 明 这 种 广义 重心 重 分 对 于 证 明 
一 般 单纯 逼近 和 定理 是 适宜 的 . 证 明 中 所 涉及 的 方法 以 后 在 本 书 中 
将 不 再 用 到 . 因而 读者 可 以 略 过 其 细节 ,而 且 如 果 你 愿意 也 司 以 
仪 任 信 和 念 接受 这 个 定理 . 

一 般 当 我 们 把 复 形 sd( K/Ko) 与 复 形 sdK 进行 比较 时 ,要 记 
住 图 16.1. 

引 理 16.2 令 Ko 是 KK 的 一 个 子 复 形 . 

(a) 如 果 工 是 sd(KjKo) 的 一 个 单 形 , 那 么 工具 有 形式 

Tt = O00 VY,, 
其 中 s= 二 vo…wv, 有 是 Ko 的 一 个 单 形 ,而 01"*0, 是 民 的 不 在 区 ,中 
的 单 形 , 而 且 o1 >…>0, > s. 

(b) 无 论 ro up 还 是 G1… 人 8, 都 有 可 能 在 表达 式 中 不 出 现 . 
当 且 仅 当 vo… wv， 不 出 现时 , 单 形 r 与 1K | 不 相交 . 在 这 种 情况 
,rR sdK 的 一 个 单 形 ， 

证 明 (a) 在 rz 在 jn 中 , 则 结果 成 立 , 一 般 地 , 令 z 是 ] ,的 
一 个 不 在 J 中 的 单 形 . 那么 ,或 者 rt 属于 Ko ,在 这 种 情况 下 ,r 具 
有 vo…wv, 的 形式 ,或 者 rz 属于 一 个 锥 ox* J,. 于 是 由 归纳 假设 ， 
J 的 每 一 个 单 形 都 具有 5 1.… 5 v0… vw 的 形式 ,其 中 c 盖 ci 那 
么 正如 所 期 一 的 那样 ,rz 具有 形式 6 814… 6 Vo,， 

(b) 令 r= po 如果 v…zw 不 从 表达 式 中 消失 ， 
那么 + 至 少 在 vo0… vw。 与 | Ko | 相交 . 反之 ,如 果 集 合 z 门 | K, | 非 
室 ,那么 它 包 舍 r 的 一 个 面 , 从 而 包含 r 的 一 个 项 点 . 因为 点 61， 

.113 ， 


一 ;了 中 的 任何 一 个 都 不 在 | Ko | 中 ,所 以 wo…v 不 可 能 消失 . 
[| 

为 证 明 一 般 单 纯 识 近 定 理 , 我 们 就 需要 证 明 给 定 一 个 任意 连 
续 上 映射: |K1 一 |L | ,都 存在 K 的 一 个 重 分 K “使 得 A 关于 K“ 和 和 
L 满足 星 形 条 件 . 这 等 价 于 说 ,如 果 .x 是 由 

= hh (Stw, 上 ) | rw 为 上 的 顶点 | 
定义 的 的 开 覆 盖 ,那么 存在 天 的 一 个 重 分 开 使 的 开 星 形 族 
顷 = 1St(v,KK')1wv 是 KK 的 项 点 | 

加 细 x， (回想 到 , 集 族 % 加 细 集 族 x 是 指 对 务 的 每 一 个 元 素 B， 
都 有 wxY 的 一 个 元 素 A 包含 B.) 

为 了 完成 证 明 ,实际 上 我 们 需要 证 明 一 个 比 这 更 强 一 点 的 结 
果 . 我 们 将 构造 KK 的 一 个 足够 细 的 重 分 天 使 得 区 中 的 财 星 形 族 
[st(o, 开 人 加 细 集 族 x 

下 面 的 引 理 给 出 了 论证 的 关键 , 它 使 我 们 能 够 把 证 明 的 归纳 
步 双 进行 到 底 . 

引 理 16.3 令 尺 =pxB 是 有 复 限 形 B 上 的 一 个 锥 . 令 
是 |KK| 的 一 个 开 改 盖 . 设 有 一 个 阴 数 对 复 形 B 的 每 一 个 顶点 v 指 
派 邓 的 一 个 元 素 A, 使 得 

St(v,B)C A,, 
那么 就 有 一 个 N 使 得 重 分 sd (KB ) 的 闭 星 形 族 加 细 ,而 且 使 
得 对 于 B 的 每 个 顶点 vv， 
St(v,sd"(K/B)) CA 

证 明 ”我 们 假定 对 于 某 个 mx ,1B| 在 R”"x0 中 ,而 且 p= (0， 
00,1) 在 R”xR 中 . 今 n=dimK. 

第 一 步 一 般 当 N 增 大 时 ,sd* (KjB) 的 单 形 的 最 大 直径 未 
必 赵 于 零 . 因为 当 c 有 一 个 正 维 数 的 面 在 B 中 时 ,这 个 面 从 不 被 
重 分 . 然而 当 N 增 大 时 ,与 平面 R” x0 相交 的 单 形 越 来 越 靠近 这 
个 平面 却 也 是 事实 . 更 一 般 地 ,我 们 证 明 如 果 K 是 KK 的 任何 一 个 
保持 B 不 动 的 重 分 ,而 且 区 的 与 R”x0 相交 的 单 形 位 于 带 形 域 


114: 


R”x[0,ej] 内 ,那么 sd(K 1B) 的 与 R”x0 相交 的 任何 单 形 + 在 


带 域 R* x [0, 二 + ] 中 . 


像 在 引 理 16.2 中 那样 , 单 形 tz 具有 形式 2 .… 5 .vo… wv,; 假 
定 与 R”xXx0 相交 ,但 不 在 其 内 ,那么 无 论 61… 6。 还 是 vo…%， 
都 不 会 从 这 个 表达 式 中 消失 . 每 个 顶点 vw, 都 位 于 R”x0 内 . 

考虑 工 的 顶点 了 了;. KK 的 单 形 e 与 R”x0 相交 ,因为 a; kl 
vo"… D0, 为 面 ,因此 o;CR”x[0,ej]. 令 orz 是 o 的 顶点 ,并 
且 令 x:R” x RR 是 到 最 后 一 个 坐标 上 的 射影 . 那么 对 i =0， 
ww) 二 e ;并 且 x(w;)= 二 0 有 至少 对 一 个 i 成立. 我 们 计算 


因而 r 的 每 个 顶点 在 集合 R” x [0， 
由 和 的 ,所 以 zf 全 在 其 中 . 

第 二 步 ” 为 了 方便 , 令 K、 表示 复 形 sd "(K1B). 我 们 证 明 有 
一 个 整数 No 使 得 当 六 之 No 时 就 有 对 B 的 每 个 顶点 v， 
(x*) St(v, K,)CA.. 
这 是 我 们 要 证 明 的 一 部 分 . 

给 定 St(v,B)CA,. 我 们 断言 能 够 选取 6 >0 使 得 对 于 每 个 
vB, 


ej 中 . 因为 这 个 集合 是 


ee 


St(v,K) (| (R”™ x [0,6]) CA 
参看 图 16.2. 为 证 明 这 个 论断 ,考虑 由 p(x,t)=(1-t)xz+ip 
定义 的 连续 映射 p:1B|1x1I 一 |1K|. 因为 K 是 B 上 的 一 个 锥 ,所 
以 pb 把 St(v,B)xI 映 射 到 St(v,K) 上 . 而 且 , o 保持 最 后 一 个 
坐标 不 变 , 因 为 
no(x,t)= (1 i)r(zr) + xr(p) 
= {1-1):0+t:.1= x{zx,t). 
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St(v,B8) xX1 


16.2 


由 于 St(v,B) 是 一 个 紧 集 ,从 而 一 般 拓 扑 学 中 的 “管状 引 理 ” 
使 我 们 能 够 选取 5 使 得 
St(v,B) x{0,6] Co (A,). 
(更 直接 地 ,我 们 可 以 用 有 限 多 个 形 如 U, x [10,651 的 ,而 且 每 个 都 
在 。 “(A,) 中 的 集合 来 覆盖 St(wv, 了) x 0; 那 么 可 选取 8 = 
min;. ) 由 此 可 知 , 正 如 我 们 所 期 望 的 那样 ,集合 
olSt(v,B) x [0,3]) = St(v,K) N(R™ x [0,61) 
在 A, 中 . 
现在 我 们 就 可 以 来 选取 No. 应 用 第 一 步 ,我 们 可 选取 Nu 使 
得 对 于 N 之 No ,Kw 的 每 个 与 R”x0 相交 的 单 形 在 R” x [0,5] 
中 . 于 是 ,车 wv 是 B 的 一 个 顶点 , 则 集合 St(v, Kn ) 在 R" x[0,5] 
中 . 由 于 这 个 集合 也 在 St(w, KK ) 中 ,所 以 它 在 A, 中 ,这 正 是 我 们 
所 期 痕 的 . 
第 三 步 ”现在 我 们 把 整数 Ne 固定 . 考虑 复 形 Kw ,. 令 P 
是 Kn ;1 的 所 有 与 B 相交 的 单 形 之 并 . 令 Q 是 Kn ,1 的 不 与 B 相 
交 的 所 有 单 形 之 并 . 参看 图 16.3. 我 们 要 证 明 下 述 结论 :如 果 N 
之 No+1, 那 么 对 于 Kn 的 在 P 中 但 不 在 |B| 中 的 每 一 个 顶点 四， 
有 光 的 一 个 元 素 A 使 得 
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(关头 ) St(w, Kv) CA. 

我 们 首先 在 N = No +1 的 情况 下 证 明 ( x x ) 式 . 由 定义 , 现 
在 PP 是 Kn + 的 一 个 子 复 形 的 可 剂 空间 , 如 果 ww 是 Kn +1 的 一 个 
在 P 中 但 不 在 B 中 的 顶点 ,那么 由 引 理 16.2, 对 Kn 的 某 个 与 B 
相交 但 不 在 B 中 的 单 形 so, 有 w= 5. 参看 图 16.4. 令 wv 是 oa 的 在 
B 中 的 一 个 顶点 . 因为 w 在 Inte 中 ,所 以 由 引 理 15.1, 我 们 有 

St(w, Kyu) CC St(v, Ky ). 
那么 由 第 二 步 的 ( * ) 式 ， 
St(w, Kyn) CSt(v,Ky ) CA 

现在 我 们 在 N > No +1 的 情况 下 证 明 ( * * ) 式 . 如 果 ww 是 
Kn 的 一 个 位 于 已 中 的 顶点 ,那么 对 于 Kn +1 的 某 个 在 PP 中 的 顶 
入 多 ,点 有 tw ESt(w, Kn +1). 男 外 ,由 引 理 15.1,St(w ,Kn)C 
St(w, Kn +1). 于 是 ,(* * ) 式 从 上 一 段 的 结果 即 可 得 出 . 


Uv 


图 16.4 


第 四 步 ”现在 我 们 来 完成 证 明 . 令 4 是 ]KK| 的 开 铸 盖 x 的 一 

个 Lebesgue 数 Ky rw- 考虑 空间 QQ. 它 是 Kn ,1 的 子 复 形 本 的 

可 剂 空间 . 由 上 面 的 引 理 ,在 构成 重 分 Kw ;的 过 程 中 ,J 的 每 个 

单 形 痢 被 施 以 重心 重 分 . 因而 Ks ,2 以 sdj 作为 一 个 子 复 形 . 重 
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复 这 个 论证 过 程 ,我们 看 到 ,一 般 Kw rw 以 sd 了 作为 一 个 子 复 
形 . 

选取 M 充分 大 以 使 得 sd™J 的 每 个 单 形 的 直径 小 于 A/2. 那 
么 当 N 宇 No+1+ M 且 w 是 Kw 的 一 个 不 在 PP 中 的 顶点 时 ,我们 
证 明 存 在 x 的 一 个 元 素 A 使 得 
(x) St(w, Ky) CA. 
考虑 到 由 于 w 不 在 P 中 ,所 以 Kw 的 每 一 个 以 ww 为 顶点 的 单 形 
必然 在 Q 中 ,从 而 必 在 sd 的 一 个 单 形 中 . 因此 ,St(w, Kn ) 的 
直径 小 于 1 ,所 以 它 在 多 的 一 个 元 素 中 . 

将 (* )、(* x*)、(x xx) 三 式 联合 就 证 明了 年 理 . 藉 

定理 16.4 令 开 是 一 个 复 形 ; 令 好 是 | 开 | 的 一 个 开 惟 盖 ， 那 
么 存在 开 的 一 个 广义 重心 重 分 KK 使 得 对 于 开 的 一 个 顶点 ww, 闭 
星 形 的 集 族 |St(w ,KK )| 加 细 4. 

证 明 ”我 们 分 步 进行 证 明 . 开始 ,我 们 令 Lo = K® ,并 且 对 
KK 的 每 个 顶点 v, 令 A, 表示 x 的 包含 v 的 一 个 元 . 

一 般 ,我 们 假定 K‘* 的 一 个 重 分 L, 已 经 给 出 ,而 且 给 定 了 一 
个 函数 f,, 它 对 上 , 的 每 个 顶点 vw 指定 地 的 一 个 元 A。 使 得 

St(w,L,) TE 

我 们 把 L, 扩张 成 K 的 p+1 维 骨 架 的 一 个 重 分 Lori ,并 且 按 我 
们 马上 就 要 描述 的 方式 扩张 成 一 个 函 煞 f+1. 

我 们 进行 如 下 :对 于 K 的 每 个 p+1 维 单 形 ,空间 Bdc 是 
Ls 的 一 个 子 复 形 工 , 的 可 放空 间 . 我 们 来 考虑 锥 5 * L,。. 由 上 面 
的 引 理 ,存在 一 个 整数 N(c) 使 得 ,如 果 我 们 置 

BO 
那么 下 列 条 件 成 立 :对 于 C(c) 的 每 个 属于 L, 的 项 点 wv。， 
St(v,C(o)) CC A,, 
而 对 于 C(c) 的 每 个 不 在 L, 中 的 顶点 ww, 奉 在 Yj 的 一 个 元 A 使 
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得 
St(mw,C(c)) CC 和. 

我 们 把 L, ,定义 为 上 , 和 复 形 C(o) 当 so 遍历 KK 的 p+1 维 单 形 
时 的 并 . 

如 果 v 是 工 , 的 一 个 顶点 ,那么 St(wv,L,,1) 是 集合 St(w, 工 ,) 
和 St(w,C(o)) 当 o 遍历 K 的 包含 v 的 p+1 维 单 形 时 的 并 . 由 构 
造 方法 可 知 ,这 些 集合 中 的 每 一 个 都 在 A, 中 ， 

另 一 方面 ,如果 w 是 ,的 一 个 不 在 L, 中 的 顶点 ,那么 ,中 
位 于 K 的 某 个 p +1 维 单 形 s 的 内 部 ,从 而 使 得 

St(w, Lo) = St(w,C(o)). 

后 一 集合 包含 在 x 的 某 个 元 A 中 ,我 们 就 把 ,1 (ww) 定 义 为 x 
的 这 样 一 个 元 A,,. 于 是 归纳 步 又 完成 . 

定理 随即 成 立 . 把 复 形 到 “定义 为 复 形 工 , 的 并 ,而 且 把 从 KK” 
的 顶点 到 汉 的 函数 f(v) = A, 定义 为 函数 的 并 . 那么 函数 了 
满足 定理 的 要 求 , 因 为 令 vv 是 K 的 一 个 顶点 , 则 对 某 个 p,wv 是 工 。 
的 顶点 ,而 且 对 所 有 上 & 守 0， 
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由 此 得 出 St(v,K’)CA,. 国 

定理 16.5( 一 般 单纯 逼近 定理 ) 令 开 和 了 是 复 形 ; 令 产 : 
KI->|L | 是 一 个 连续 映射 . 那么 存在 民 的 一 个 重 分 KK' 使 得 有 
有 一 个 单纯 逼近 三 : 开 一 ~ 二 . 

证 明 令 ww 是 在 w 遍历 L 的 顶点 时 ,由 各 开 集 产 -1(St( zw， 
L)) 组 成 的 | KK | 的 覆盖 . 选取 天 的 一 个 重 分 天 ,使 其 闭 星 形 加 细 
oA， 那么 关于 K 和 上 满足 星 形 条 件 . LL 


习 题 


1，(a) 利用 定理 16. 1 证明, 如 时 KK 和 工 是 有 限 复 形 生 dimK = m ,那么 
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任何 连续 映射 ;|K| 一 || 同 伦 于 一 个 把 映 入 L” 的 映射 ,其 中 上 和 是 
L 的 mm 维 骨 架 . [提示 :参看 $14 的 习题 2.1 

以 后 我 们 将 考虑 非 有 限 的 情况 . 

(b) 证 明 如 果 有: S*>S* 日 天 才 革 ,那么 下 同 伦 于 一 个 稼 瞻 射 . | 提示: 
任何 映射 f: 久 >S”" - p 同 伦 于 一 个 常 映 射 .] 

2. 邻 h:|KI 一 |L | 是 一 个 连续 上 映射 . 给 定 s>0, 证 明 分 别 有 氏 和 工 重 
分 K'" 和 上 “与 一 个 单纯 映射 f;K ~>L’ 使 得 对 于 |K | 中 的 所 有 z, | f(x) 一 
h(x)|<e. ; 

3. 证 明 : 如 果 是 m 维 复 形 ,那么 | K | 的 覆盖 维 数 至 少 是 m. (参看 
$ 15 的 习题 .) 


$ 17 重 分 的 代数 


现在 我 们 来 探讨 重 分 的 某 些 代数 结论 ,以 确定 重 分 对 于 同调 
群 所 起 的 作用 . 我 们 要 证 明 如 果 K 是 任何 复 形 而 K 是 KK 的 一 个 
重 分 ,那么 就 有 唯一 确定 的 链 映射 4:C,(K) 一 C,(K'), 称 为 重 分 
算 子 , 它 诱 导 同 调 群 的 同 构 . 而 且 , 如 果 g:K' 一 K 是 |K1 上 的 恒 
等 映射 的 任何 单纯 逼近 ,那么 1 和 gs 互 为 链 同 伦 逆 ,因而 g, 也 
是 一 个 同 构 . 

引 理 17.1 令 开 "是 K 的 一 个 重 分 . 那么 恒 等 映射 1:| 开 | 一 
| 狼 | 有 一 个 单纯 逼近 

g:k —kK. 

令 工 是 KK' 的 一 个 单 形 , 令 og 是 民 的 一 个 单 形 ;如 果 rtCC6, 那 么 
g(r)Co. 

证 明 由 引 理 15.1, 映 射 ? 有 一 个 单纯 还 近 g ,给 定 rCo, 令 
w 是 zt 的 一 个 顶点 . 那么 im 在 ce 的 内 部 或 者 在 o 的 一 个 面 的 内 
部 . 那么 由 引 理 14.1,g 把 w 映射 到 a 的 一 个 顶点 . L | 

定义 令 KK' 是 K 的 一 个 重 分 . 如 果 o 是 KK 的 一 个 单 形 , 那 
么 令 (oc) 表示 由 o 及 其 面 组 成 的 K 的 子 复 形 ,而 令 K'(a) 表 示 
可 剂 空 间 是 o 的 K 的 子 复 形 ， 
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定理 17.2( 代 数 重 分 定理 } 令 天 是 开 的 一 个 重 分 . 存在 唯 
一 的 一 个 保 桂 增 广 的 链 映射 
A:EK)— €(K') 
使 得 对 于 每 个 5,A{o) 均 由 KK'(o) 承 载 , 如 果 pg:K' 一 上 必 是 恒 等 
映射 的 一 个 单纯 衣 近 ,那么 A 和 gs, 是 同 伦 谤 ,因而 和 ,和 gg 都 是 
同 构 . 
我 们 把 4 称 为 重 分 算 子 . 
证 明 第 一 步 ” 我 们 首先 证 明 当 开 满足 对 于 每 个 ec 后 天 ,5 
的 诱导 重 分 K“(c) 是 零 调 的 这 一 条 件 时 定理 成 立 . 我 们 将 要 用 到 
定理 13.3, 即 零 调 承 载 子 定理 的 几何 形式 . 我 们 把 零 调 承 载 子 定 
义 如 下 : 
VCKemK’ 2G 
承载 子 炎 和 A 是 容易 定义 的 ;对 于 每 个 a€ KK ,我 们 置 
更 (ca) = Kt(o), 
A(oc)= K'(o). 
因为 复 形 K(oa) 由 一 个 单 形 及 其 面 组 成 ,所 以 它 是 零 调 的 ;而 且 由 
假设 复 形 K'(o) 是 零 调 的 . 对 于 零 调 承载 子 的 包含 条 件 是 直接 
的 ;如 时 so ,那么 KK(s)CK(g),K'(s)CK'(o). 
为 了 定义 8 和 人 甸 , 我 们 进行 如 下 ;对 于 每 个 单 形 rE K’, 令 oo, 
是 KK 的 使 得 tCo, 的 具有 最 小 维 数 的 单 形 , 于 是 ,车 t 是 + 的 一 
个 面 , 则 我 们 有 o,Co,. 考虑 到 既然 c 和 oa, 都 包含 上 ,所 以 它们 的 
交 也 包含 1; 又 因为 o, 具有 最 小 维 数 ,所 以 它 必然 等 于 这 个 交 . 我 
们 定义 
四 (rr) = Kt(o,), 
G(r) = K’(o,); 
这 两 个 复 形 都 是 零 调 的 . 因为 若 1 过 rt, 则 co Ce., 所 以 包含 条 件 
可 以 从 这 个 事实 得 出 . 参看 图 17.1, 它 在 KK' = sdK 的 情况 下 , 举 
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例 说 明了 这 些 承载 子 . 


| 2 一 一 一 一 一 ze Kor) 


图 17.1 


由 定理 13.3, 存 在 着 链 映射 》 和 8 
C,(K) = C,(K’) 


它们 是 保持 增 广 的 并 且 分 别 是 由 A 和 @ 承载 的 . 

由 于 恒 等 上 映射 C,(K)->C,(K)( 平 几 地 ) 是 由 刘 承载 的 . 我 
们 证 明 6。e4 也 是 由 更 承载 的 ;由 此 可 知 9.4 链 同 伦 于 恒 等 映 射 . 
如 果 so 是 KK 的 一 个 单 形 ,那么 M(c) 是 KK'(a) 的 一 个 链 . 由 于 在 
的 重 分 并 (c) 中 的 每 一 个 单 形 r 包含 在 a 中 ,由 此 co. 等 于 o 或 者 
5 的 一 个 面 . 不 论 哪 种 情况 , 只 要 rz 在 链 X(c) 中 出 现 ,那么 (rz) 
就 由 K(o.)CCK(o) 承 载 . 因而 6(4(o)) 是 KK(o) 的 一 个 链 , 从 而 
9°24 由 更 承载 . 
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恒 等 映 射 C,(K')->C,(K') 是 由 更 承载 的 ;因为 由 定义 r 包 
会 在 o, 中 ,所 以 f 是 Kg) 的 一 个 单 形 . 我 们 证 明 1*0 也 是 由 生 
承载 的 ,由 此 4.6 链 间 伦 于 恒 等 映 射 . 如 果 rE K ,那么 9(7r) 被 
o, 及 其 面 组 成 的 复 形 KK(o) 承 载 ,因而 它 等 于 o, 的 定 问 面 之 和 . 
因为 若是 c 的 任何 一 个 面 , 那 么 145) 争 天 (7)CK Ca) 承 载 ， 
和 由 此 可 知 ,正如 我 们 所 期 望 的 那样 ,M0(r) 是 由 天 (cc)= 画 (Cr) 限 
载 的 . 

上 面 的 讨论 不 依赖 于 链 上 映射 6 和 的 具体 选择 . 对 6 的 一 种 
选择 是 链 有 映射 g, ;由 上 面 的 引 理 可 知 ,g; 由 9 承载 , 因此 ,gs 和 
A 是 链 同 伦 逆 . 

我 们 来 证 明 4 是 瞧 一 的 . 设 A 是 由 A 承载 的 另 一 个 保持 增 
广 的 链 映 射 . 那么 由 定理 13.3, 在 4 和 4 之 间 有 一 个 链 同 伦 D 也 
被 A 承载 , 请 注意 到 ,如果 o 是 一 个 p 维 单 形 ,那么 A(o)= 
K'‘(o) 是 一 个 具有 维 数 pp 的 复 形 . 由 于 D(o) 是 (0) 承 载 的 一 
个 p+1 维 链 , 所 以 它 必 定 为 零 . 因而 D 便 为 零 . 于 是 等 式 9D + 
D3= 4 一 和 蕴涵 着 A 二. 

第 二 步 ”证 明 当 K'=sdK 时 定理 成 立 . 因为 在 这 种 情况 下 ， 
给 定 ozE KK, 则 复 形 K'(o) 是 一 个 锥 . 实际 上 ,K'(o) 等 于 人 < 了 
其 中 了 是 Bde 的 首次 重心 重 分 . 而 且 ,我 们 从 定理 8.2 知道 , 锥 是 
零 调 的 . 

这 正 是 重心 重 分 对 于 这 个 证 明之 精 杖 所 在 . 

第 三 步 ” 证 明 当 K = sd*K 时 定理 成 立 . 鉴于 第 一 步 , 只 要 
证 明 对 K 的 任何 单 形 c, 复 形 sdxK(c) 是 零 调 的 就 行 了 . 这 可 从 
第 二 步 得 出 ,因为 它 蕴 涵 着 对 任何 复 形 工 ， 

HL)H(sdL) HdL) 兰 ……. 
尤其 是 , 若 工 是 零 调 的 , 则 sd*L 也 是 零 调 的 . 

第 四 步 ” 证 明定 理 普 遍 成 立 ， 鉴于 第 一 步 只 需 证 明 若 so€ K 
和 且 K 是 KK 的 任何 重 分 , 则 K'(o) 是 零 调 的 . 

令 L=K(o),L =K'(o). 那么 上 是 等 调 的 ,而 且 我 们 希望 
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证 明 L 是 零 调 的 . 我 们 进行 如 下 : 令 g:L ->L 是 恒 等 映 射 的 一 
个 单纯 逼近 , 选取 N 使 得 |L | 到 其 自身 的 恒 等 映 射 和 有 一 个 单纯 志 
近 f:sd*L>L’. 为 此 我 们 需要 (有 限 ) 单 纯 逼 近 和 定理 . 类 似 地 , 选 
取 M 使 得 恒 等 映 射 有 一 个 单纯 通 近 &:sd“( 工 ) 一 sd ( 工 )， 


sd (LL") 


由 于 我 们 注意 到 g。f 是 恒 等 映射 的 一 个 单纯 台 近 ,因而 由 第 三 
步 ,(g。 门 , =g。 丰 .是 一 个 同 构 . 同 理 ,(f*), = 了," 上 ,是 一 个 
同 构 ， 第 一 个 事实 殖 涵 着 了. 是 单 射 ,而 第 二 个 事实 殖 涵 着 f, 是 
满 射 ,因而 f, 是 一 个 同 梅 . 最 后 ,因为 g.。 厂 , 和 了 都 是 同 构 ,所 
以 gg ,也 是 周 构 . 因而 L 是 零 调 的 ， 一 
定义 在 KK 是 K 的 首次 重心 重 分 的 特殊 情况 下 ,我 们 把 重 
分 算 子 1 记 为 
sd:C,( 开 ) 一 C(sdK)， 
并 且 称 之 为 重心 重 分 算 子 . (这 里 我 们 混用 记号 , 令 sd 既 表 示 “ 代 
数 的 ” 重 分 算 子 ,又 表示 “几何 的 " 重 分 算 子 .) 
对 于 算 子 sd 有 如 下 的 归纳 公式 : 
sd(v) = wv, 
sd(o) = [#6 ,sd(3a)], 
其 中 的 括号 具有 我 们 在 8$8 中 所 赋予 它 的 意义 . 我 们 把 这 个 公式 
留 给 读者 去 验证 . 


对 相对 同调 的 应 用 


我 们 可 以 把 上 面 的 定理 毫 无 困难 地 推广 到 相对 同调 中 去 . 
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定理 17.3 - 邻 Ko 是 KK 的 一 个 子 复 形 . 给 定 KK 的 一 个 重 分 

K'“, 令 氏 表示 Ko 的 诱导 重 分 . 重 分 算 子 A 诱导 一 个 链 映 身 
A:C (KKo)— OK ,Ko). 

如 果 g:(K ,Ko)->(K ,Ko) 是 恒 等 映射 的 任何 单纯 通 近 ,那么 4 

和 gy4 互 为 链 同 伦 送 . 

证 明 ”我们 来 验证 上 面 证 明 的 第 一 步 中 所 定义 的 每 个 零 调 承 
载 子 保持 所 论 及 的 子 复 形 不 变 . 当然 ,在 cE Ko ,那么 更 (ac) = 
K(o) 和 A(o)= KK (ao) 分 别 是 K。 和 K”, 的 子 复 形 . 另 一 方面 ,如 
果 rE€ kK, 那么 + 被 包含 在 Ko 的 某 个 单 形 ec 中 . 这 说 明 K 的 包 
含 r 的 具有 最 小 维 数 的 单 形 ao, 必定 属于 天. 因而 如 果 rE€ K， 
那么 @(t)= KK(o.) 和 @(r)= K'(o,) 分 别 是 Ko 和 天 的 子 复 
形 . 

这 说 明 分 别 由 A 和 8 承载 的 链 上 映射 * 和 8 诱导 相对 水 平 的 
链 映 射 ;而 且 6-4 和 4。6 对 于 各 自 恒 等 上 映射 的 链 同 伦 也 诱导 相对 
水 平 上 的 链 同 伦 . 由 于 对 8 的 一 种 选取 是 上 映射 gy ,由 此 可知 ,g4 
和 4 在 相对 水 平 上 是 链 同 伦 逆 . 国 


习 题 


1. 令 开 是 并 的 一 个 重 分 ; 令 4:C,(K) 一 C,(K') 是 重 分 算 了 于. 令 g:K 
一 KK 是 慎 等 映射 的 单纯 允 近 . 证 明 gx *A 等 于 C,(K) 上 的 恒 等 上 映射 . 

2. 令 和 K 是 图 17.2 中 男 出 的 复 形 ,它们 共同 的 底 空 间 是 正方 形 . 

(a) 求 出 重 分 算 子 4:C,(K) 一 C,(K') 的 公式 . 

(b) 求 出 恒 等 映 射 的 两 个 不 同 的 单纯 逼近 g,g :K 一 KK. 推断 在 定理 
17.2 的 证 明 中 所 构造 的 链 等 价 8 不 是 唯一 的 . 

(c) 验证 在 K 的 链 上 .gn 不 等 于 恒 等 上 映射. 

3, (a) 证 明 重 心 重 分 算 子 sd 的 归纳 公式 定义 一 个 保持 增 广 的 并 且 是 由 
A 承载 的 链 喘 射 . 

(b) 对 于 具有 一 个 1 维 单 形 和 一 个 2 维 单 形 的 情况 计算 sdo. 
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17.2 


$ 18 ”同调 群 的 拓扑 不 变性 


在 这 一 节 我 们 将 达到 本 章 的 基本 目标 一 一 证 明 单 纯 同 调 群 的 
拓扑 不 变性 . 

定义 令 KK 和 上 是 单纯 复 形 ; 令 :|K| 一 |L| 是 一 个 连续 
映射 . 选取 KK 的 一 个 重 分 K 使 得 六 有 一 个 单纯 逼近 广 氏 一 工 . 
令 A:@(K)->&(K') 是 重 分 算 子 . 我 们 把 由 广 诱 导 的 同 态 

h: :HK)— H,(L) 
定 央 为 有, = 了 .A 4， 

请 注意 到 ,一 旦 K' 被 选 定 , 则 同 态 有 ,不 依赖 于 对 h 的 单纯 
过 近 f:K' 一 L 的 具体 选择 . 因为 任何 两 个 这 样 的 单纯 逼近 是 连 
接 的 . 

再 注意 到 ,如 果 g:K 一 K 是 |K | 到 其 自身 的 恒 等 映射 gl 
的 一 个 单纯 逼近 ,那么 人 .和 8g. 互 道 . 因此 ,我 们 不 妨 也 可 定义 为 

人 

我 们 利用 这 个 事实 来 证 明 ,不 依赖 于 重 分 K 的 选择 . 设 
kK“ 是 KK 的 男 一 个 重 分 使 得 h 有 一 个 单纯 逼近 把 天 映射 到 工 中 . 
我 们 证 明 当 有 , 利用 重 分 K" 定 义 时 ,就 像 利用 六 定义 时 一 样 , 结 
果 是 相同 的 . 
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在 | 于 | 的 桓 等 映射 有 一 个 单纯 通 近 有 &:K 一 KK 的 情况 下 ,证 
明 特 别 容易 ,如 下 列 图 表 所 示 ; 
g zk 
K' 一 
~ 
那么 由 于 g°*k 和 ff*& 分 别 是 对 于 恒 等 映射 和 对 于 hh 的 单纯 通 近 ， 
所 以 用 重 分 K 定义 的 同 态 h, 等 于 如 下 的 复合 映射 
(FR 各 并 并 二 天 二 人 放 ， 二 让 
因而 这 个 结果 与 ,用 重 分 K' 定 义 时 相同 . 


一 般 情 形 是 通过 选取 KK 的 一 个 重 分 天 使 得 恒 等 映射 有 单纯 
通 近 


上 


FE" 3 


ki:K”— K 和 k,:K” -> K” 
来 证 明 的 . 那么 利用 K” 定义 h ,与 利用 KK' 或 K 给 出 同样 的 结果 . 
严格 说 来 ,我 们 应 当 说 明 同 态 4 ;不仅 依 赖 于 空间 X= | 天 | 
和 Y= |L| 以 及 连续 映射 h:X 一 Y, 而 且 还 依赖 于 可 剂 空间 分 别 
是 和 YY 的 特定 复 形 K 和 L. 如 果 M 和 NN 是 可 训 空 间 分 别 为 X 
和 Y 的 另外 两 个 复 形 ,那么 也 诱导 一 个 同 态 
is :H,(M)— H,(N). 
实际 上 应 当 利 用 请 如 (hx,L ), 和 (hn) 等 这 样 的 记号 以 区 别 这 
些 同 态 . 然而 ,我 们 将 混用 术语 ,并 使 用 简单 的 记号 h, ,而 是 依靠 
上 下 文 来 弄 清 其 涵义 . 以 后 当 我 们 定义 可 前 分 空间 的 同调 时 
(9 27), 再 转 同 这 个 问题 的 进一步 讨论 . 
定理 18.1{ 函 子 性 质 ) 恒 等 映射 i: |KK|->|K| 诱 导 恒 等 同 
态 i, :HH,(K) 一 日,(K). 如 果 有 hh:|IKI>|L| 和 :|L|I->|M| 是 
连续 映射 ,那么 (R" 严 ) ,三 六。 .同样 的 阁 果 对 于 约 化 同调 也 成 
证 明 :i, 是 桓 等 同 态 可 直接 从 定义 得 出 . 为 了 验证 第 二 个 结 
论 , 分 别 选取 :LM 和 go: 工 一 工作 为 对 上 和 专 ,的 单纯 到 
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近 . 然后 分 别 选取 下 :K 一 L' 和 g:K’->K 作为 对 hh 和 x 的 单 
纯 远 近 . 于 是 我 们 有 下 列 关 于 连续 上 映射 和 单纯 映射 的 图 表 : 


人 
Kk L A 
“tf 
81 EF 
2 


由 于 入 "六 是 &* 六 的 单纯 逼近 ,因此 ,由 阜 义 
人。 天) ，== (fo * fi1)， E (Ze 
由 于 go°* i 是 的 单纯 通 近 ,所 以 由 定义 我 们 又 有 
h. = (go 。 fi1).° (g1), 和 和 k, = (fo).°* Pe 
联合 这 些 等 式 并 应 用 定理 12.2 ,我 们 就 得 到 所 要 求 的 结果 ， 
(ki 国 L 
系 18.2( 同调 群 的 拓扑 不 变性 ) 如 果 有 :|Kj 一 |L| 是 一 个 
同 胚 ,那么 , :日 ,(K) 一 H,(L) 就 是 一 个 同 构 . 同样 的 结果 对 约 
化 同调 也 成 立 . 
证 明 令 到 :| 工 | 一 | 氏 | 是 六 的 道 . 那 么 六 ,等 于 
(2) , 且 有 .等 于 (gl) .因而 六 .和 .天 ,都 是 同 
构 , 所 以 h ,是 一 个 同 构 . 珊 


相对 同调 的 应 用 


我 们 已 经 证 明了 (绝对 ) 同 调 群 的 拓扑 不 变性 . 对 于 相对 同调 
群 我 们 能 够 证 明 同 样 的 结论 吗 ?” 是 的 ,我 们 在 本 节 所 做 的 一 切 事 
情 都 可 以 上 毫 无 困难 地 对 相对 同调 群 来 进行 ;只 和 需 简 单 地 将 一 个 复 
形 的 每 一 次 出 现代 之 以 由 一 个 复 形 和 一 个 子 复 形 组 成 的 适当 的 复 
形 侦 , 并 且 自 由 地 使 用 定理 12.6,14.4 和 17.3. 我 们 在 此 情况 下 ， 
重 述 上 面 的 定理 . 
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定理 18.3 (| 民 | ,| 并 。|) 到 其 自身 的 恒 等 映 射 i 在 相对 同调 
中 请 导 恒 等 同 态 . 如 果 


(I1KI, | KoD)—> (LI, LoD) (MI,1M,1) 
是 连续 映射 ,那么 在 相对 同调 中 ,(ko 有 及), 三 开 。。 严 , .如果 上 五 是 
1K 到 |L| 的 一 个 同 凸 ,而 且 把 | Ko | 映射 到 | 上 Lo| 上 ,那么 及 ,是 相 
对 同调 中 的 一 个 同 构 . 面 


站 十 


i. 如果 4CX, 一 个 收编 >:X 一 A 是 一 个 连续 映射 并 使 得 对 于 每 个 a 
CECA,rla)=a, 

(a) 如 果 :XX 一 A 是 一 个 收缩 映射 ,并 旦 X 是 Hausdorff 空间 ,证 明 A 
在 XX 中 是 闭 的 ， 

(b) 全 r:| 丘 | 一 | 天"| 是 一 个 收缩 ,其 中 Ko 是 开 的 一 个 子 复 形 ,证 明 
r* :HH,(K) 一 昌 ,( Ks) 是 满 射 ,而 由 包含 映射 j; | Ko | 一 | K | 诱导 的 同 态 j， 
是 单 射 . 

(c) 证 明 不 存在 任何 收缩 映射 r:B"->9" . 

2. (a) 证 明 存 在 从 Klein 瓶 S 到 图 18.1 中 男 出 的 误 人 圆周 A 上 的 收 
缩 ,但 不 存在 从 S 到 圆周 C 上 的 收缩 . 

(b) 证 明 不 存在 从 射影 平面 到 图 18.2 中 画 出 的 府 人 图 周 C 上 的 收缩 . 


向 


图 18.1 图 18.2 
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3. 确定 是 否 存 在 从 环 面 到 图 18.3 中 所 画 出 的 管子 A 上 的 收缩 ,是否 存 
在 到 圆 盘 B 上 的 以 及 到 圆周 C 上 的 收缩 . 


图 18.3 


3 19 由 同 伦 映射 诱导 的 同 态 


现在 我 们 引入 同 伦 这 一 重要 概念 ,先前 曾 在 习题 中 提 到 过 它 . 
我 们 始终 令 了 表示 单位 财 区 间 [0,1]. 

定义 ”如 果 瑟 和 YY 是 拓扑 空间 ,对 于 两 个 连续 映射 h ,名 :六 
阅 Y 来 说 ,假如 有 一 个 连续 映 射 

FAXxXI—Y 
使 得 F(x,0)=h(z) 和 下 (xz,1)=k(x) 对 所 有 xzEX 成立 ,那么 
我 们 把 h 和 称 作 是 同 伦 的 ,并 且 记 为 4 二 ,而 且 我 们 把 映射 下 
称 作 上 六 到 & 的 一 个 同 伦 . 我 们 把 下 看 作 是 当 : 从 0 变 到 1 时 ,hk 连 
续 地 “变形 "到 上 的 一 种 方法 . 

我 们 将 要 证 明 , 如 果 疡 , 寺 : | 并 | 一 人 | 同 伦 ,那么 它们 诱导 的 
同 态 疡 , ,& ,是 相同 的 . 这 就 导致 一 个 十 分 重要 的 结果 一 一 同调 
群 是 拓扑 空间 的 “ 伦 型 "不 变量 . 

例 1 令 X=S .那么 Hi(X) 是 无 限 循环 的 . 选取 生成 日， 
(X) 的 闵 链 = ,在 图 19.1 中 以 第 号 表示 . 令 人 表示 环 面 ; 令 h ,&: 
X= 十 是 图 19.1 中 所 示 的 映射 . 这 两 个 映射 显然 是 同 伦 的 ,因为 
可 以 “ 沿 着 环 推 动 h" 直 到 它 与 重合. 闭 链 有 (z) 和 4 《(z) 同 
调 , 这 在 几何 上 同样 也 是 显然 的 . 实际 上 ,通过 把 环 面 的 右 半 部 划 
分 成 三 角形 并 将 它们 适当 定向 而 得 到 的 2 维 链 4 满足 等 式 34 = 
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六 3#《z) 一 k#(z). 由 于 zz 代表 Hi(X) 的 一 个 生成 元 ,这 说 明 至 少 
在 这 种 情况 下 , 玉 , =、. 


图 19.1 


现在 我 们 一 般 地 证 明 , 如 果 hh 一 & ,那么 h。 =。. 我 们 需要 
两 个 预备 结果 . 第 一 个 是 关于 | 天 | xI 的 拓扑 的 一 个 基本 事实 ， 

积 室 间 | 氏 | XJ 的 拓扑 关于 子 空 间 g xX 1(oE K) 是 凝聚 的 . 

第 二 个 涉及 | 天 | xT 是 一 个 多 面体 这 一 事实 ， 

引 理 19.1 若 K 是 一 个 复 形 ,那么 |K|XJIT 是 一 个 复 形 M 
的 可 剖 空 间 使 得 对 的 每 个 单 形 o 来 说 ,每 个 集合 oxT 都 是 MM 
的 子 复 形 的 可 剖 室 间 ,而 且 集 合 gcX0 和 aX1 都 是 M 的 单 形 . 

证 明 因 对 于 某 个 了 ,我 们 有 | 天 |CE . 于 是 ,|K|xICE 
xRR. 我 们 将 利用 定义 重心 重 分 时 使 用 的 构 作 星 形 的 程序 的 一 种 
变形 把 | 天 | xT 重 分 成 一 些 单 形 . 

对 于 p 实 0, 让 我 们 定义 

X= (IKIXOUUKRKIXID)DUGO KY? |x 1). 

我 们 归纳 地 把 X, 重 分 成 一 些 单 形 . 考虑 p =0 的 情况 . 空间 
(IjKix0)U(UK|Ix1) 是 由 所 有 形 如 ox0 和 ox 了 (cEK) 的 单 
形 所 构成 的 复 形 的 可 前 空间 . 空间 | 区 ”| x 工 是 对 于 wE 天” ,由 
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形 如 wv XI 的 所 有 1 维 单 形 及 其 顶点 组 成 的 复 形 的 可 放空 间 ., 它 
们 的 并 是 一 个 复 形 Mu ,其 可 剂 空间 是 Xo. 

一 般 地 , 设 ML :是 一 个 复 形 , 其 可 剖 空 间 是 X ,使 得 对 于 
K 的 一 个 维 数 低 于 的 单 形 ; 来 说 ,每 个 集合 *x 工 是 M, 的 一 
个 子 复 形 的 可 放空 间 . 令 dimac= 户 ,并 且 考 虑 集合 sx 了. 现在 令 

Bd(e x DD)= (J x 1)— (Intc x EntD) 
= ((Bdo}x DUt(exO0)U (ex 1). 
由 于 Bde 是 的 p -1 维 单 形 * 之 并 ,所 以 Bd(cx 门 是 M。 ;的 一 
个 子 复 形 M, 的 可 剂 空间 . 因为 Bd(o Xx 了) 是 紧 的 ,从 而 它 是 有 限 
的 . 令 w, 表示 点 (5,1/2)EoxT. 那 么 锥 w, * AM 是 一 个 复 形 ， 
其 可 谢 空 间 是 ecx 开 |w,x*2M| 和 | M,.) 的 交 是 它们 的 公共 子 
复 形 的 可 放空 间 . 

定义 M, 是 M,-1 与 o 遍历 K 的 所 有 上 p 维 单 形 时 各 锥 ww, x 
M, 之 并 . 最 后 ,定义 M 是 复 形 M, 对 于 所 有 的 并 . 

现在 M 是 一 个 复 形 , 其 底 空 间 恰 好 由 空间 | K | xz 的 点 组 
成 . 然而 空间 |Mi1 和 | 玉 |X 工 作为 拓扑 空间 相等 却 绝 不 是 显然 
的 . 为 证 明 这 个 结果 ,需要 我 们 刚才 所 引述 的 关于 |K| xI 的 拓 
扑 的 事实 . 

我 们 知道 | K| xXxIT 的 拓扑 关于 子 空间 o x (cE€ KK ) 是 凝 队 的 . 
另 一 方面 , | M | 的 拓扑 关于 子 空间 *(s*E M) 是 凝聚 的 . 于 是 ,车 
C 在 |K|XI 中 是 闭 的 , 则 CN 站 (cx 了 在 o xT 中 是 闭 的 .: 如 果 ， 
是 M 的 位 于 a xT 中 的 一 个 单 形 , 那 么 s 是 so xT 的 子 空间 (两 者 
都 是 EE xR 的 子 空间 , 而且 是 紧 的 ). 因此 C 门 ; 在 * 中 是 闭 的 . 
由 此 可 知 C 在 | Mi 中 是 闭 的 . 

反之 , 若 C 在 |M| 中 是 闭 的 ,那么 对 于 每 个 s€ M 来 说 ,C 站 
s 在 ; 中 是 闭 的 . 因为 o xT 是 MM 的 单 形 * 的 有 限 并 ,所 以 集合 
CN (ox 了 在 oxTI 中 是 闭 的 . 因而 在 | 色 | x 工 中 是 财 的 . 口 

例 2 如 果 KK 是 由 一 个 1 维 单 形 和 它 的 面 组 成 的 复 形 ,那么 
用 前 面 引 理 的 程序 可 把 | K | x 了 重 分 成 图 19.2 所 示 的 复 形 . 如 果 
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它 是 由 一 个 2 维 单 形 及 其 面 组 成 的 复 形 ,那么 | 天 | x 工 被 重 分 成 
图 19.3 中 所 画 出 的 复 形 . 


Eabs 


19.3 


定理 19.2 如 果 有 ,k:|K| 一 |L| 是 同 伦 的 ,那么 及. ,kk,: 
H,(K) 一 H,(L ) 相 等 . 同样 的 结论 对 约 化 同调 也 上 成立. 
证 明 令 天 是 一 个 复 形 . 令 M 是 底 空 间 为 |K | xT 的 复 形 
es 


并 使 得 对 每 个 s€E KK 而 言 ,os x0 和 oxXx1 都 是 M 的 单 形 ,而 且 cx 
1 是 M 的 一 个 子 复 形 的 可 训 空 间 . 
令 下 :|K|xI|L| 是 有 到 & 的 辣 伦 , 令 i1,j:|K|i 一 |K|x 
三 分 别 是 上 映射 {x)= 二 (zx, 上 和 j(x)= (xz,1), 如 图 19.4 所 示 . 那 
么 i 和 7 是 KK 到 复 形 M 内 的 单纯 轴 射 ;而 且 
oz 一 六 了 "1) = 一天. 
我 们 黄 首 ,和 由 7 和 j 诱导 的 链 映 射 i ,和 ;是 链 同 伦 的 . 考虑 
这 样 一 个 归 数 甸 , 它 对 KK 的 每 一 个 单 形 a 指派 M 的 一 个 复 形 ,使 
其 可 剖 空 间 为 ox 1 于 是 空间 so XI 是 零 调 的 ,因为 它 同 胚 于 一 
个 球 . 而 目 基 <c ,那么 ;x ICeo X11, 因而 6B(;) 是 B(o) 的 一 个 
子 复 形 . 所 以 更 是 从 区 到 AM 的 一 个 零 调 承载 子 . 而 且 , 它 既 承 载 
ji; 又 承载 j; ,因为 i(o)=oXx0 和 j(o)=oX1 都 属于 Bl(o). 从 
定理 13.3 可 知 ,i; 和 和 jj; 是 链 同 伦 的 . 于 是 我 们 推出 i, =y,. 从 
而 ,就 像 我 们 所 期 望 的 那样 有 
i 面 


| 


图 19.4 


这 个 结果 容易 保持 到 相对 同调 群 上 . 给 定 映射 ,&:(|K|， 

并 ,一 (| 人 Lot 如果 有 六 到 & 的 同 伦 互 :| 氏 |x 六 > 工 使 得 

昌 把 [Ko| xI 上 映 入 |L, | 内 , 则 我 们 说 它们 (作为 空间 偶 的 映射 ) 是 
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同 伦 的 .而且 我 们 有 下 列 定 理 : 

定理 19.3 如 果 有 和 上 kk 作为 空间 偶 的 映射 是 同 伦 的 ,那么 
,和 上 上 ,作为 相对 同调 群 的 映射 就 有 有 ,= 上，. 

证 明 定理 19.2 的 证 明 可 以 毫 无 困难 地 在 这 里 进行 . ; 和 ; 
都 把 | 开 o| 上 映 和 人 | 天 | x 7 中 , 连接 和 7 的 链 同 伦 也 是 这 样 . 于 
是 作为 相对 同调 的 映射 i, =j, ,而 且 证 明 跟 以 前 一 样 进 行 . ” 口 

男 外 还 有 -一 个 结果 , 它 源 自我 们 对 |K| xI 的 拓扑 的 认识 ,并 
且 以 后 我 们 要 用 到 它 . 

定理 19.4 如 果 f:K 一 L 是 对 于 连续 映射 h:|K | 一 | 上 | 的 
单纯 逼近 ,那么 f 同 伦 于 有 . 

证 明 对 于 | 天 | 中 的 每 个 xz, 我 们 从 引 理 14.2 知道 ,了 (xz) 和 
h( 工 ) 位 于 上 的 同一 个 单 形 中 .因此 ,由 

F(zT,t) = (1-2)f(x)+ (zr) 
给 出 的 “直线 同 伦 ” 把 |K| xIT 映 入 |L | 中 . 如 果 工 是 有 限 的 , 那 
么 目 动 是 连续 的 ,因为 作为 一 个 到 以 工 为 其 子 空间 的 Euclid 空 
国内 的 映射 它 是 连续 的 . 为 了 一 般 地 证 明 下 是 连续 的 ,我 们 来 证 
明 对 于 每 个 a€ K 来 说 , 它 在 cx 工 上 的 限制 都 是 连续 的 . 因为 | 
K | xT 的 拓扑 关于 各 子 空间 o x 了 是 凝聚 的 ,所 以 这 将 是 充分 的 . 

对 每 个 x Eo, 令 zt, 表示 上 的 其 内 部 包含 h(xz) 的 单 形 . 因为 
h(o) 是 紧 的 ,所 以 单 形 tr, (x Eo) 的 集 族 是 有 限 的 . 令 L, 是 由 这 
些 单 形 以 及 它们 的 面 组 成 的 工 的 子 复 形 . 由 引 理 14.2, 点 f(x) 
在 zt, 内 . 国 此 ,下 把 集合 zx 工 映 人 rr 中, 因而 下 把 cx 了 工 映 入 
工 ,| 中 ;由 于 工 , 是 有 限 复 形 ,所 以 它 的 空间 是 Euclid 空间 的 一 个 
子 空 间 . 因此 ,Ff:o x I 一 |L, | 是 连 续 的 . 因为 包含 映射 |L, | 一 
工 | 是 连续 的 ,所 以 正如 我 们 所 期 望 的 那样 ,映射 FF:o x I 一 |L | 
也 是 连续 的 . 图 

我 们 知道 ,如 果 两 个 空间 同 胚 ,那么 它们 有 同 构 的 同调 群 有 
一 个 比 同 有 凸 弦 的 关系 ,但 它 缠 涵 着 同样 的 结果 . 它 就 是 我 们 马上 
要 引进 的 同 伦 等 价 关系 . 
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定义 ”对 于 两 个 空间 XxX 和 YY 来 说 ,如 果 有 映射 
f:X—>Y 和 g:Y—>X 
使 得 g*f 二 ix 和 f°*g 二 iy ,那么 我 们 就 说 空间 X 和 YY 同 伦 等 价 ， 
或 者 说 它们 有 具有 相同 的 伦 型 ,而 且 常 常 把 映射 f 和 gg 称 为 同 伦 等 
价 ,并 且 把 g 称 为 了 的 同 伦 逆 . 
这 个 关系 的 对 称 性 和 自 反 性 是 平 几 的 ,而 把 传递 性 留 作 习 题 . 
如 果 X 具有 单独 一 点 的 伦 型 ,那么 就 把 X 称 为 可 缩 的 . 这 与 
恒 等 映 射 ix :X->X 辐 伦 于 稍 上 映射 的 说 法 是 等 价 的 . 例如 ,单位 球 
是 可 缩 的 ,因为 映射 F(z,ti)=(1-t)z 是 恒 等 映 射 和 常 上 映射 之 
间 的 一 个 同 伦 . 
定理 19.5 ”如果 f;|K| 一 |L| 是 一 个 同 伦 等 价 ,那么 f, 就 
是 一 个 同 构 . 尤其 是 , 若 | 开 | 是 可 缩 的 ,那么 开 是 零 调 的 ， 
证 明 证 明 是 直接 的 . 如 果 g 是 了 的 同 伦 道 , 那 么 g, 是 了， 
的 道 . 口 ] 
同 伦 等 价 一 般 是 很 难 直 观 想像 的 . 有 一 类 特殊 的 同 伦 等 价 ， 
从 几何 上 是 比较 容易 理解 的 . 
定义 令 ACX. XX 到 A 上 的 收缩 是 一 个 连续 映射 +:X 一 A 
使 得 对 于 每 一 个 aE4,rfal)=a. 者 存在 X 到 4 上 的 一 个 收缩 ， 
则 我 们 说 A 是 X 的 收缩 核 . X 到 A 上 的 变形 收编 是 一 个 连续 映 
射 下 :多 x TIT>X 使 得 
a 
F(z,1)€E A,xEX, 
F(a,t})=a,aE€t A. 
如 果 有 这 样 一 个 下 存在 ,那么 就 把 A 称 为 X 的 变形 收缩 核 . 
如 果 下 是 X 到 A 上 的 变形 收缩 ,那么 映 册 r(xz)= F(z,1) 
是 X 到 A 上 的 收缩 . 后 一 事实 等 价 于 说 ,复合 映射 


二 
(其 中 ; 是 包含 有 映射 ) 等 于 恒 等 映 射 i . 另 一 方面 ,映射 下 是 恒 等 
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上 映射 与 复合 映射 

ee 
之 闻 的 一 个 同 伦 ( 而 且 实 际 上 ,在 同 伦 过 程 中 A 的 每 个 点 保持 不 
动 ). 这 说 明 > 和 j 互 为 同 伦 道 ， 

我 们 可 以 把 变形 收缩 想像 成 空间 X 逐渐 十 缩 到 子 空间 A 上 
的 过 程 ,并 和 且 使 得 在 收缩 过 程 中 A 的 每 个 点 保持 不 动 . 因而 这 种 
类 型 的 同 伦 等 价 能 够 从 几何 上 直观 表示 . 如 果 A 是 X 的 变形 收 
缩 核 ,而 B 又 是 A 的 变形 收缩 核 ,那么 B 是 X 的 变形 收缩 核 ,这 
在 直观 上 是 很 明显 的 ,( 而 且 也 是 容易 证 明 的 . ) 

现在 我 们 来 考虑 一 些 特殊 情况 . 

定理 19.6 单位 球面 5 是 有 洞 的 Euclid 空间 及 " 一 从 的 变 
形 收缩 核 . 

证 阴 令 XX=R” 一 0. 我 们 把 下 ;多 Xx [一 XX 定义 为 

F(x,t) = (1—t)zx + tx/ zl. z 
映射 下 把 从 原点 出 发 的 每 条 开 射 线 逐 渐 收 缩 到 它 与 单位 球面 的 
交点 上 . 它 是 R" ~ 0 到 S 上 的 变形 收缩 . 口 

系 19.7 当 nn 了 mm 时 .Euclid 空间 R”" 和 RR” 不同 肘 . 

证 明 假设 h 是 R" 到 R” 的 一 个 同 胚 . 那么 对 于 某 个 p€ 
R”, 疡 是 R -0 到 R” -的 一 个 同 豚 . 而 后 一 空间 与 R” 一 0 同 
胚 ,从 上 面 的 定理 可 知 , S”! 与 S”- 同 伦 等 价 . 但 是 这 在 n 关 mm 
时 不 可 能 成 立 , 因为 在 这 种 情况 下 , H, .1(S”') 宇 2Z, 而 晶 ,.， 
(S” )=0. 门 

例 3 两 个 辆 构成 的 模 形 具有 与 字母 86 同样 的 伦 型 . 令 X 是 
平面 上 的 双 筷 椭圆 形 区 域 ,如 图 19.5 所 示 . 图 中 左边 的 一 系列 箭 
导 表 明了 怎样 把 X 博 缩 成 两 个 圆 构成 的 模 形 ;而 右边 的 第 头 则 表 
明了 如 何 把 X 埋 缩 成 字母 0. 因为 这 两 个 空间 均 同 伦 等 价 于 X， 
所 以 它们 也 是 相互 同 伦 等 价 的 . 

例 3 中 所 出 现 的 情况 比 我 们 所 能 料想 到 的 更 普遍 . 一 个 有 趣 
的 事实 是 ,每 一 个 同 伦 等 价 都 能 像 在 这 个 例子 中 那样 ,用 变形 收缩 
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图 19.5 


的 术语 来 表达 . 尤其 是 ,对 于 这 个 结果 有 一 个 定理 ,其 大 意 是 说 ， 
两 个 空间 X 和 Y 有 相同 的 伦 型 当 且 仅 当 和 存在 一 个 空间 2 和 两 个 
阴 入 映射 ;一 Z 和 :YY->2Z 使 得 h(XX) 和 训 (Y) 都 是 2Z 的 变形 
收缩 核 ，( 参 看 文献 [Wh], [Fj]. ) 这 个 事实 有 助 于 我 们 从 几何 上 想 
像 同 伦 等 价 概念 的 真实 涵 意 . 

对 于 计算 同调 群 来 说 , 同 伦 等 价 是 一 种 有 用 的 工具 . 给 定 一 
个 复 形 KK ,证 明 它 的 空间 同 伦 等 价 于 一 个 同调 为 已 知 空间 清 当 要 
比 直 接 计 算 K 的 同调 容易 得 多 .下面 的 习题 将 用 实例 说 明 这 一 点 . 
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习 刺 


1. 证 明 若 汉 是 一 族 空间 ,那么 同 伦 等 价 是 x 上 的 一 个 等 价 关系 . 

2. 证 明 若 A 是 X 的 变形 收缩 核 ,而 且 B 是 A 的 变形 收缩 核 , 那 么 B 是 
X 的 变形 收缩 核 . 

3. 将 下 列 空间 划分 成 同和 伦 等 价 类 . 假设 它们 都 是 复 形 的 可 剂 空间 , 计 
算 它们 的 同调 群 . 


(a) M5bius 带 (g) 及 去 掉 =z 轴 

(b) 环 面 (h) R 去 掉 辆 周 {x* + =1,z=0| 
(c) 实心 环 BY xS (i (g) 和 (h) 的 空间 的 交 

(d) 环 面 去 掉 一 点 (j) S ”去掉 两 个 连接 的 图 

(e) 环 面 去 掉 两 点 (k) S 去掉 两 个 不 连接 的 图 


({) Klein 瓶 去 掉 一 点 

4. 定理 ”如果 KK 是 一 个 nn 维 的 复 形 ,那么 |KK| 的 改 盖 维 数 至 少 是 只 

证 明 令 wx 是 n 维 单 形 g= wo… vw 的 一 个 有 限 开 覆 盖 , 而 且 它 加 细 开 
覆盖 [Stvo ,… ,Stv, | . 令 | 吉 1 是 从 属于 wx 的 一 个 单位 分 解 . 对 于 每 个 A, 令 
vs 是 o 的 一 个 顶点 熏 得 ACStvs. 定义 有 :go->o 为 

h(x) = PACILAE 

如 果 任 何 xE XX 都 不 属于 wx 的 个 以 上 的 元 素 , 那 么 及 把 sc 映 人 Bdo 中 ， 
而 且 上 把 g 的 每 个 面 喘 人 其 自身 内 . 推出 :Bdo>Bdo 同 伦 于 得 等 上 映射 ,从 
面 导 出 矛盾 . 

5. 不 利用 | 并 | x 了 是 一 个 复 形 的 空间 这 个 事实 ,证 明定 理 19.2 如 下 : 

(a) 令 下 K 和 上 是 有 限 复 形 , 令 :|K|->|L|. 证 明 存在 一 个 s>0, 使 得 
当 :|IK| 一 |L| 和 且 对 所 有 xz ,1h(r) 一 k(x)| 近 8 时 就 有 有 .= 此 ，. [提示 : 选 
取 KK “使 得 对 于 某 个 w 有 h(St(v,K'))CSt(w, 上 ).， 当 e 很 小 时 ,同样 的 包 
含 关系 对 于 以 & 代替 有 也 成 立 . 1] 

(b) 当天 和 工 为 有 限时 证 明和 定理 . 

(c) 一 般 地 证 明定 理 . [提示 :K 的 每 一 个 闭 链 能 被 K 的 一 个 子 复 形 承 
载 . | 
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$20” 商 空间 回顾 


在 这 里 我 们 来 回顾 所 需要 的 关于 商 空 间 的 一 些 一 般 定义 和 十 
理 . 

如 果 一 个 满 射 p:X->Y 使 得 Y 中 的 子 集 U 是 开 的 当 且 仅 当 
集合 p!'( 品 ) 在 XX 中 是 开 的 , 则 我 们 把 p 称 为 一 个 商 映 射 . 所 述 
的 条 件 又 等 价 于 要 求 A 在 Y 中 是 财 的 当 且 仅 当 p ”(A) 在 六 中 
是 闭 的 . 

如 果 X 的 一 个 子 集 C 等 于 了 的 某 个 子 集 A 的 完整 逆 象 p ! 
(A), 那 么 就 称 子 集 C( 关 于 p) 是 饱和 的 . 于 是 说 p 是 一 个 商 映 
射 等 价 于 说 p 是 连续 的 而 且 p 把 X 的 饱和 开 集 上 映射 成 Y 的 开 集 
(或 者 说 把 X 的 饱和 闭 集 映射 成 Y 的 闭 集 ). 

令 p; 久 一 Y 是 一 个 连续 的 满 射 . 那么 无 论 pp 是 闲 上 映射 ,还 是 
开 映 射 ( 即 如 果 p 将 X 的 闭 集 映射 成 Y 的 闭 集 ,或 将 X 的 开 集 映 
射 成 Y 的 开 集 ) ,p 都 将 是 一 个 商 映 射 . 尤其 是 ,大 XX 是 紧 的 而 且 
Y 是 Hausdorff 的 ,那么 p 就 是 一 个 闭 上 映射 ,从 而 也 是 一 个 商 映 
射 . 

首先 ,我 们 列举 关于 商 映 射 的 若干 基本 事实 ,其 证 明 是 简单 
的 ,并 且 把 它们 留 给 读者 . 

一 个 1-1 的 商 映 射 是 同 胚 . 

商 上 映射 的 复合 是 商 映 射 ; 若 p:X 一 了 和 9g: Y 一 2Z 都 是 商 映 
射 ,那么 g。p: 久 一 2Z 也 是 商 映 射 ， 

商 映 射 的 限制 有 时 是 商 映 射 ;如 果 pp: 义 一 Y 是 商 上 映射 ,而 且 
A 是 X 的 一 个 饱和 子 空间 ,那么 无 论 它 在 X 中 是 开 的 还 是 闭 的 ， 
映射 pi :A 一 p(A) 都 是 商 映 射 . 

连续 映射 与 商 上 映射 之 间 的 关系 如 下 :如 果 p:X 一 Y 是 商 映 
射 ,而 f: XX 一 Z 是 连续 映射 并 且 在 每 个 集合 p(y) 上 为 常 值 . 那 
么 有 唯一 的 一 个 连续 映射 g: Y 一 Z 使 得 g。p = f. 参看 下 列 图 
表 . 我 们 说 g 是 由 f 诱导 的 . 
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我 们 定义 商 空 间 的 概念 如 下 : 令 X” 是 空间 X 的 这 样 一 个 划 
分 , 它 将 X 分 成 一 些 不 相交 的 子 集 , 而 这 些 子 集 的 并 是 X., 令 x 
X-~>X ”把 每 一 个 点 映射 到 包含 它 的 集合 . 如 果 我 们 称 X* 的 子 集 
U 在 X* 中 是 开 的 当 且 仅 当 rr (D) 在 X 中 是 开 的 ,并 以 此 将 
X ”后 扑 化 ,那么 x 是 一 个 商 映 射 . 我 们 把 空间 X 称 为 X 的 商 
空间 ,而 且 常 说 它 是 通过 “把 每 一 个 划分 块 等 同 于 一 个 点 ”而 得 到 
的 


2 


如 果 p:X 一 Y 是 一 个 商 映 射 , 那 么 我 们 总 能 通过 下 述 方法 把 
Y 看 作 是 和 的 商 空间 :给 定 p, 令 X ”表示 将 六 分 成 不 相交 集合 
py)(yEY) 的 划分 . 那么 X* 同 胚 于 Y. 我 们 只 要 两 次 利用 
上 面 的 论述 就 可 得 到 两 个 映射 g:X 一 YY 和 P:Y 一 X "如 下 列 图 


表 所 示 : 


X 
号 


4 
F 
下 


容易 看 出 这 两 个 映射 是 互 道 的 . 

例 1 令 X 和 是 通过 把 zx - zx 平面 上 中 心 在 (2,0,0) 点 的 单位 
圆 绕 z 轴 旋 转 而 得 到 的 R 的 子 空 间 . 利用 R 中 的 柱 坐 标 (r ,0， 
= ) ,我 们 就 能 把 X 表示 成 满足 方程 (r -2)* + x* 二 1 的 点 的 集合 . 
令 了 = 二 1xT, 对 于 (s,t)€EF ,我 们 定义 访 : 了 -一 为 

rr —2= cosrnt, 2 = sn2nt, 8 = 2ns. 
可 以 验证 p 把 了 广 映射 到 义 上 ,而 且 是 一 个 闭 的 商 映 射 . 
利用 这 个 映射 ,我们 可 以 把 X 看 作 是 从 大 经 过 对 ;,i: EI 把 
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(s,0) 与 (s ,1) 等 同 ,把 (0,t) 与 (1,z) 等 同 而 得 到 的 商 空 间 . 参看 
图 20.1. 这 是 我 们 在 33 中 通过 把 一 个 矩形 的 边 符合 起 来 构造 环 
面 的 方法 的 拓扑 形式 . 


图 20,1 


分 离 公理 对 于 商 空间 来 说 不 很 姿 效 . 例如 ,Hausdorff 空间 的 
商 空 间 未 必 是 Hausdorff 的 . 一 般 我 们 能 够 说 出 的 全 部 结果 也 只 
有 下 列 结论 :如 果 p:X 一 Y 是 商 映 射 ,而 且 每 个 集合 p ”(y) 在 X 
中 是 闭 的 ,那么 了 是 空间 , 即 单 点 集 在 Y 中 是 闭 的 . 这 意味 
着 , 若 X ”是 把 X 分 成 一 些 闭 集 的 划分 , 则 商 空间 X 是 TT 空间 . 

在 后 面 的 一 节 (8 37) 中 ,我 们 还 将 重新 返回 到 分 离 公 理 和 次 
空间 的 问题 上 米 . / 

现在 我 们 考虑 一 个 关键 性 的 问题 :在 什么 条 件 下 ,两 个 商 空间 
的 笛 卡 儿 乘 积 是 商 空 间 ? 在 这 方面 我 们 将 证 明了 两 个 绪 打 : 

定理 20.1 令 bp:X->Y 是 一 个 商 映 射 . 如 果 C 是 一 个 局 部 
紧 的 Hausdorff 空间 ,那么 

PxXic:XxC>YxLl 

是 一 个 商 映 射 . 

证 明 令 x=pxic. 令 A 是 YXxC 的 一 个 子 集 使 得 x (A) 
在 XxC 中 是 开 的 . 我 们 来 证 明 A 在 YXxC 中 是 开 的 . 也 就 是 ， 
在 A 中 给 定 (yo ,co), 我 们 要 求 出 一 个 围绕 (yo,co) 扩 的 \ 位 于 及 
中 的 开 集 . 
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选取 z 使 得 p(xo)= yo; 那么 r(zoyvco)=(yyvco). 由 于 
r '(A) 是 开 的 ,因而 我 们 能 够 选取 ze 的 邻 域 Ul 和 ce 的 邻 域 
W ,使 得 Ux WCx (4). 因为 C 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ， 
所 以 我 们 能 够 选取 co 的 一 个 邻 域 V 使 得 V 是 紧 的 而 且 VCW. 
那么 Ul x V 是 (xo ,co) 的 一 个 邻 域 使 得 V 是 紧 的 而 且 

UxVCx (A). 
一 般 , 设 U, 是 zo 的 一 个 邻 域 使 得 U, xVCx (A). 由 于 p pp 
(Ui) 在 六 中 未 必 是 开 的 ,但 它 包含 U;. 我 们 按照 下 述 的 办 法 构 
造 X 的 一 个 开 集 Li 使 得 
pip(U)xXVCUA XVCr (A). 

对 于 p !'p(U,) 的 每 个 点 zx, 空间 {zj XV 在 x (4A) 内 . 利用 V 
的 紧 性 ,我 们 可 选取 x 的 一 个 邻 域 WW, 使 得 WX VCx (A). 
令 LU 是 开 集 W, 之 并 ,那么 已 就 是 所 要 求 的 X 的 开 集 . 参 
看 图 20.2. 

最 后 , 令 U 是 开 集 可 之 UC… 的 并 . 那么 UxV 是 (zo， 
co ) 的 一 个 邻 域 而 且 Ux VCx (A). 此 外 ,U 关于 p 是 饱和 的 ， 


p (PLDD) 


图 20.2 
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因为 
om ek Up1p( UD ll = U. 
因此 p{U) 在 YY 中 是 开 的 . 那么 正如 我 们 所 要 求 的 那样 ， 
pl(UYxV=x(UxV)CA 
是 (yo ,co) 的 一 个 位 于 A 中 的 邻 域 . 
系 20.2 如 果 p:A 一 B 和 g:C->D 是 商 映 射 ,而 且 思 的 定 
义 域 和 aqg 的 值 域 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ,那么 
pxag:AxC—BxD 
是 商 映 射 ， 
证 明 我们 可 把 p x g 写成 复合 映射 


4 XX px1 
en ee 


由 于 其 中 每 个 映射 都 是 商 映 射 ,所 以 p x g 也 是 商 上 映射 . 口 ] 
在 凝聚 拓扑 和 商 映射 之 间 有 着 紧密 的 联系 ,可 以 描述 如 下 : 
定义 设 瑟 是 一 个 空间 , 它 是 不 相交 的 子 空 间 E, 之 并 ,其 中 

每 个 五 在 E 中 是 开 的 ( 闭 的 ). 那么 我 们 说 五 是 各 空间 五 的 所 

扑 和 ,而 且 我 们 把 它 写成 下 = EE, .一 个 集合 口 在 FE 中 是 开 的 当 

目 仅 当 对 于 每 个 a, UNME, 在 E, 中 是 开 的 . 

更 一 般 地 , 令 {X, {ej 是 一 族 拓 扑 空 间 , 它 们 可 以 相交 也 可 以 

不 相交 . 令 是 这 样 一 个 集合 , 它 是 不 相交 的 拓扑 空间 

EE, 一 和 xia ac 了 

的 并 . 如 果 我 们 称 U 在 E 中 是 开 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 wa, Un 

E, 在 E, 中 是 开 的 ,并 且 由 此 将 五 拓扑 化 ,那么 互 是 不 相交 的 空 

间 EE, 的 拓扑 和 . 我 们 有 一 个 自然 映射 加 : 瑟 一 UX。, 它 对 于 每 个 

x ,都 把 筷 x la| 投 影 到 XX, 上, (有 时 我 们 将 术语 混用 ,并 且 在 这 

种 情况 下 把 E 称 作 空 间 X。 的 拓扑 和 . ) 

在 此 情况 下 ,我 们 有 下 列 结 果 , 其 证 明 是 直接 的 . 
引 理 20.3 令 六 是 一 个 空间 ,而 且 是 它 的 某 些 子 空间 的 
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并 . 令 瑟 是 室 间 XXX 的 拓扑 和 ; 令 力 : 瑟 ->X 是 自然 射影 .那么 习 
的 拓扑 关于 子 空 间 X. 是 凝聚 的 当 且 仅 当 pp 是 一 个 商 映 射 园 

在 这 种 情况 下 ,我 们 常 说 X 是 空间 X。 的 凝聚 并 ， 

定理 20.4 如 果 X 的 拓 拉 关于 子 空间 有 是 凝 友 的 ,而 且 世 
是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ,那么 XXXY 的 拓 持 关于 子 室 间 六 x 
Y 是 凝聚 的 . 

证 明 令 玉 = (XXial); 令 p:E 习 XX 是 射影 映射 . 因为 
Y 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ,所 以 映射 

pxXiy:ExXY—>XxY 
也 是 商 映 射 . 既然 严 是 子 空间 玉 , = XX X ia 的 拓扑 和 ,那么 x 
Y 是 其 子 空间 E, x 了 的 不 交 并 ,日 其 中 每 个 子 空间 在 玉 xX Y 中 是 
开 的 . 因此 Ex Y 是 空间 E, X Y= XX al xY 的 拓扑 和 . 由 于 
pxXiy 是 商 上 映射 ,所 以 XxY 的 拓扑 关于 子 空间 X, x Y 是 凝聚 
的 ， 记 ] 

系 20.5 |K|xI 的 拒 扑 关于 子 空 闻 ocX I(oE 帮 ) 是 达 聚 
的 . 

证 明 ”由 定义 |K | 的 拓扑 关于 子 空间 clo € KK) 是 凝聚 的 . 
由 于 了 工 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 (事实 上 是 紧 Hausdorff 空间 )， 
所 以 上 面 的 定理 是 运用 的 . 让] 

系 20.6 令 wwxK 是 复 形 K 上 的 一 个 锥 . 那么 由 

ff Tt 一 (1 一 Tt 十 to 
定义 的 映射 :|KK|1XI->|zww x 下 | 是 一 个 商 映射 ; 它 把 | KK|x1 堤 
缩 到 一 点 包 , 而 在 其 情况 下 , 它 是 1-1 的. 

证 明 ”如 果 go= wo…wv, 是 K 的 一 个 单 形 , 令 w xo 表示 wx 
KK 的 单 形 wvo…wv,. 集合 B 在 [wx* 天 | 中 是 闭 的 当 且 仪 当 它 与 
每 个 单 形 tw * o 的 交 在 该 单 形 中 是 闭 的 . 集合 4 在 | 天 | xx 中 是 
闭 的 当 且 仅 当 它 与 每 个 集合 o x 了 的 交 在 oc x 了 中 是 闭 的 . 因此 为 
使 x 是 商 映射 ,只 需 证 明 通 过 限制 x 得 到 的 映射 
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Xr :oxXT-—> wo 

是 商 映 射 . 但 该 事实 是 直接 的 ,因为 x 是 连续 的 而 且 是 满 射 ,所 涉 
及 的 空间 都 是 紧 Hausdorff 空间 ， 国 

上 面 的 系 20.5 提出 了 定义 任意 后 扑 空间 上 的 锥 的 一 种 方法 . 

定义 令 和 是 一 个 空间 . 我 们 定义 X 上 的 锥 是 从 XxXIT 通 
过 把 子 集 Xx1l 等 同 于 一 点 而 得 到 的 商 空间 . 这 个 点 称 为 锥 的 顶 
点 . 这 个 锥 本 身 记 为 C(X). 形式 上 ,我 们 通过 下 述 方法 来 构成 
C(X): 把 和 xx 划分 成 单 点 集 |1(z ,zz<1) 和 集合 Xx1, 然 后 
转化 成 所 得 的 商 空间 . 


习 题 


1. 验证 本 节 中 关于 商 空间 的 那些 述 而 未 证 的 结果 . 

2, 令 和 是 从 了 习 的 两 个 拷贝 ,比如 说 到 xjfal 和 下 xx15|, 通 过 每 当 
Z 尖 0 时 就 将 (z,a) 和 (z ,5) 等 同 而 得 到 的 空间 . 那么 我 们 把 X 称 为 带 有 两 
个 原点 的 平面 . 

(a) 证 明 X 的 每 个 点 都 有 一 个 邻 域 同 胚 于 及 中 的 一 个 开 集 . 

(b) 证 明 X 不 是 Hausdorf 空间 . 

3. (a) 证 明 着 p:X 一 了 是 一 个 开 商 映射 旦 上 4 在 X 中 是 开 的 ,那么 
六 | :4 一 站 AAA) 是 一 个 开 商 上 映射 . 

(b) 以 “ 闭 的 " 代 蔡 “ 开 的 " 重 证 的 结论 . 

4. 证 明 如 果 p;:A->B 和 g:C 一 DD 都 是 开 商 映射 ,那么 px gq 也 是 开 商 
映射 . 

$. 令 X 和 是 子 空 间 {X.| 的 凝聚 并 . 证 明 如 果 Y 是 X 的 子 空间 , 它 在 六 
中 是 开 的 或 团 的 ,那么 Y 是 其 子 空间 i Y 门 X, | 的 凝聚 并 . 

6. 天 和 FL 是 复 形 . 证 明 :; 如 果 KK 是 局 部 有 限 的 ,那么 |K| Xx 11 的 拓扑 
关于 子 空间 o Xx g(oE KK ,gE Ll) 是 此 职 的 . 


“ $21 应 用 :球面 映射 


本 节 我 们 给 出 同调 伦 对 于 几何 学 和 拓扑 学 中 几 个 经 典 间 题 的 
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应 用 . 在 这 里 我 们 所 证 明 的 几 个 定理 ,在 下 一 节 当 我 们 证 明了 
Lefschetz 不 动 点 定理 时 ,将 对 它们 作 进 一 步 推广 . 

定义 邻 n 宇 1. 令 FS 一 9 是 连续 映射 . 如 果 a 是 无 限 御 
环 群 昌 ,(S"”) 的 两 个 生成 元 之 一 ,那么 f, (a) = da 对 某 个 a 成 
立 . 整数 4 不 依赖 于 生成 元 的 选取 ,这 是 因为 f, (一 a)= 
d (一 a). 我 们 把 整数 a 称 为 映射 了 的 度 . 

(1) 如 果 f 二 g ,那么 degf = degg. 

(2) 如 果 能 扩张 成 一 个 连续 映射 hn: B" 一 S" ,那么 degf= 


(3) 恒 等 映 射 的 映射 度 是 1. 
(4) deg(f°g)= (degf)'(degg). 
性 质 (1) 可 从 定理 19.2 得 出 . 而 性 质 (2) 可 从 下 列 事实 得 出 :f,: 
日, (S" ) 一 H,(S") 等 于 复合 映射 
H,(S") 一 > H,(B™') > H,(S’) 
其 中 ; 是 包含 映射 . 由 于 B”"'' 是 零 调 的 ,因而 这 个 复合 映射 是 零 
同 态 . 性 质 (3) 和 (4) 是 定理 18.1 的 直接 推论 . 
定理 21,1 不 存在 收缩 映射 7:B”'!'->S". 
证 了 明 ”这 样 一 个 映射 7 应 是 恒 等 映 吊 i: S”" 一 5S” 的 扩张 ， 因 
为 i 的 映射 度 是 1 关 0, 所 以 不 在 在 这 样 的 扩张 . 口 
定理 21.2(Brouwer 不 动 点 定理 ) 每 个 连续 映射 思 : B"->B” 
都 至 少 有 一 个 不 动 点 . 
证 明 ”如果 $8;:B”" 一 B" 没有 不 动 点 ,那么 我 们 就 能 用 每 式 
h(x) = i a gt 
来 定义 一 个 映射 ;B" 一 B" ,因为 x 一 (zx) 关 0. 令 FS 一 
S”!' 表 示 在 S”"“ 上 的 限制 . 那么 了 的 映射 度 为 0. 
另 一 方面 ,我 们 要 证 明 上 的 映射 度 是 1 ,从 而 引出 矛盾 . 定义 
一 个 同 伦 五 :S xx 大 =S 为 
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H(wu,t) = 人 一 I 


如 一 上 
对 于 z=1, 分 母 不 为 零 ,因为 天 8 而 对 于 0 委 z< 分母 不 
为 零 是 因为 外 zj = 下 到 人 (= 三 站 2) 二 < 二 映射 五 
是 S 上 的 恒 等 映 射 与 映射 上 之 间 的 同 伦 . 因此 ,degf=1. 口 ] 

定义 ”对 径 映 射 ae :9 一 3 是 对 所 有 > 由 等 式 a(Cz)= 一 2 
定义 的 映射 . 

为 了 进一步 的 应 用 ,我 们 必须 计算 对 径 映 射 的 映射 度 . 在 这 
里 我 们 是 通过 直接 证 明 来 做 的 . 第 二 种 证 明 在 下 一 书 给 出 ;第 三 
个 证 明 将 在 $31 给 出 . 

定理 21.3 令 n 宇 1. 对 径 映 射 a: S "一 S" 的 映射 度 是 
(I 

证 朋 事实 上 ,我 们 证 明 反 射 映射 


2 全 a ro 
的 映射 度 为 -1. 那么 由 此 可 得 出 任何 反射 映射 
(a 9 i (zi ”9 一 se 


的 映射 度 是 -1, 因为 p; =h '。poh ,其 中 有 是 R" 的 同 胚 , 它 只 
交换 xz, 和 zx, ,因而 
degpi = (degh™')(degp)(degh) = deg(h™ 。h)degp = degp. 

因为 a 等 于 复合 映射 p1p，…ps+1 ,所 以 我 们 有 dega = (一 1)". 

第 一 步 ”空间 六 的 一 个 三 角 训 分 是 一 个 复 形 和 一 个 同 肚 
hh :| 上 L| 一 XX. 我 们 将 用 一 个 n 维 复 形 构造 S” 的 一 个 三 角 训 分 使 
得 反射 映射 o 诱导 这 个 复 形 到 其 自身 的 一 个 单纯 映射 . 

一 般 ,如果 K 是 R' Xx0CR ”中 的 一 个 有 限 复 形 ,在 R' ”中 
令 wo 二 (0,…,0,1) 和 w= 二 (0,…,0, 一 1), 再 令 

S(K) = (wo * K) U (wix K). 
我 们 把 S(K ) 称 为 的 一 个 双 角 锥 , (参看 838 的 习题 . ) 令 : 
S(K)->S(K ) 是 这 样 一 个 单纯 映射 , 它 把 wo 和 wi 对 换 并 将 KK 
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的 每 个 顶点 映射 到 其 自身 . 我 们 证 明 存在 一 个 一 1 维 复 形 K 和 
一 个 三 角 前 分 

&: | SS(K) I 5", 
使 得 下 列 图 表 交 斤 


k 
SE) 一 一 = Sn 
| 
大 
凡 攻 一 
那么 第 一 步 即 可 得 证 . 

今 有 :IK| 一 S”' 是 由 一 个 nn 一 1 维 复 形 构 成 的 S 的 任何 
三 角 训 分 . 令 yE 1S(K)|. 如 果 y= (1 一 1)z + two 对 其 个 交 皇 
KK| 成立, 那么 就 定义 

kly) = (VvV i- th(zr),t). 
在 y=(1- 基 过 + trwoi, 则 定义 


k(y) = (V1— th(r), -1), 


图 21.1 


参看 图 21.1. 容易 证 实 & 把 |S(K)| 同 胚 地 映射 到 5S” 上 . 参看 
习题 3. p= 二 有 rr 这 个 事实 是 直接 的 ,因为 


r((l— z+ two) = (1 — 1)rx + tew. 
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第 二 步 ” 鉴 于 第 一 步 ,为 了 证 明 我 们 的 定理 ,只 要 证 明 degr 
= 一 1 即 可 ， 

令 z 是 S(K) 的 一 个 ” 维 闭 链 ;那么 = 是 一 个 形 如 

z = [woscn| ft Lewr ,dd, | 
的 链 ,其 中 c, 和 aq, 是 天 的 链 , 且 mx = nn 一 1. (在 这 里 我 们 使 用 了 
$ 8 的 括号 记 法 . ) 假 设 >1. 由 于 zz 是 一 个 闭 链 ,所 以 
0 = 9z = cc, 一 [aac | + dd, — Lrwi,90d, |. 
把 这 个 链 限制 在 K 上 ,我 们 得 到 等 式 cu。 + d=0, 由 此 可 得 
= | zeonoyc | 一 | vo yc |. 
因为 > 只 交换 wo 和 mi ,所 以 我 们 有 
ra(lz) = [wo,c,|— [rwo,c,|=— 2&2, 

这 正 是 我 们 所 期 望 的 . 当 n =1 时 ,类 似 的 计算 结果 成 立 . [L | 

定理 21.4 如 果 户 :S 一 S" 的 映射 度 不 等 于 (一 1) ,那么 
hh 至少 有 一 个 不 动 点 ， 

证 明 我们 将 假设 h:S”->S" 没有 不 动 点 并 且 证 明 h 二 a ,从 
而 定理 成 立 . 直观 上 我 们 能 够 简单 地 通过 沿 着 连接 两 点 h (xz) 和 
一 zz 的 较 短 的 大 圆 弧 把 点 h(xz) 移 动 到 点 一 工 来 构造 同 伦 . 因为 
h(x) 和 一 xz 不 是 对 径 点 ,所 以 有 唯一 的 一 条 这 样 的 弧 , 因 而 辣 伦 
是 完全 确定 的 . 最 后 ,我 们 定义 同 伦 电 :S” x 1->S” 为 

ET 

一 旦 我 们 证 明了 分 母 不 为 零 ,那么 证 明 也 就 完成 了 . 如 果 对 某 > 
和 zt, 有 (1 一 2)h(z)= tr, 那么 两 边 取 范 数 ,我 们 就 推出 1 一 z= 
1 三 1/2. 由 此 得 h(x)= xz, 这 与 假设 牙 盾 . L 

定理 21.5 如 果 户 :S"->S" 的 映射 度 不 等 于 1, 那 么 hh 把 某 
个 点 工 映射 到 它 的 对 径 点 一 工 . 

证 明 如果 a 是 对 生 上 映射 ,那么 a* 有 hh 的 映射 度 不 等 于 
(一 1)” ,因而 它 有 一 个 不 动 点 xz, 于 是 a(h(z))= xz. 那么 正如 
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我 们 所 期 望 的 那样 ,有 h(x)= 之 ， | 
系 21.6 当 且 仅 当 n 为 奇数 时 ,S” 有 非 零 的 切 向 量 场 . 
证 明 设 n 是 奇数 , 邻 n=2k 一 1. 那么 对 于 x ES" ,我 们 定 

义 

v(z) 一 (一 2 证 9 一 3 并 2 并 2 

请 注意 到 mw(z) 垂 直 于 xz, 因而 wkz) 在 工 处 切 于 S”. 
反之 , 设 v(xz) 是 对 xES" 定义 的 非 零 向 量 场 , 使 得 v(xz) 在 

z 点 切 于 S”. 那么 h(xr)=v(z)/ v(xz) 上 是 S” 到 S” 内 的 上 映 

射 . 因为 对 所 有 x ,zw(z) 牌 直 于 ;所 以 不 可 能 有 A(z)= 工 或 者 

h(xz)= 一 .因而 六 没有 不 动 点 ,并 且 记 不 把 任何 点 映射 到 它 的 

对 径 点 . 于 是 我 们 推出 degh =(-1) ”和 degh = 二 1, 从 而 n 必然 

为 奇数 . [ 


习 题 


1. (a) 令 玉 是 图 21.2 中 所 画 出 的 复 形 , 其 空间 是 正方 形 的 边界 ; 令 
sdK 是 它 的 首次 重心 重 分 ,如 图 所 示 . 令 f;:sdK->K 是 由 f(a;) = az 所 指定 
的 单纯 映射 ,其 中 下 标 2i 在 必要 时 是 模 8 约 化 的 . 证 明 上 映射 了 的 映射 度 是 
2 


图 21.2 


" 


(b) 将 S! 看 作 是 具有 单位 模 的 复数 集 . 证 明 由 h(x)= = 给 出 的 映射 
hh:S! 一 S! 的 映射 度 为 2. [提示 :由 径 向 射影 ,h 诱导 一 个 从 |K | 到 其 自身 的 
映射 , 它 同 伦 于 (a) 款 的 单纯 映射 f. ] 

(c) 车 n 是 任何 整数 ,证 明 由 六 (z)= z” 给 出 的 上 映射 上 ;5S 一 S ,其 映射 
度 为 nn. 

2, 利用 习题 1 的 结果 证 明 : 

代数 基本 定理 带 实 系数 或 复 系 数 的 多 项 式 

zarie ll++az +ao 
在 复 平面 内 有 一 个 零点 . 

证 明 令 S. 是 半径 为 c 的 圆周 | =| = c. 设 给 定 的 多 项 式 在 加 | zx| 所 ec 

内 没有 零点 . 令 
h:S RR -0 
是 由 及 (xz)=z*+a,_12” "十 …+ao 定义 的 . 

(a) 证 明 ,是 平 几 的 . 

(b) 证 明 : 如 果 c 充分 大 ,那么 产 同 伦 于 由 上 有 (z)=z 盖 给 出 的 映射 屎 : 3。 
一 R* 一 0. [提示 : 置 F(z,t)=z ”+t(ar-i12” 十 十 Go) 

《c) 导出 矛盾 . 

3. 定理 21.3 的 第 一 步 中 定义 的 映射 X 是 一 个 同 豚 ,可 证 明 如 下 : 

(a) 证 明 由 等 式 

(1— ri mo, 之 由 ， 


( 交 ,E) = 
站 {(] 十 全 一 15， 去 中 ， 


g(x,t) = (V1 th(r),t). 
给 出 的 瞎 射 
p: IKIXx[-1,1]—| S(K)|, 
gq: IKIx[-1,1|—>S". 
是 商 映 射 . 
(b) 证 明 商 映射 p 和 4 诱导 同 胚 . 


"8 22 应 用 ;Lefschetz 不 动 点 定理 


在 上 一 节 我 们 所 证 明 的 不 动 点 定理 都 是 与 球 和 球面 到 它们 目 
.152 ， 


身 的 映射 相关 的 . 这 些 定 理 有 一 个 深远 的 推广 . 它 是 属于 
Lefschetz 的 . 我 们 现在 就 来 证 明 它 ， 

首先 ,我 们 需要 几 个 来 自 代数 的 事实 . 

如 果 和 A=(aj) 是 一 个 nxn 方 阵 ,那么 A 的 迹 , 记 为 trA , 定 


trA = pas 
如 果 A 和 B 都 是 n xn 和 矩阵 ,那么 
trAB = 之 /0 Bi = ttBA， 


如 果 G 是 以 el ，…，e， 为 基 的 自由 Abel 群 ,%:G 一 G 是 一 个 
同 态 ,那么 我 们 定义 由 的 迹 是 trA ,其 中 A 是 & 关 于 给 定 的 基 的 
矩阵 . 这 个 值 不 依赖 于 基 的 选取 ,因为 关于 男 一 个 基 的 矩阵 等 
于 B 'AB, 其 中 B 为 某 个 方 阵 ,而 且 tr(B (AB))= tr((A4B) 
8B !')=trh. 同样 的 论证 说 明 若 i: G 一 G 是 一 个 同 构 , 那 么 tr(i? 
go )=trg. 

如 果 是 有 限 复 形 ,而 且 $:C,(K) 一 C,(K) 是 链 上 映射 ,那么 
由 于 C,(K) 是 有 限 秩 的 自由 Abel 群 ,因而 $ 的 迹 有 定义 ,我 们 把 
它 记 为 xr($,C,(K)). 群 囊 (天 ) 未 必 是 自由 Abel 群 ,但 是 如 采 
T,(K) 是 它 的 搁 子 群 ,那么 群 日 ,(K )/T,(&) 一 定 是 自由 Abel 
群 . 而 且 $8, 诱导 这 个 群 到 其 自身 的 一 个 同 态 . 我 们 用 记号 
tr( 罗 ,HH,(K)/T,(K)) 表 示 这 个 诱导 同 态 的 迹 . 在 这 两 个 数 之 
间 没 有 明显 的 联系 ,因此 下 面 的 公式 是 相当 惊人 的 . 

定理 22.1(Hopf 迹 数 定理 ) 令 天 是 一 个 有 限 复 形 ; 令 %:C， 
(K) 一 C,(K) 是 一 个 链 映 射 . 那么 
2 Drtr($,C,(K)) = ee ?tr($, ,H, (KT,(K)). 

证 明 第 一 步 令 G 是 有 限 秩 的 自由 Abel 群 , 令 日 是 一 个 
子 群 (必然 是 自由 Abel 群 ) ,而 且 设 G/H 是 自由 Abel 群 . 令 $:G 


一 G 是 一 个 将 百 映 人 其 自身 内 的 同 态 . 我 们 来 证 明 
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tr($,G) = tr($ ,GIH) + tr($ ,H), 
其 中 ,六 和风 表示 由 上 诱导 的 同 态 . : 
令 fal+ 理 ,…,a, 十 昌 | 是 GIH 的 一 个 枯 , 令 B,…,B, 是 FH 
的 一 个 基 . 如 果 4 和 B 是 和 凡 关 于 各 自 的 基 的 相应 矩阵 ,那么 
$'(a; + H) = > as a + 日 ), 


0 
由 于 容易 验证 a1 ,…, ,B81,…, Bs 是 G 的 一 个 基 , 而 且 从 上 面 的 
等 式 可 以 得 到 
pla;) = > aso +《 瑟 中 的 项 ) 


$(B;) = 2 bsB:. 
因此 ,$ 关 于 G 的 这 个 基 的 矩阵 具有 形式 


C 

C = 

* BB 

显然 ,trC = trA + trB, 这 就 得 出 本 步 要 证 的 结果 ， 

第 二 步 ” 像 通常 一 样 , 令 C, 表示 链 群 C,(K), 令 Z, 表示 
维 闭 链 , 令 B, 表示 p 维 边缘 链 , 令 W, 表示 pp 维 弱 边缘 链 群 ,和 它 
是 由 那些 其 革 个 倍数 构成 边缘 的 p 维 链 组 成 的 . 那么 

站 
机 $ 是 链 上 映射 ,所 以 它 将 这 些 群 中 的 每 一 一 个 都 映射 到 其 自身 
. 我 们 将 证 明 商 群 C,/Z, 和 2Z,/W, 是 自由 的 ,那么 从 第 一 步 就 
ot 
(i) tr($,C,) = tr 人 (CD + tr($, ZW,) + tr(p, W,). 
(在 这 里 我 们 不 再 使 用 撤 号 来 区 别 各 个 诱导 同 态 .) 下 面 我 们 分 别 
来 计算 式 中 的 名 项 . 

第 三 步 ”考虑 群 C,/2Z,. 通过 限制 3 的 值 域 而 得 到 的 同 企 ao : 

C, 一 B。, 是 满 同 态 ,而 且 它 的 核 等 于 Z,. 因此 它 诱导 C,12Z。 到 
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了 :的 一 个 同 构 , 因 而 C,/Z, 是 自由 的 . 此 外 ,因为 多 与 3 交换 , 故 
它 与 这 个 同 构 也 交换 .因此 (如 以 前 所 说 ) 有 
(ii) tr($,C,/2Z,) = tr($,B,). 

第 四 步 ” 考虑 群 Z,/W, ,考虑 射影 映射 

Z,— 2Z,1B, = H, > H,/T,. 
它们 的 复合 是 满 射 而 且 以 W, 为 核 . 因此 它 诱导 一 个 辣 构 
Zz,{W, — H,lT,. 

因而 Z,/W, 是 自由 的 . 因为 射影 与 $ 交换, 所 以 这 个 同 构 也 与 $ 
交换 . 因此 


(iii) tr($,2, 1W,) = tr($, ,H,/T,). 
第 五 步 ” 考 虚 群 W,. 我 们 要 证 明 
(iv) tr($, W,) = tr($,B,). 


回想 到 8B, 是 W, 的 一 个 子 群 . 应 用 自由 Abel 群 的 基本 定理 ,我 
们 可 以 选取 W, 的 一 个 基 父 1 5 ”> 站 。 使 得 对 于 某 些 整数 Nts), 
mx 产 1, 庄 元 Plas MOE 构成 B， 的 一 个 基 ， 由 于 W,/B, 是 
抄 群 ,因此 & =n. 我 们 来 计算 $ 关 于 W, 和 了 的 基 . 令 
$a;) Zase: 
(ma ) Ei 2 63 (mia: ). 

其 中 求 和 是 从 工 到 ? 的 . 那么 由 定义 ,tr($,W,)= Zan,tr($， 
B,) = 22 .将 上 面 的 第 一 个 等 式 滋 以 mi ,我 们 推出 对 所 有 i 和 
7 ,as 一 Cam;. 尤其 是 对 所 有 i,0Q5 二 bs. 因此 tr(g， W,) =tr($, 
B,). 

第 六 步 ”为 完成 证 明 ,我 们 将 公式 (iD , (者 ), (iv) 代 人 (得 等 
式 

tr($,C,) = tr($,B,1) + tr($, ,H,/T,) + tr($,B,)., 
当 我 们 把 此 式 乘 以 (- 1)? 并 对 所 有 求 和 而, 各 式 的 首 项 和 尾 项 


成 对 地 相 消 ,于 是 我 们 所 期 望 的 公式 就 得 以 证 明 . 口 

定义 一 个 有 限 复 形 KK 的 Euler 数 , 按 经 典 方 式 是 由 等 式 

x(K) = > (- 1)*rank(C,(K)) 

确定 的 . 换 旬 话说 , xy(K ) 是 K 在 每 一 维 数 的 单 形 数目 的 交错 和 . 

我 们 证 明 K 的 Euler 数 是 | 天 | 的 拓扑 不 变量 如 下 . 

定理 22.2 令 玉 是 一 个 有 限 复 形 . 令 及 =rankH,(K)/T, 
(KK), 它 是 玉 的 p 维 Betti 数 . 那么 

x(K) = 2 Ls 

证 明 ”如果 $:C,(K)->C,(K ) 是 恒 等 链 映 射 ,那么 $ 关于 
任何 基 的 矩阵 是 单位 矩阵 ， 从 而 我 们 推出 tr(#$,C,)=rankC,. 类 
似 地 ,因为 $, 是 恒 等 映射 ,所 以 tr($, ,HH,/T,)= rankH,iT, = 
8,. 于 是 我 们 要 证 的 公式 即 可 从 Hopf 迹 数 定理 得 出 . 口 ] 

这 个 定理 有 若干 推论 . 例如 , 当 |K| 是 R” 中 凸 区 域 的 边 只 
时 ,Xx( 天 )=2( 因 为 此 时 | 并 | 同 是 于 S ) 这 一 事实 能 够 用 来 证 明 只 
有 五 种 这 样 的 复 形 是 正 多 面体 . 它们 给 出 五 种 经 典 的 柏拉图 立 
体 ,参看 习题 . 

定义 令 玉 是 一 个 有 限 复 形 ; 令 有 :|K|->|K| 是 一 个 连续 
映射 . 那么 我 们 将 数 

A(h) = >- tr(h, ,H,(K)/T,(K)) 

称 为 h 的 Lefsehetz 数 . 

请 注意 到 ,由 定理 19.2,A(h ) 仅 依赖 于 的 同 伦 类 . 而 且 , 它 
只 依赖 于 拓扑 空间 |K| ,而 不 依赖 于 特定 复 形 天 :如 果 革 是 适合 | 
工 |=| 玫 | 的 另 一 个 复 形 ,那么 由 恒 等 映 射 诱导 的 同 态 

jx :iH,(L)— H,(K) 

是 一 个 同 构 . (hii) = °。 (hx )，*j7， 这 个 事实 蕴 泣 着 (hi ), 和 
(hx ),、 有 相同 的 迹 数 . 

定理 22.3(Lefschetz 不 动 点 定理 ) 令 尺 是 一 个 有 限 复 形 ; 
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令 玉 :| 民 | 一 | 于 | 是 一 个 连续 映射 . 如 果 A( 甩 ) 隐 0, 那 么 及 必 有 不 
动 点 ， 

证 明 假定 没有 不 动 点 ,那么 我 们 将 证 明 A(h)=0. 

第 一 步 ” 在 以 下 的 各 步 中 ,我 们 将 假定 天 满足 条 件 : 对 所 有 
也 

h(St(v, K)) St(v, KR)= 他. 

因此 我 们 必须 证 明 这 个 假定 是 合理 的 . 

首先 , 令 e=min|x 一 h(z)|. 利用 六 的 一 致 连续 性 ,选取 
使 得 每 当 |z -y|<S 时 就 有 | 关 (z)-Fy)1<s/13. 令 4A=minl6， 
ej21. 那么 对 于 直径 小 于 4 的 任何 集合 A, 均 有 A 和 天 (4A) 的 直 
径 都 小 于 e/2. 因而 它们 一 定 不 相交 , 用 K 的 一 个 其 闭 星 形 的 直 
径 都 小 于 4 的 重 分 代 蔡 KK ,正如 我 们 早 就 指出 的 那样 ,这 并 不 影 
响 A(h) 的 计算 . 于 是 我 们 所 假定 的 条 件 成 立 . 

第 二 步 ” 假 定 天 满足 第 一 步 的 条 件 . 现在 让 我 们 选取 的 
一 个 重 分 K 使 得 h 有 一 个 单纯 逼近 太 开 一 天. 我 们 证 明 如 果 : 
和 og 分 别 是 开 和 天 的 单 形 使 得 sCo ,那么 f(s) 关 6. 

假设 f(s)==o. 令 了 是 5 的 一 个 顶点 , 令 f(w)=w 是 o 的 一 
个 顶点 . ;Co 这 个 事实 蕴涵 着 wwE€ St(v,K), 因 而 
(x) h(w) € h(St(v, K)). 
另 一 方面 ,由 单纯 逼近 的 定义 ,我 们 有 

(St RK))C St( f(rw), K), 

尤其 是 , 它 蕴 涵 着 
“2% h(w) € St(v, K). 
将 (x* ) 式 和 ( x* x* ) 式 联合 ,就 与 第 一 步 的 假设 矛盾 . 

第 三 步 ” 现 在 我 们 应 用 Hopt 迹 数 定理 来 计算 A(h). 

令 f:K 一 K 是 上 的 一 个 单纯 通 近 ; 令 4:&(K)->&(K ) 是 重 
分 算 子 . 那么 由 定义 , 疡 ,是 由 链 映射 %= 了 。A 诱导 的 ， 

我 们 来 计算 $ 的 迹 . 令 A 是 上 关于 由 KK 的 pp 维 定向 单 形 组 
成 的 C,(K ) 的 通常 基 的 和 矩阵. 令 sz 是 一 个 典型 的 基 元 素 . 链 %(o) 
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是 K' 的 使 得 ;Co 的 定向 单 形 * 的 一 个 线性 组 合 . 对 于 任何 这 样 
的 单 形 * ,从 第 二 步 可 知 f(s) 了 关 a. 我 们 推出 链 $(o)= f# (4(o)) 
是 天 的 不 同 于 oa 的 p 维 单 形 的 线性 组 合 . 因而 在 和 矩阵 A 中 对 应 
于 a 的 行 和 列 的 元 素 为 0. 由 此 可 见 , A 的 所 有 对 角 线 元 为 0, 因 
而 trA=tr$=0. 
Hopf 迹 数 定理 告诉 我 们 
A(h) = > (~ Detr($,C,(K)). 


因为 在 这 个 和 式 中 的 每 一 项 为 零 , 所 以 A(h)=0， [ 

为 了 应 用 这 个 定理 ,我 们 需要 下 面 的 引 理 . 

引 理 22.4 和 令 玫 是 一 个 有 限 复 形 ; 令 产 :| 天 | 一 | 天 | 是 一 个 
连续 映射 如 果 | 开 | 是 连通 的 ,那么 户 . :Bo( 开 )- 一 Fo(K) 是 恒 等 
映射 . 

证 明 令 f:K >K 是 产 的 一 个 单纯 逼近 . 若 v 是 K 的 一 个 
顶点 ,那么 重 分 算 子 4 把 v 映射 到 由 vw 的 重 分 一 一 它 恰 好 是 v 上 自 
身 一 一 所 承载 的 一 个 0 维 单 形 . 因而 (vw) 是 ”的 一 个 倍 式 . 因 
为 人 保持 增 广 , 所 以 A(vw)= wv. 

于 是 fs AX(v)= 了 4 (v), 它 是 的 一 个 顶点 . 因为 |K | 是 连 
通 的 ,所 以 ff (vv) 同调 于 wv. 因此 ,= ff, "4 ,等 于 Ho(K) 上 的 


恒 等 映 射 . 加 
定理 22.5 令 天 是 一 个 有 限 复 形 ; 令 产 :| 开 | 一 | 氏 | 是 一 个 
连续 映射 ,如果 | 开 | 是 零 调 的 ,那么 产 必 有 一 个 不 动 点 . 


证 明 群 H,(K) 是 无 限 循 环 的 ,h, 是 Ho(K) 上 的 恒 等 映 
射 . 因而 tr(h ,Ho(K))=1., 因为 所 有 更 高 维 的 同调 为 零 ,所 以 
A(h)=1. 因此 ,h 有 不 动 点 . [ 

定理 22.6 SS" 的 对 径 映 射 的 映射 度 是 (一 1)? ， 

证 明 令 严 :S"~>S" 是 一 个 决 射 度 为 d 的 映射 , 我 们 来 计算 
A(h). 由 于 hh, 是 0 维 同调 上 的 恒 等 上 映射 . 在 2 维 同期 上 , 它 的 
邱 阵 是 只 有 单独 一 个 元 素 & = degf 的 1xt 和 撼 阵 . 因此 

A(h)=1+(-1)"a. 
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由 于 对 径 上 映射 a 没有 不 动 点 ,因而 A(a)=0. 由 此 可 抑 ,a 的 上 映射 
度 是 (一 1)". L 


习 题 


1. 证 明 每 个 映射 六 已 -=P 都 有 不 动 点 . 

2. 令 KK 是 一 个 有 限 复 形 . 证 明 若 :| Ki 一 |K| 同 伦 于 一 个 常 映 射 , 那 
么 类 有 一 个 不 动 后 . 

3. {a) 证 明 存 在 从 Klein 瓶 S 到 其 自身 的 一 个 映射 了 把 图 22.1 所 示 的 
曲线 C 同 胚 地 映射 到 曲线 上 ,而 且 存 在 一 个 上 映射 g 把 C 映射 到 阴影 区 域 
五 中 

(b) 令 和 g 如 (a) 中 所 述 . 证 明 若 太一 和 8g 二 g, 那 么 了 和 g 均 有 不 
动 点 . 

(ce) 试 求 出 一 个 没有 不 动 点 的 映射 h: 5S. 


4. 如 果 M 是 R" 中 的 一 个 紧 光 滑 曲 面 ,w(z) 是 M 的 切 问 量 场 ,那么 微 
分 几何 的 一 个 标准 定理 可 叙述 为 :对 于 某 个 es>0, 有 一 个 连续 映射 
F:Mx{(-e,e)— M 
具有 下 列 性 质 : 对 每 个 ze ,曲线 
i— F(xo,t) 
当 #1 二 0 时 经 过 点 zo 且 具 有 速度 问 量 v(xo). 和 而且, 如 果 对 所 有 工 , v(x) 关 
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0 ,那么 存在 一 个 8 使 得 对 于 0< 1 1| 雪人 ,就 有 
F(xrest) xo. 

(a) 利用 这 些 事实 证 明 , 阁 M 有 非 零 团 同 量 场 ,那么 y(MM)=0. 

(b) 确定 哪些 紧 曲 面具 有 非 零 切 向 量 场 . 

5. 设 B 是 R 中 的 多 边 形 的 有 限 族 ,其 中 每 两 个 多 边 形 至 多 相交 于 一 条 
公共 边 或 一 个 公共 点 . 我 们 把 族 中 的 每 一 个 多 边 形 称 为 B 的 一 个 面 , 且 把 它 
顶点 称 为 B 的 顶点 . 

(a) 令 |B| 是 B 的 元 素 之 并 . 证 明 

x(1B1) = (# 面 ) ~ (# 边 ) t+ 《# 顶点 ). 
其 中 , 间 面 、# 边 、 间 顶点 分 唱 表 示 面 数 、 边 数 和 顶点 数 . [提示 :通过 从 每 个 
面 的 一 个 内 点 作 星 形 把 B 重 分 成 一 个 单纯 复 形 .1 

{b) 如 果 B 的 所 有 面 都 具有 同样 多 的 边 数 (比如 说 是 有 ),B 的 每 和 边 恰 
好 属于 8B 的 两 个 面 , 而 且 B 的 每 个 顶点 都 属于 同样 多 的 面 数 (比方 说 是 !)， 
那么 我 们 说 B 是 “组 合 正则 的 ”. 构成 一 个 四 面体 的 边缘 的 三 角形 组 成 这 样 
一 个 集 族 ; 梅 成 一 个 立方 体 的 边缘 的 正方 形 组 成 另 一 个 这 样 的 集 族 ， 

证 明 只 有 五 种 组 合 正 则 的 集 族 B 使 得 | 有 | 同 胚 于 S*. [提示 :出 于 几何 
上 的 考虑 这 里 隐 仿 着 / 守 3,k& 宇 3. ] 

(c) 有 许多 组 合 正 则 的 集 族 B 使 得 | B1 同 胚 于 环 面 . 但 是 对 于 和 i/ 只 
有 有 限 多 种 可 能 性 . 请 问 这 些 可 能 性 都 有 哪些 ? 
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第 三 章 ”相对 同调 群 和 
Eilenberg-Steenrod 公理 


直到 现在 为 止 ,我 们 主要 是 集中 研究 了 “绝对 "单纯 同调 群 , 尽 
管 我 们 也 曾 定 义 过 相对 同调 群 并 且 证 明了 它们 的 拓扑 个 变性 . 现 
在 我 们 更 详细 地 来 研究 相对 同调 群 .它们 的 用 途 是 多 方面 的 .一 方 
面 ,它们 很 自然 地 出 现在 拓扑 学 的 许多 应 用 之 中 ; 另 一 方面 ,正如 
我 们 将 要 看 到 的 那样 ,在 表达 称 为 Eilenberg-Steenrod 公理 的 那些 
同调 的 基本 性 质 时 ,将 会 以 一 种 必 不 可 少 的 方式 涉及 到 它们 . 


$23” 正 合同 调 序 列 


使 得 相对 同调 群 有 用 的 若干 途径 之 一 是 它 能 给 出 关于 绝对 同 
调 群 的 信息 .在 相对 同调 群 有 H, (K, Ko) 与 绝对 同调 群 日 ,(K ) 和 
HH, (Ko) 之 间 存 在 着 菜 些 联 系 .例如 ,HH,(K,Ko) 和 HH,s1(KK,Ko) 
为 零 则 蕴涵 着 再 (KK) 和 理 , (Ko) 同 构 , 但 这 绝 不 是 一 看 即 明 的 事 
实 . 用 精确 而 普遍 的 方式 阐明 这 种 关系 是 件 相 当 细 致 的 事 . 

在 代数 拓扑 学 的 早期 ,按照 这 种 思路 证 明 的 定理 常常 是 笨拙 
和 元 长 的 .阐述 它 的 正确 诸 言 当时 还 没有 找到 . 属 十 Eilenberg 的 
一 种 卓越 的 代数 思想 立刻 就 把 问题 港 清 了 .这 确实 是 一 种 全 新 的 
和 方便 的 记 法 ,我 们 把 它 称 为 ( 群 、. 环 或 其 它 研究 对 象 的 ) 正 合 序 
列 ”. 不 仅 在 拓扑 学 中 而 且 在 代数 学 中 ,这 个 概念 的 用 处 无 论坛 么 
评价 都 不 过 分 .路 汲 的 代数 论证 一 旦 用 正 合 序 列 的 术语 来 阐述 常 
常会 绝妙 地 明朗 化 . 另 有 一 些 甚至 对 专业 的 代数 学 家 都 是 困难 的 
论证 也 会 变 得 如 此 容易 ,以 至 于 可 以 放心 地 将 它 留 给 读者 . 

绝对 同调 群 和 相对 同调 群 之 间 的 关系 是 由 一 个 正 合 序 列 来 表 
示 的 ,我们 把 这 个 序列 称 为 “ 复 形 偶 的 正 合 同调 序列 .本 节 我 们 将 
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研究 群 (通常 是 Abel 群 ) 的 正 合 序列 ,并 且 将 定义 偶 的 正 合 同调 序 
列 . 
定义 ”考虑 群 和 同 态 的 一 个 (有 限 或 无 限 的 ) 序 列 
#1 


> AN 一 > A,—> A,—…: 
a 
im$, = kery, 

时 ,我 们 称 这 个 序列 在 A; 处 是 正 合 的 .如 果 它 处 处 是 正 合 的 , 那 
么 就 把 它 简称 为 正 合 序列 . 当然 , 正 合 性 在 序列 的 第 一 个 群 或 最 后 
一 个 群 (假如 它们 存在 的 话 ) 处 是 不 能 定义 的 . 

在 这 里 我 们 列举 关于 正 合 序 列 的 几 个 基本 事实 ,你 应 当 把 它 
们 帝 备 在 手 上 .其 证 明 留 作 习题 . 因为 我 们 所 考虑 的 群 是 Abel 群 ， 
所 以 我 们 将 用 0 表示 平凡 群 (单元 素 群 ). 


(1) A, -4A,->0 是 正 合 的 当 旦 仅 当 由 是 一 个 满 态 射 


(2) 0 一 A, 一 >A, 是 正 合 的 当 且 仅 当 $ 是 一 个 单 态 射 . 
(3) 设 序列 


1 We | 
是 正 合 的 ,我 们 把 这 样 的 序列 称 为 短 正 合 序 列 .那么 A,/$(Al ) 同 


构 于 4; ,这 个 间 构 是 由 少 诱 导 的 .反之 , 若 jy:A 一 B 是 满 态 射 , 其 
核 为 KK, 那么 序列 


Eg 
是 正 合 的 ,其 中 i 是 包含 映射. 
(4) 设 序列 
FW 
是 正 合 的 . 那么 下 列 说 法 是 等 价 的 : 
(i) a 是 满 态 射 . 
(ii) 8 是 单 态 射 . 
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(iii)y 多 是 零 同 态 . 
(5) 设 序列 
ee ey eg 
是 正 合 的 ,那么 诱导 序列 
0 一 cokea — A; — kerf —0 
也 是 正 合 的 . 
定义 ”考虑 具有 同一 指标 集 的 群 和 同 态 的 两 个 序列 
二 Al — A, — 
Te 
第 一 个 序列 到 第 二 个 序列 的 同 态 是 一 族 同 态 a;: A; 一 B, ,使 得 由 
映射 组 成 的 每 个 方形 图 表 
A YY Anl 


i 


有 一 Bn 


是 交换 的 . 当 每 个 a; 都 是 同 构 时 ,序列 的 同 态 成 为 序列 的 同 构 
例如 , 若 把 一 个 链 复 形 名 看 成 群 C, 和 同 态 3, 的 一 个 序列 , 那 
么 一 个 这 样 的 序列 多 到 另 一 个 序列 2 的 同 态 怡 好 是 我 们 所 说 的 
从 名 到 9 的 一 个 链 上 映射 . 
定义 ”考虑 短 正 合 序列 
1 本 
如 果 群 $8(A1) 是 A, 的 一 个 直 和 项 , 则 我 们 称 这 个 序列 是 分 裂 的 . 
这 意 昧 着 A, 是 $8(A, ) 与 另外 某 个 子 群 B 的 内 直 和 ,当然 群 
B 不 是 唯一 确证 的 .在 这 种 情况 下 ,序列 成 为 


0-> A ——>$(A,) DB—>A, -0， 


其 中 由 和 定义 4 与 $441) 的 一 个 同 构 ,而 定义 B 与 A; 的 一 个 同 
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构 . 一 种 等 价 的 表述 是 说 ,有 一 个 同 构 0 使 得 下 列 图 表 交 换 : 
0 —rA——— A 一 人 


站 


0 ——— +4) 一 由 一 4 一 一 一 ”人 
i 不 


在 此 情况 下 ,电表 示 外 直 和 ,i 是 包含 映射 ,x 是 射影 映射 . 映射 9 
是 通过 写成 A, = $(Al) 中 B 而 且 令 9 在 第 一 个 直 和 项 上 等 于 $7 ! 
而 在 第 二 个 直 和 项 上 等 于 y 来 定义 的 . 

定理 23.1 令 0>A, 一 >A, >A,>0 是 正 合 的 .那么 下 列 
几 种 说 法 是 等 价 的 : 

(1) 这 个 序列 是 分 裂 的 . 

(2) 存在 一 个 映射 户 :4 一 Ai 使 得 p*$= i . 

(3) 存在 一 个 映射 j :A3 习 A, 使 得 gsj = i . 

从 仿 


0 一 -4 4A; 0 


J 

证 明 ”我 们 要 证 明 (1) 蕴 涵 着 (2) 和 (3). 只 要 证 明 (2) 和 (3) 对 

于 序列 
0 一 A, 一 ~A) DA, —-A,—(0 

成 立 就 行 了 .而 这 是 容易 的 ;我 们 定义 p:Aj 岂 A 一 Ai 为 射影 映 
射 ,而 将 1: .43 一 4 中 4; 定义 包含 映射 . 

(2) 过 (1). 我 们 证 明 A, =%(A) 由 (kerp). 首先 ,对 于 过 GE 
A, 我 们 能 够 写成 z= 凶 (z)+(z 一 8 人 (z)) .第 一 项 在 % Ai) 中 
而 第 二 项 在 kerp 中 ,因为 p(x)-p(gp(rz))=p(zr)- (ps$) 
p(x ) 二 0. 其 次 ,如 果 xzE$8(A1) 门 kerp ,那么 对 于 某 个 y, 有 工 = 
p(y), 由 此 p(x) 二 pp(y)=y. 由 于 x Ekerp, 所 以 元 素 y 为 零 ， 
因而 x = p(y) 也 为 零 . 

(3) 二 (1) .我们 证 明 A, = (kery)Dij(A;). 由 于 kery = im$， 
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所 以 这 将 是 充分 的 .首先 ,对 于 zE 4，, 我 们 可 以 写成 zx=(z- 
jy(X)) + (zx). 第 一 项 在 kery 中 ,这 是 由 于 yy(x) 一 (jy(x)= 
J(z) 一 g(x)=0, 第 二 项 在 ;(Ah;) 中 .其 次 , 若 x (kery) 站 
7(A3), 那 么 工 =j(z) 对 某 个 = 成 立 , 由 此 wz)= 帮 (zz)= =. 由 
于 Ekery, 所 以 元 素 z 为 零 , 从 而 过 =jz) 也 为 零 . [| 

系 23.2 令 0>A1 一 As 一 >As>0 是 正 合 的 .如果 As 是 
自由 Abel 群 ,那么 这 个 序列 分 裂 ， 

证 明 我们 选取 A; 的 一 个 基 ,而 且 定 义 J: 4 一 A，, 在 基 元 
素 e 上 的 值 是 非 空 集 %  《e) 的 任何 元 素 . [L 

利用 关于 正 合 序列 的 这 些 可 供 我 们 使 用 的 基本 事实 ,现在 我 
们 束 能 够 描述 复 形 侦 的 正 合同 调 序列 . 

自 先 ,我 们 需要 定义 一 种 同 态 

39, :HH,(K,Ko) -> 于 (天 0) 

它 是 由 边 毕 算 子 诱导 的 ,我 们 把 它 称 为 同调 边缘 同 态 . 它 是 如 下 构 
造 的 :给 定 C,(K ,Ko) 中 的 一 个 闭 链 z, 它 是 到 的 一 个 其 边缘 由 
Ko。 雁 载 的 链 d 关于 模 C,( Ko ) 的 陪 集 . 链 94 自动 成 为 K。 的 一 个 
闭 链 . 我 们 定义 9, 12>| = [93d|, 其 中 花 括号 | |} 表 示 “ 同 调 类 ”的 
意思 .后 面 我 们 要 证 明 a . 是 一 个 完全 确定 的 同 态 . 

由 代数 的 观点 ,3, 的 构造 可 以 描述 如 下 :考虑 下 列 图 表 , 其 中 
i:Ko>K 和 x:;(K, 包 ) 一 (K, Ko) 是 包含 映射 


CAK) —— CK, Ko) 
CsiKo) —~ CB) 
于 是 i4 是 包含 映射 ,而 x# 是 从 C,(K) 到 C,(K)/C,(K6) 上 的 射 
影 .给 定 C,(K, Ko) 的 一 个 闭 链 z,C,(K ) 中 代表 它 的 链 4 是 一 
个 使 得 x (qd)= z 的 链 . 我 们 取 34 ,并 且 注 意 到 由 于 它 被 KK, 承 
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上 是 一 个 团 链 ,所 以 它 的 同调 类 被 定义 为 3,({z1). 因 而 3, 可 以 通 
过 一 个 “之 字形 ”过 程 来 定义 :经 由 x# 拉 回 ;使 用 3; 经 由 iy 拉 回 . 
9 的 这 种 描述 在 下 地 将 是 有 用 的 . 

现在 我 们 可 以 来 叙述 关于 ,Ko 和 (KK, Ko) 的 同调 的 基本 定 
理 了 . 

定义 ”一 个 长 正 合 序列 是 指标 集 为 整数 集 的 正 合 序列 . 即 它 
是 一 个 双向 无 限 的 序列 .然而 它 可 以 由 平凡 群 的 无 穷 序列 开始 或 
结束 . 

定理 23.3( 复 形 偶 的 正 合 同调 序列 ) 今天 是 一 个 复 形 ,天 。 
是 一 个 子 复 形 . 那么 存在 一 个 长 正 合 序 列 . 


> H,(Ko)—> H,(K)—> H,(K,K,) 


A 
其 路 Ko 一 KK 和 x:(K,C)>(K,Ko) 是 包含 映射 ,而 0, 是 由 边 
纤 算 子 3 诱 导 的 .在 约 化 同调 中 也 有 一 个 类 似 的 正 合 序列 
“FH,(Ko)—> H,(K)— H,(K,Ko)— H, (Ko) 一 … 
这 个 定理 的 证 明 按 性 质 基本 上 是 代数 的 .在 下 一 节 中 ,我 们 将 
以 纯 代数 的 方式 表述 并 证 明 它 .我 们 和 暂且 把 这 个 序列 应 用 于 一 些 
具体 例子 . 
例 1 令 天 是 图 23.1 中 所 画 出 的 复 形 ,其 可 谢 空间 是 一 个 正 
方形 . 令 K6。 是 一 个 子 复 形 ,其 可 放空 间 是 这 个 正方 形 的 边界 . 从 
$9 的 例 3 我 们 知道 互 : (KK , Ko) 是 无 限 德 环 的 并 且 是 由 2 维 链 7 
生成 的 ,其 中 YY 是 反 时 和 对 定向 的 2 维 单 形 之 和 .此 外 , 责 | (Ko) 也 
是 无 限 循 环 的 ,并 且 是 由 1 维 链 si + s, + s3 +s 生成 的 ,而 且 这 个 
和 恰巧 等 于 37Y. 因 而 在 这 种 特殊 情况 下 ,边缘 同 态 
3, :H,(K, Ko)— Hi(K,) 
是 一 个 同 构 . 
这 个 事实 也 能 通过 考虑 复 形 偶 ( 开 ,并 o) 的 正 合同 调 序列 来 证 
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明 . 该 序列 的 一 部 分 是 
H(K) > H(K, Ko)—> H (Ko) > Hi(K). 
因为 |K | 是 可 缩 的 ,所 以 两 端的 群 为 零 . 因此 3. 是 一 个 同 构 . 

例 2 令 K 是 图 23.2 中 所 画 出 的 复 形 , 它 的 底 空间 是 一 个 平 
环 . 令 K。 是 K 的 子 复 形 , 其 底 空 间 等 于 内 部 正方 形 的 边 和 外 部 
正方 形 的 边 之 并 .在 39 的 例 4 中 我 们 曾 计 算 过 (K ,Ko ) 的 同调 . 
在 这 里 我 们 利用 关于 K 和 天 。 的 同调 的 知识 重新 计算 它 . 考 虚 约 


化 同调 中 正 合 序列 的 如 下 部 分 : 
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0 有 (KE >HI(KO > HK) Hi(K,Ko) > Ho(Ko) -=0 

0 -一 (?) AS -了 > (?) ma 一 1 
末端 的 零 源 自 下 列 事实 :| 天 | 具有 圆 的 伦 型 ,所 以 H,(K)= HH， 
(KK)=0. 而 且 呈 (KEK) 是 无 阴 循 环 的 . 它 是 由 沿 着 如 图 23.2 所 示 
的 天 的 外 部 边缘 的 财 链 z; 生成 的 ,或 者 是 由 沿 着 内 边缘 的 内 链 
zs 生成 的 ,这 两 个 闭 链 是 同调 的 .因为 | Ko | 在 拓扑 上 是 两 个 圆 的 
不 交 并 ,所 以 Hi(K。) 宇 Z 中 ZZ, 并且 以 zx: 和 zx, 的 陪 集 为 基 , 而 
Ho( Ko) 衬 Z 并 且 由 {vw vo! 生成. 

如 果 i :Ko 一 KK 是 包含 映射 ,那么 i ,把 izi| 和 |z,| 都 映射 到 
H,(K) 的 同一 个 生成 元 上 .这 说 明 (1)i, 是 一 个 满 同 态 ,(2) 它 的 
核 是 无 限 循环 的 并 且 是 由 |zi| 一 1z;1 生 成 的 . 

从 第 一 个 事实 可 知 <* 是 零 同 态 ,由 此 

9 :HI(K, Ko) -> H,{(K) 
古 一 个 同 构 . 因而 五 (天 ,并 0) 是 无 限 循环 的 ,并 且 是 由 边缘 为 
v1 一 Vo 的 1 维 链 en 生成 的 . 

从 第 二 个 事实 可 知 ,因为 

3, :H,(K, Ko)— keri, 
是 同 构 ,所 以 群 电 ;(K,K。) 是 无 限 循环 的 并 且 是 由 链 y 生成 的 ， 
这 里 > 是 KK 的 反 时 针 定 问 的 2 维 单 形 之 和 .因为 |97} = {xz 一 
zz ,于 是 zi 一 生成 keri . 

例 3 我 们 将 下 面 的 两 个 例子 一 起 考虑 . 令 (K, Ko) 或 者 表示 
柱 面 以 及 它 的 上 部 边缘 ,或 者 表示 Mabius 带 及 其 边缘 .在 这 两 种 
情况 下 , | Ko1 都 是 一 个 圆 ,而 且 |K1 具 有 圆 的 伦 型 .图 23.3 中 所 
示 的 中 间 的 圆 C 是 |K | 的 变形 收缩 核 ,从 而 我 们 能 知道 K 和 KK。 
的 同调 .我 们 可 以 从 正 合同 调 序 询 来 计算 (K,K,) 的 同调 ,该 序列 
的 一 部 分 如 下 : 
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HR} HK,KoO)> FEKo) 一 > HI(K}Y—> HI(K,KO) ~ fo(Ko), 
0 一 (7? 一 也 -2 -> {7?) 一 个. 


Kp 


Ko 


Eh 


图 23.3 


一 切 都 依赖 于 计算 同 态 i, .由 于 收缩 7:] KK 一 C 是 一 个 同 伦 等 
价 , 所 以 只 要 计算 将 边 | 天 ,| 去 缩 到 中 间 圆 C 的 复合 映射 r。i: 
| 玫 o| 一 C 诱 导 的 同 态 就 行 了 .在 柱 面 的 情况 下 ,这 个 映射 的 有 映射 
度 为 1. 而 在 Msbius 带 的 情况 下 , 显然 诱导 同 态 等 于 乘 以 2 的 乘 
法 . 

因而 在 柱 面 的 情况 下 有 电 (K,Ko)= Hi(K, Ko)=0, 在 
M6bius 带 的 情况 下 有 

HARsK) 0 HR RK. 

在 此 情 次 下 ,中 则 圆 C 表示 Hi(K , K。) 的 非 零 元 .同样 可 以 证 明 
备 了 DD 也 表示 Hi(K , Ko) 的 非 零 元 . 


习 题 
1. 验证 本 节 关 于 正 合 序 列 所 陈述 的 结论 (1) 一 (5). 
2. (a) 设 
ye 种 We 


也 是 正 合 的 ,证 明 
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Oa A 


A, x A, 
是 正 合 的 ， 

(b) 推广 到 任意 直 积 ， 

(c) 推广 到 任意 直 和 . 

3. 证 明 著 K。 是 零 调 的 , 则 H.,(K ,Ko) 衬 H;(K). 

4. 设 包 含 映 射 | Ko | 一 [天 | 是 同 伦 等 价 .证 明 对 所 有 pp 都 有 HH,(K ,Ko) 
=0. 

5, 如 同 在 例 3 中 那样 , 令 (K,K,) 表 示 Mebius 带 和 它 的 边缘 .证明 HH 
(K, Ko) 的 非 零 元 由 图 23.3 中 所 示 的 链 DD 表示. 

6, 令 5 表示 Klein 瓶 . 令 A 和 C 是 S 内 的 通常 的 简单 闲 曲 线 . (参看 
$ 18 的 习题 2. ) 计 算 复 形 偶 (S,A) 和 (S,C) 的 正 合 序 列 . 


$ 24 ”之 字形 引 理 


现在 我 们 来 证 明 复 形 偶 的 同调 序列 的 正 合 性 .我 们 将 把 这 个 
结果 重新 表述 成 关于 链 复 形 的 一 个 定理 并 在 这 种 形式 下 证 明 它 . 
首先 我 们 需要 一 个 定义 . 

定义 ” 令 %,9,6 都 是 链 复 形 .用 0 表示 平凡 链 复 形 , 它 的 群 
在 每 一 维 数 下 都 是 零 群 . 今 $:>93 和 J:9>8 是 链 上 映射 .如 果 在 
每 一 个 维 数 pp ,序列 


» 
0—> C,—>D,—>E,—0 


都 是 群 的 正 合 序列 ,那么 我 们 说 序列 
9 区 


0 -> 5 一 ~ 少 一 ~ €—>0 
是 正 会 的 ,或 者 说 它 是 链 复 形 的 短 正 合 序列 . 
例如 , 若 KK 是 一 个 复 形 旦 K, 是 KK 的 一 个 子 复 形 ,那么 序列 
0 -> €( KI)—> HK) €(K,Ko)—0 
是 正 合 的 ,因为 由 定义 ,C,(K,Ko)=C,(K)/C,(K,). 
引 理 24.1( 之 字形 引 理 ) 假设 已 给 定 链 复 形 = | C,,9c}、 
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9= 1D, ,9p1,6= |E, ,9r1 和 链 映 射 $$,y 使 得 序列 
人 
是 正 合 的 . 则 存在 一 个 长 正 合 同调 序列 
t 、 
人 


和 
其 中 ,3, 是 由 名 中 的 边缘 算 子 诱导 的 . 

证 明 ”这 个 证 明 现在 被 普遍 认为 是 “图 上 追踪 ”的 一 个 样板 . 
请 体 务 必要 掌握 这 个 证 明 . 今 后 所 有 这 种 类 型 的 证 明 都 将 留 作 习 
题 . 

我 们 将 利用 下 列 交换 图 表 : 

,四 ， 


Ud 一 一 一 本 人 PH — Dp we Epti 一 一 0 


"| "| "| 


0 —> CG, —”D 


Fr dp dr 


0 一 Oni 一 站 一 bp 0 


第 一 步 ”首先 ,我 们 来 定义 3, .给 定 五 , 中 的 一 个 闭 链 e,( 即 
ker9s 的 一 个 元 素 ) ,选取 d, ED, 使 得 gy(d,)= e,.( 回 想到 是 
满 射 . ) DD,_ ,的 元 素 9pd, 在 kery ,这 是 因为 jy(9pd,)=9gy(dy)= 
3ges =0. 因 此 ,在 C,-; 中 存在 一 个 元 素 c。_1 使 得 $(c,.1)=3pd，， 
因为 kerv=img. 因 为 风 是 单 射 , 所 以 这 个 元 系 是 唯一 的 .而 且 ， 
co-_! 是 一 个 财 链 . 因为 

$9cc, 1) 加 dp$ (cs_1) = 9p9pd = 0, 
那么 又 因为 $ 是 单身 ,所 以 3.c,-1 = 二 0. 定 义 
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| 

其 中 | | 表示 “同调 类 ”. 

第 二 步 ”我 们 证明 3. 是 一 个 完全 确定 的 同 态 . 引入 记号 ; 令 
es。 和 e ,是 35 :已 ,一 瑟 ， 1 的 核 中 的 两 个 元 率 . 选 取 wd 和 4 , 使 得 
y(d,) 二 e, 且 y(d,)=e',. 然 后 再 选取 cv 和 c ,-i 使 得 
$(c,_1)=9pd,, $e, 1)=9p4d’,. 

为 证 明 3, 是 完全 确定 的 ,我 们 假设 e, 和 e', 是 同调 的 ,并 证 
明 c,_ ;和 c :是 同调 的 . 因而 可 以 假定 es 一 e', = 0pepn4. 选取 
di 1 使 得 yy(d,,i)= es 然后 再 注意 到 

ad — d, — dpdp1) = Ep 一 Es — gy (dyr1) 
一 ep 一 e ， 和 Op€ p+1 = 0. 
因此 ,我 们 能 够 选取 c, 使 得 $(c,)= dad, 一 d ,一 9pd,11. 于 是 
$9cc,) = dp${ec,) = a9p(d, —d,)—-0= $(c,1—c ,1). 

汝 为 $ 是 单身 ,所 以 正如 所 期 望 的 那样 3.c, = c,_1 一 c,-1. 

为 证 明 3, 是 同 态 ,请 注意 到 yd td)=e+e :而且 
(ci+cy=aplads+az). 因 而 由 年 义 ,9 |e, +e = | ci 
+ cb-11 .当然 ,后 者 等 于 9, |e,| +3, ie | 

第 三 步 ” 我们 证 明 瓦 (2) 处 的 正 合 性 . 令 YE 日 , (3). 因 为 
yg" 多 =0, 所 以 我 们 就 有 yy, -$=0. 从 而 车 YE im$, ,那么 就 有 
p. (7)=0. 

反之 , 令 7= 1qd,| 并 且 假 设 gy, (7Y)=0. 那 么 对 于 某 个 e,,, 有 
yg(ds) 二 0pepr1: 选取 di 使 得 jy(d,i1)= e+i. 那 么 
pld, 一 9pd = plds) — 9gp(dyn) = pld,) — 9repr = 0, 
因而 对 于 某 个 cv 有 dd, 一 9pdp+1 = 二 $8(cs). 于 是 c, 是 个 闭 链 , 因 为 

pl9ccs) = 9p$lc,) = 9pd, ~ 0 = 0, 
而 且 $ 是 单身 .此 外 ， 
$ico| = I$(c,)} = {qd, -9pdpnt = da 
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所 以 1d,1 Eim$, ,而 这 正 是 我 们 所 要 求 的 . 

第 四 步 ” 我 们 证 明 昌 ,(6) 处 的 正 合 性 . 引入 记号 : 令 a= |e | 
是 日 ,( 全 的 元 取 . 选 取 dv 使 得 g(a,)= es ,再 选取 c。 1 使 $(c,1) 
9pd, .那么 由 定义 9, a = [ci 

如 果 aEimy, ,那么 a = iy(d,)1, 其 中 4d, 是 名 的 一 个 闭 
链 .于 是 $(c,-1)==0, 由 此 c,_1=0, 因 而 0, a=0. 

反之 , 设 3, a =0. 那么 对 于 某 个 cv 有 ec, ,= acc, .我 们 断言 
d, 一 (ec) 是 一 个 团 链 , 而 且 a = yy 1d, 一 $(c,)1,; 因 而 a€ 
im .由 直接 计算 ， 

dp{(d, — phe,)) = dpd, — $9cc,) = 9pds, 一 内 ch = 0, 
pd, — blcs)} = iy(d,} -0| = te,l = a. 

第 五 步 ” 我 们 证 明石,_,() 处 的 正 合 性 . 令 BE 晶 , 1( 全 .如 
果 BEim9、 ,那么 由 定义 ,P= |c,-11) ,其 中 $(c,_1)=3pd, 对 某 个 
ds 成 立 . 于 是 

$.(B) = ic = to = 0. 

反之 , 设 g%.(8) =0, 令 8= |c_1) ,那么 1$8(c,_1)1=0. 因 而 
对 于 某 个 有 gc iT)=3anpnd .定义 es 二 yld,), 那 么 因为 3pe, = 
Janad,)= 师 (c =0, 所 以 es 是 一 个 闭 链 .而 且 由 定义 8=3， 
1e,1 ,因而 8€ im9,. 站 

请 注意 到 ,我 们 在 这 个 引 理 的 证 明 中 ,任何 地 方 都 没有 假定 过 
所 论 及 的 链 复 形 是 自由 的 或 者 是 非 负 的 .因此 这 个 定理 的 应 用 范 
围 要 比 只 对 单纯 复 形 的 链 群 更 加 广泛 得 多 .然而 , 当 应 用 于 单纯 链 
群 外 KK6),(KK) 和 (KK, Ko) 时 ,我 们 可 得 到 对 于 非 约 化 同调 的 
定理 23.3 作为 一 个 直接 推论 . 

为 了 得 到 约 化 同调 下 的 定理 , 像 以 前 一 样 ,我 们 令 &= @(K， 
Ko6), 但 是 我 们 要 用 增 广 链 复 形 1%,e | 和 13,e| 分 别 代 半 和 2. 
注意 到 正 合 性 和 交换 性 在 一 1 维 时 成 立 , 因 为 包含 映射 Co(Ko) 一 
Co(K ) 保 持 增 上: 
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0 一 Co 一 CI) 一 一 (0 天) 一 一 0 


:| |! 


Be 0 rs 


0 


于 是 应 用 之 字形 引 理 就 能 为 我 们 给 出 约 化 同调 下 的 定理 23.3. 

在 考虑 进一步 的 应 用 之 前 ,让 我 们 从 之 字形 引 理 的 证 明 中 提 
取 某 些 附加 信息 .我 们 已 构造 出 一 个 函数 ,对 链 复 形 的 每 个 短 正 合 
序列 指定 它 的 同调 群 的 一 个 长 正 合 序列 .现在 我 们 指出 这 种 指派 
在 下 述 的 意义 上 是 “自然 的 ”: 链 复 形 的 短 正 合 序列 的 同 态 就 会 导 
致 相应 的 长 正 合同 调 序 列 的 同 态 . 

定理 24.2 假定 给 出 交换 图 表 


9 多 
0 8 -~ 区 0 
le 1 
0 8 一 一 区 6' 一 ~0 
p! 内， 


其 中 水 平 序列 是 链 复 形 的 正 合 序列 ,而 wa,8,7 是 链 上 映射 .那么 下 
列 的 图 表 也 是 交接 的 : 


i 


9, 9, 
— HE) 一 HA(Y) Pet) 一 古人 的 一 ~ 


he 


— HS) 一 HA(Y') HAE) -一 ~ HA(€) 一 ~ 


证 明 ”前 两 个 方形 块 的 交换 性 是 直接 的 . 因为 在 链 水 平 上 交 
换 性 已 经 成 立 .最 后 一 个 方块 的 交换 性 要 涉及 到 检查 3, 和 3 , 的 
定义 . 
给 定 1e,1 EE 日 ,(6) ,选取 qd, 使 得 yy(qd,)=e,, 并 且 选 取 c, 
使 得 #8$(c,-1)=9pd,. 那么 由 定义 ,3,1e,} = jc 人 令 e = 
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Y(e,). 我 们 欲 证 9 , (e',)=a, fc 粗略 地 说 , 它 之 所 以 能 成 立 
是 因为 3. 的 定义 中 每 一 步 都 交换 : 链 8(qd,) 是 e 。 的 一 个 适当 的 
“ 拉 回 ,因为 wpB(a)=70ae)=7ye)=e， 而 且 链 ctcs-i) 是 
9 pB(d;) 的 拉 回 ,因为 al(c,-i1)= 甩 (cs-1) = B(9pd,) = 
3 pp8(d) .因而 由 定义 ,9 ,1e',} = 1a(c,.1)|. 图 

长 正 合同 调 序列 的 目 然 性 是 极为 有 用 的 .现在 我 们 就 给 出 它 
的 一 个 应 用 . 它 将 利用 下 列 引 理 , 此 引 理 的 证 明 是 简单 的 “图 上 扎 
踪 ”, 正如 前 面 所 许诺 过 的 那样 ,我 们 将 把 证 明 留 给 读者 .这 个 引 理 
自身 也 是 非常 有 用 的 . 

引 理 24.3 (Steenrod 五 项 引 理 ) 设 已 给 出 由 Abel 群 和 同 态 
构成 的 交接 图 表 :; 


人 ee ye 


| | |# | | 


站 


其 中 水 平 序列 是 正 合 的 .如 果 万 , 户 , 户 , 方 定 同 枸 ,那么 方 也 必 

引 理 24.4 令 及 ;:(K,Ko) 一 (L,Lo) 是 一 个 单纯 映射 

(a) 诱 于 的 同调 的 同 态 ,给 出 (KK, Ko) 的 正 合 同调 序列 到 
( 工 ,Lo) 的 于 合同 调 序 列 的 一 个 同 态 . 

(b) 如 果 对 于 i=p 和 i=p-1,h,:H(K)>H,(L) 和 及,: 
日 (Ko) 一 昌 :(Lo) 都 是 辐 构 ,那么 

h,.:H,(K,Ko)— H,(L,L,o) 
(c) 如 果 绝 对 同调 始终 都 由 约 化 同调 所 代替 ,那么 这 两 个 结 
证 明 我 们 知道 ;是 一 个 链 上 映射 ,而 且 下 列 图 表 交 换 : 


i We 


I# NM 
a OR 


hh 


0 — Co) -一 ~- CU -~ CCC 一 一 ~- 0 


于 是 (a) 成 立 .为 了 处 理 约 化 同调 的 情形 ,我 们 回想 到 hi# 是 保持 增 
广 的 ,因而 假如 我 们 把 3 :Z->Z 定义 为 -1 维 链 群 上 的 恒 等 映 
射 ,那么 hi 就 给 出 所 要 求 的 增 广 链 复 形 的 链 上 映射 .因而 (a) 对 于 约 
化 同调 成 立 . 
结果 (b) 直 接 从 五 项 引 理 即 可 得 出 . 口 
下 面 的 定理 是 这 个 引 理 与 第 二 章 的 结果 的 一 个 直接 推论 . 
定理 24.5 上 面 的 引 理 对 于 任意 连续 映射 hh:(|K|,|Ko|) 
->(| 工 | ,1 Le) 成 立 ， 加 


习 题 


1. 令 X 是 一 个 复 形 ;A 是 X 的 一 个 子 复 形 ;而 B 又 是 A 的 一 个 子 复 
形 . 证 明 下 列 的 序列 的 存在 性 和 自然 性 ;我 们 把 它 称 为 三 元 组 (X,A,B) 的 正 
全 同调 序 列 ， 

"H(A.B)-— H(X,B)— H(X,A)— H(A,B)—… 


2. 证 明 下 列 引 理 : 
引 理 ( 蚁 形 引 理 } 给 定 Abel 群 的 短 正 合 序 列 的 同 态 
0 ———- A BB ———» CC 一 一 0 


J 


a 


则 存在 正 合 序 列 
[一 kera -一 kerf ~ kery 一 coka — cokP — coky — 0. 
3. (a) 证 明 五 项 引 理 . 
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(b) 假设 给 定 了 一 个 如 同 五 项 引 理 中 那样 的 Abel 群 的 交换 图 表 . 考 虑 下 
列 八 种 假设 
是 单 态 射 ,i =1,2,4,5. 
是 满 态 射 ,i = 1,2,4,5. 
对 于 证 明 户 是 单 态 射 而 言 ,这 些 假 设 中 哪个 是 充分 的 ? 对 于 证 明 是 
满 态 射 ,哪个 是 充分 的 ? 
4. 举例 说 明 对 于 所 有 i, 在 没 于 (区 ,Ko) 宕 所 ( 工 ,Lo) 成 立 的 情况 下 ， 
世 可 能 有 日 (Ko) 宇 H;(Lo) 和 HH(K) 宇 H,(L). 
5. 邻 wx*K 是 K 上 的 锥 .证 明 
H{(w* K,K) >H.(K). 
6. 令 Ko 是 下 的 子 复 形 . 
(a) 车 有 一 个 收缩 映射 7: |K| 一 | Ko |, 那么 证 明 
H,(K) H(tK, Ko) WD H, (Ko). 
(b) 如 果 和 恒 等 映射 i; |K1->1K| 同 伦 于 一 个 把 |K! 映 人 {Ko 1 中 的 映射 ， 
证 明 
H,(Ko) 守 (RK) Hu(K, Ko). 
(c) 车 包含 映射 ; :| Ko 一 1K1 辣 伦 于 一 个 常 映射 ,证 明 
H,(K,Ko) HR) HH, (Ro). 
[提示 :证 明 上 映射 ; 能 扩张 成 一 个 映射 f; | w * KI 一 1K|. (参看 系 
20.6.) 然 后 应 用 习题 5. ] 
* (dd) 举例 说 明 如 有 果 我 们 仅仅 假定 j) , 在 约 化 同调 中 是 等 同 态 ,那么 (c) 
的 结论 将 不 成 立 . 
7. 给 定 一 个 复 形 K 和 Abel 群 的 一 个 短 正 合 序列 
0—>G—G -G0G —0. 
那么 我 们 就 有 链 复 形 的 一 个 短 正 合 序列 
0 C,(K;G)— C,(K;G)— C,(K;G’)—0, 
并 因此 在 同调 中 有 一 个 长 正 合 序列 ,一 般 我 们 把 这 个 序列 中 的 之 字形 同 态 记 
为 
B.:H,(K:G)— Ha(K;G) 
并 且 称 之 为 与 给 定 系数 序列 相伴 的 Bockstein 同 态 . 
(a) 当 | 天 | 等 于 P? 时 ,对 于 系数 序列 
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OZ— 7 72— 0, 
0 — 2Z/2 — 7/4 — 7/2 — 0, 
计算 8,. 
(b) 当 |KK| 是 Klein 瓶 时 ,重复 (a). 


9 25 ”IMayer-Vietoris 序列 


同调 正 合 序列 是 计算 同调 群 的 一 种 有 效 的 方法 . 另 一 种 有 效 
方法 就 是 我 们 现在 要 来 构造 的 Mayer-Vietoris 序列 . 它 是 之 字形 
引 理 的 男 一 个 推论 . 

定理 25.1 令 天 是 一 个 复 形 ; 令 Ko 和 天 | 是 它 的 子 复 形 使 
得 下 = 天 吕 并 . 令 A= 民 0 门 天 .那么 就 有 一 个 正 合 序列 

"H(A)— H,(Ko) tH, (Ki) 
HR) Hn 
称 为 (Ko ,KK ) 的 Mayer-Vietoris 序列 .如果 上 是非 空 的 ,那么 在 
约 化 同调 中 看 在 一 个 类 伺 的 正 合 序列 . 
证 骨 证 明 由 构造 链 复 形 的 一 个 短 正 合 序列 
0— 4A) —> CK) DUKI) > CK) -> 0， 
和 应 用 之 字形 引 理 两 部 分 构成 . 
首先 ,我 们 需要 定义 位 于 中 间 的 这 个 链 复 形 . 它 的 p 维 链 群 
是 
C,( Ko) WD CK1), 
而 且 它 的 边缘 算 子 3 定义 为 
9 (d,e} = (dd ,9.e), 
其 中 ae 和 a, 分 别 是 《(K6) 和 @&K,) 中 的 边缘 算 子 . 

其 次 ,我们 要 定义 链 上 映射 $ 和 yy, 作 法 如 下 :; 考 虚 下 列 交 换 图 

表 中 的 包含 映射 . 
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分 别 定 义 多 和 乡 为 
POOL 
J(d,e) = ki(ad) + i (e). 
由 此 立即 可 知 $ 和 y 是 链 上 映射 . 

下 面 来 验证 正 合 性 ,首先 注意 到 上 是 单 射 , 因 为 i 恰好 是 链 
的 包含 映射 .其 次 我 们 验证 y 是 满 射 .给 出 4€ C,(K), 把 4 写成 
定向 单 形 之 和 ,并 上 且 令 do 由 4 的 那些 被 K。 承载 的 项 组 成 .那么 
dd 被 天 | 承载 ;而 且 jy(do,d 一 do)=4d. 

为 了 证 实在 中 间 项 处 的 正 合 性 ,首先 注意 到 gf#(c)= ma(c) 
-m#(c) 二 0. 肥 之 ,车 5(d,e)=0, 那 么 当 看 作 KK 的 链 时 ， 
d= 一 e. 因 为 4d 被 Ko 承载 ,而 e 被 天 承载 ,所 以 它们 必定 都 被 
KofiK = A 承载 .于 是 正如 我 们 所 期 望 的 那样 ,(d,e)= (a, 
d)=$(a). 

中 间 链 复 形 的 p 维 同 凋 等 于 


Kera” ker9o 中 kerd) 
na Ci = H,(Ko) DH, (Ki). 
于 是 Mayer-Vietoris 序列 可 从 之 字形 引 理 得 出 . 

为 了 得 出 约 化 同调 中 的 Mayer-Vietoris 序列 ,我 们 将 原先 的 
链 复 形 代 之 以 相应 的 增 广 链 复 形 . 令 sa ,eo ,el,e 分 别 表示 (A)， 


(Ko) ,EK IAK NN 增 广 映 冉 . 考 虑 图 表 
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0 ColAd) 一 一 Cof 天 obCo( 天 1) CoK) 一 0 


Bb aaa E 


ee Z 中 了 Z 2 


0. 


如 果 我 们 定义 $n)=(n, 一 0) 和 yy(m,n)= m+n, 那 么 在 底部 
的 水 平 序 列 中 交换 性 和 正 合 性 成 立 .每 个 映射 ss ,eo 也 el! 和 e 均 
为 满 射 (因为 A 是 非 空 的 ). 因而 相应 于 各 链 复 形 的 这 些 同 调 在 
- 1 维 为 零 ,而 且 在 0 维 时 分 别 等 于 群 H,(A), (Ko) 加 Ho(K) 
和 五 o( 开 ) .于 是 我 们 就 可 以 应 用 之 字形 引 理 ， 口 

引 理 25.2 令 有 hh:(K,Ko,Ki)>(L,Lo,Li) 是 单纯 映射 ,其 
中 二 KoUK,,L=LoUL. 那 么 hh 诱导 Mayer-Vietoris 序列 的 
同 态 ， 

证 明 ”我 们 可 以 直接 验证 由 h 诱导 的 链 上 映射 h, 与 上 面 证 明 
中 定义 的 链 映 射 $ 和 yy 交换 .自然 性 可 从 定理 24.2 得 出 . ] 

下 面 的 定理 是 这 个 引 理 和 第 二 章 的 结果 的 一 个 直接 推论 . 

定理 25.3 上 面 的 引 理 对 于 任意 连续 映射 h:(|K|, | Ko|， 
| 口 

为 了 说 明 在 实践 中 怎样 应 用 Mayer-Vietoris 序列 ,我 们 将 计 
算 一 个 复 形 的 双 角 锥 的 同调 .我 们 来 回忆 $8 的 习题 中 的 定义 . 

定义 令 是 一 个 复 形 ; 令 wo * 民 和 wi x*x 太 是 KK 上 的 两 
个 锥 ,它们 的 可 谢 空 间 只 相交 于 | 天 | .那么 

SC(K) = (wo * K)U (rw * K) 

是 一 个 复 形 ;我 们 把 它 称 为 K 的 双 角 锥 .给 定 K , 则 复 形 SCK) 直 
到 单纯 同 构 的 意义 下 是 唯一 确定 的 . 

定理 25,4 如 果 民 是 一 个 复 形 ,那么 对 所 有 pp, 均 有 一 个 同 
构 

H,(S(K)) -> H,(K). 
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证 明 令 Ko=woxK,Ki=w*K. 那 么 K,UK,=S(K) 
而 且 Ko [Ki = 天 .因为 天 和 天 都 是 锥 ,所 以 在 约 化 的 Mayer- 
VYietoris 序列 

H,(Ko) DH,(Ki)— H,(S(K)) — H,(K) 
> Hi(Ko) DH, (Ki) 
中 ,两 并 的 项 为 零 .因此 中 关 的 映射 是 一 个 同 构 . [| 


习 十 


1. 令 到 是 子 复 形 Ko 和 KK, 之 并 ,其 中 |Ko| 和 |Ki | 是 连通 的 .在 下 列 
每 种 情况 下 ,关于 K 的 同调 你 能 说 出 些 什 么 结果 ? 

(a) Ko 门 Ki 是 非 空 的 和 零 调 的 . 

《b) | Ko | 人们 1Ki | 由 两 点 组 成 . 

(c) Ko 门 Ki 具有 S” 的 同调 ,其 中 n>>0. 

(d) Ko。 和 K, 是 零 调 的 . 

2. 令 Ko 和 Ki 是 KK 的 子 复 形 ; 令 Lo。 和 工分 别 是 Ko。 和 KK 的 子 复 
形 . 试 构造 一 个 正 合 序列 

“HKN KL NL)>H(Ko,L) BH(K,L)™ 

H(KoU Ki,Lo UL)—… 

我 们 把 这 个 序列 称 为 相对 Mayer-Vietoris 序列 . 

3. 证 明 车 d 是 一 个 整数 , 且 nn 宇 1. 则 在 在 一 个 映射 度 为 a 的 上 映射 
:5S "9" .| 提示 :用 归纳 法 进行 证 明 , 利 用 Mayer-Vietoris 序列 的 自然 性 .nn 
= 1] 的 情形 在 8$21 的 习题 1 中 曾 考虑 过 . ] 

4. 令 gC(K) 一 CS( 开 )) 是 在 $8 的 习题 1 中 定义 的 同 态 .证 明定 
理 25.4 的 同 构 是 #5, 的 道 . 

5. 给 定 有 限 生成 Abel 群 的 一 个 序列 G,,…,G, ,其 中 Go 和 G, 是 自由 
的 ,并 且 Ge 是 非 平凡 的 .证 明 : 存 在 一 个 n 维 有 限 复 形 K 使 得 H.(K) 宇 G, 
对 i 二 0,…,n 有 成立. [提示 ;参看 $5 的 习题 8.1] 

6. 在 第 七 章 中 我 们 将 要 研究 Xx Y 的 同调 .上 暂 上 且 假 定 涉及 到 的 所 有 空 
间 都 是 多 面体 ,证 明 下 列 结论 : 

(a) 证 明 车 pPE S” ,那么 
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H,(XxS", Xx p)H,.(X). 
[提示 :将 5S" 写成 它 的 上 、 下 半球 之 并 ,并 用 关于 ” 的 归纳 法 进行 证 
明 .] 
(b) 证 明 若 pE Y, 那 么 (XX Y, 久 Xp) 的 正 合 同调 序列 能 够 分 解 成 分 
裂 的 短 正 合 序列 . 
(c) 证明 
H(XxS)H,.(X)DH,(X). 
(d) 计算 5” x S” 的 同调 . 


$ 26 ”Eilenberg-Steenrod 公理 


我 们 已 经 对 一 类 特殊 空间 一 一 多 面体 定义 了 同调 群 .在 历史 
上 这 是 最 先 被 定义 的 同调 群 .后 来 能 适用 于 更 一 般 空间 的 各 种 广 
义 的 同调 群 定义 被 提出 来 . 这些 不 同 的 同调 理论 有 许多 共同 的 特 
征 , 而 且 它 们 在 由 多 面体 组 成 的 空间 类 上 均 给 出 与 单纯 同调 论 相 
同 的 结果 . 

同调 论 的 这 种 过 剩 现象 致使 Eilenberg 和 Steenrod 将 同调 论 
的 概念 公理 化 .他 们 系统 地 一 述 了 这 些 理论 所 共有 的 关键 性 质 , 并 
上 且 证 明了 在 多 面体 组 成 的 空间 类 上 这 些 性 质 完全 表示 了 同调 群 的 

在 这 里 我 们 既 不 打算 重复 公理 化 的 处 理 过 程 ,也 不 打算 证 明 
这 些 公理 表征 了 多 面体 的 同调 ,对 此 读者 可 以 查阅 Filenberg 和 
Steenrod 的 著作 [E-S] .在 这 里 我 们 只 是 列举 七 条 公理 以 及 在 处 理 
非 紧 空间 时 所 需要 的 一 条 附加 公理 .下 一 节 我 们 将 验证 单纯 同调 
论 满足 这 些 公理 . 

定义 ” 令 只 是 一 类 拓扑 空间 偶 (X,A) 使 得 : 

(1) 如 果 (X,A) 属 于 %, 那 么 (X,X),(X ,了 ), (AAA) 和 
(A,$) 也 属于 x. 

(2) 如 果 (X,4) 属 于 wb 那么 (XXXI,A Xx 了 也 属于 x. 

(3) 有 一 个 单 点 空间 P 使 得 (P, 儿 ) 在 x 中 . 
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则 我 们 把 % 称 为 同调 论 的 一 个 容许 空间 类 . 
定义 ”如 果 wf 是 容许 的 ,那么 x 上 的 一 种 同调 论 由 三 个 函数 
构成 : 
(1) 对 每 个 整数 p 和 x 中 的 每 一 个 偶 (X, 有 A) 而 定义 的 一 个 
哨 数 互 , , 它 的 值 是 一 个 Abel 群 . 
(2) 对 于 每 个 整数 户 和 定义 的 一 个 函数 , 它 对 每 个 连续 映射 
h:( 针 ,A) 一 (Y,B) 指 派 一 个 同 态 
有 
(3) 对 于 每 个 整数 p 定义 的 一 个 函数 , 它 对 x 中 的 每 一 个 侦 
(XX,A) 指 派 一 个 同 态 
(3,),:H,(X,A)— H,.(A). 
其 中 最 后 一 个 A 表示 侦 (A ,名 ). 
这 些 函 数 满 足下 列 公理 ,其 中 所 有 空间 偶 都 在 .x 中 .照例 ,我 
们 将 简化 记号 ,把 h ,和 3, 的 维 数 下 标 省 上 略 . 
公理 1 如 果 i 是 恒 等 映 射 ,那么 i ,也 是 恒 等 频 射 . 
公理 2 (ke 有 hh), = * 有 hh ,. 
公理 3 如 果 F:(X,A) 一 (Y,B), 那 么 下 列 图 表 交 换 


H,(X,A) HA(Y,B) 
| 2 2. 
|4), ; 
H, 1(4) 2 H, 1(B). 


公理 4( 正 合 性 公理 ) ”序列 


和 
是 正 合 的 ,其 中 ?4 一 X 和 zz:X 一 (X,A) 是 包含 映射 ， 
回想 到 对 于 两 个 映射 产 ,&:(X,A) 一 (了 , 吾 ) ,如 果 有 一 个 上 映 
射 
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F:(XxI,AxI)—(Y,B) 
使 得 下 (x,0)=h(z) 和 F(z,1)=k(z) 对 所 有 zE€X 成 立 , 则 我 
们 称 hh 和 上 & 是 同 伦 的 ( 记 为 hh 二). 

公理 5( 同 伦 公 理 )” ”如果 h 和 是 同 伦 的 ,那么 hh, = 大。. 

公理 6( 切 除 公 理 ) 给 定 (X,A), 令 UU 是 XX 的 一 个 开 子 集 使 
得 互 CCIntA .如 果 ( 多 一 口 , A 一口 ) 是 容许 的 ,那么 包含 映射 诱导 
一 个 同 构 

H,(X~-U,A- UH,(X,A). 

公理 7{ 维 数 公 理 ) ”如果 PP 是 一 个 单 点 空间 ,那么 对 于 p 却 
0,H,(P)=0, 而 Ho (P) 守 Z. 

公理 8( 紧 支 集 公理 ) 如 果 a€ H,(X,A), 那 么 有 一 个 容许 
空间 偶 (X, ,Auo), 其 中 Xo 和 A 是 紧 的 ,使 得 a 在 由 包含 映射 诱 
导 的 同 态 囊 (Xo ,Ao) 一 H, (XX,A) 的 像 中 . 

我 们 把 Xu 和 Au 均 为 紧 的 空间 偶 (Xo ,4o) 称 为 紧 偶 . 

请 注意 到 ,有 时 我 们 可 能 以 日 ,《(P) 宇 G 来 修改 公理 7, 其 中 
G 是 一 个 固定 的 Abel 群 .于 是 就 有 所 谓 “ 带 G 中 系数 的 同调 ”. 暂 
时 我 们 仍然 保留 整数 系数 ， 

在 所 有 Filenberg-Steenrod 公理 之 中 , 维 数 公 理 似乎 是 最 无 天 
紧要 和 最 不 令 人 感 兴趣 的 .但 是 在 某 种 意义 上 , 却 恰恰 相反 . 目 从 
Filenberg 和 Steenrod 的 公理 发 表 以 来 ,已 经 有 几 种 类 似 于 同调 论 
的 新 的 数学 理论 被 发 现 (发 明 ?). 微 分 拓扑 学 中 的 配 边 理论 和 回 量 
从 理论 中 的 KK 理论 就 是 这 方面 的 例子 .虽然 发 明 这 些 理论 的 月 的 
与 发 明 同 调 论 的 目的 是 完全 不 同 的 ,但 是 它们 与 同调 论 却 共有 许 
多 形式 上 的 性 质 . 特别 是 ,它们 都 满足 除 维 数 公理 以 外 的 所 有 的 
Filenberg-Steenrod 公理 . 

这 种 理论 现在 被 称 为 超 同调 论 , 或 广义 同调 论 . 它 与 第 义 同 调 
论 的 区 别 在 于 单 点 空间 可 以 在 许多 维 数 下 具有 非 零 的 同调 . 

这 种 情况 说 明了 在 数学 中 反复 出 现 的 一 种 现象 . 那 就 是 ,为 了 
某 种 目的 而 建立 起 来 的 理论 结果 却 有 远 远 超出 其 发 明 者 所 能 想像 
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到 的 结 来 . 
习 感 


1. 考虑 由 Abel 群 和 同 态 构成 的 下 列 称 为 闪 的 交换 图 表 : 
C B 


ee 


AXMANANA 
~ANANA 


这 个 图 表 包 含 下 列 以 交 迁 的 正弦 曲线 形式 排列 的 四 个 序列 ; 
下 一 及 一 一 人 一 并 
FD 
Pe a 
a sn rs 
如 果 所 有 这 四 个 序列 都 是 正 合 的 ,那么 这 个 图 表 称 为 正 合 办. 
证 明 下 列 关 于 次 的 两 个 事实 : 
(a) 如 果 这 个 辫 是 正 合 的 ,那么 就 有 一 个 同 构 


A. kere kerew _» EkerB 


img ima 
定义 如 下 :如 果 w(j) =0, 则 选取 使 得 p( 了 )=j; 那 么 定义 A(7) = {7}). 
(b) 引 理 { 姑 引 理 ) 为 了 使 办 是 正 合 的 ,只 妆 当 上 面 的 序列 中 前 三 个 是 
正 会 的 并 且 复 合 映 射 [一 下 -~ 刀 为 零 就 够 了 . 
2. 只 用 同调 论 的 公理 证 明 三 元 组 的 同调 序列 的 正 合 性 : 
‘+ H(A,B)—>H,(X,B) — > H,(X,A) -全 (A,B) = 
其 中 x 和 是 由 含 跨 射 诱导 的 .有 映射 6 是 复合 上 映 射 


d» i 
H,(X,A)—— Hi (A) | H,:(A,B), 
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其 中 3, 是 由 公理 给 出 的 ,i 是 包含 映射 .假定 所 涉及 到 的 侦 都 是 容许 的 . [| 提 
示 : 证 明 HH,(A,A)=0. 说 明 7x=0. 然 后 应 用 习题 1. ] 

3. 只 用 同调 论 的 公理 导出 Mayer- Vietoris 序列 如 下 : 

令 X=XUX2; 令 A=XIX: .如 果 (X,A) 和 (X,X2) 是 容许 的 ,而 
且 包 含 映 射 (Xi ,4A) 一 (X,Xz) 诱 导 同 调 的 同 构 ,那么 我 们 说 (X, , XX, ) 是 所 
述 同 调 论 的 一 个 切除 对 . 

(a) 考虑 下 列 由 包含 映射 和 长 正 合 同调 序列 的 相应 辐 态 组 成 的 图 表 


Cr 


4 用 1 {Xi,4) 

| | | 
! B 

A We (XX ,AX;) 


给 定 ( 义 , ,X2z ) 是 切除 对 ,通过 令 
$a) = (i, (a), ~ 7. (0)), 
jr, Xa) = kk. (x1) + [, (rx), 
0(x) = 3. (7,.) BB, (zx) 
定义 一 个 序列 
… 二 -…， 

上 面 式 子 中 的 39, 是 (X, ,A) 的 正 合同 调 序 列 中 的 边缘 同 态 .证 明 此 序列 是 正 
合 的 ,并 且 关 于 由 连续 映射 诱导 的 同 态 是 自然 的 . [提示 ;证 明 过 程 是 一 个 图 
上 追踪 .我 们 以 一 个 长 正 合 序列 到 另 一 个 长 正 合 序列 的 同 态 开 始 , 其 中 每 厦 
第 三 个 同 态 都 是 同 构 . ] 

(b) 证 明 如 果 X 是 一 个 复 形 开 的 可 放空 间 , 并 且 XX: 和 XX 是 六 的 子 复 
形 的 可 前 空间 ,那么 (Xi ,处 ; ) 对 于 单纯 理论 是 切除 对 ,而 且 这 个 序列 与 定理 
25.1 中 的 Mayer-Vietoris 序列 是 相同 的. 

(c) 设 (X ,A) 和 (六 , 义 ,) 是 容许 的 .证 明 如 果 IntX; 和 IntXs 覆盖 和， 
而 且 Xi 在 X 中 是 闭 的 ,那么 (Xi ,XX ) 对 于 任何 满足 公理 的 同调 论 是 切除 
对 . 


$27 单纯 同调 论 的 公理 


在 证 明 单纯 同调 论 满足 Filenberg-Steenrod 公 理 之 前 ,我 们 必 
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须 比 以 往 更 加 细致 地 探讨 几 个 理论 问题 .公理 涉及 到 定义 在 容许 
空间 类 上 的 同调 群 .严格 地 说 来 ,除了 仅仅 对 单纯 复 形 定 义 过 同调 
群 之 外 ,我 们 还 没有 定义 过 空间 的 同调 群 . 给 定 一 个 多 面体 和 ,有 
许多 不 同 的 单纯 复 形 ,它们 的 可 痢 空 间 等 于 .它们 的 同调 群 以 
一 种 自然 的 方式 相互 同 构 , 但 它们 仍然 是 不 同 的 群 . 类 似 地 ,如 果 
h:X>Y 是 一 个 连续 映射 ,其 中 久 = |K|,Y= |L|, 我 们 定义 了 
一 个 诱导 同 态 h.: H,(K) 一 日 ,(L). 当然 ,如 果 X= | M |， 
Y= |N|, 那 么 我 们 同样 有 一 个 诱导 同 态 已 ,(M)->H,(N), 我 们 
仍然 把 它 记 为 h, .我 们 早 就 指出 过 ,这 个 记号 的 意义 不 够 明确 . 

消除 这 一 国难 的 方法 是 :给 定 一 个 多 面体 X ,我 们 可 以 考 在 
可 前 空间 等 于 X 的 所 有 单纯 复 形 组 成 的 类 ,并 且 能 用 一 种 目 然 的 
方式 将 它们 的 同调 群 等 同 , 那 么 所 得 到 的 群 就 可 以 称 为 多 面体 XX 
的 群 . 

更 一 般 地 ,我 们 可 以 对 同 胚 于 一 个 多 面体 的 任何 空间 施行 同 
样 的 作法 .现在 我 们 给 出 其 细节 ， 

定义 令 A 是 空间 X 的 一 个 子 空间 .空间 偶 (X,A) 的 一 个 
三 角 痢 分 是 由 一 个 复 形 K 和 天 的 一 个 子 复 形 Ko 以 及 一 个 同 胚 

h:(IK|,|Ko|)-—>(X,A) 

所 组 成 的 . 如果 这 样 的 三 角 旗 分 存在 , 则 我 们 说 (X ,有 A) 是 一 个 可 
三 角 剂 分 偶 . 如 果 A 是 空 集 , 则 我 们 简称 X 是 一 个 可 三 角 剖 分 空 
间 . z 

现在 令 (X,A) 是 一 个 可 三 角 训 分 偶 . 我 们 定义 这 个 偶 的 单纯 
同调 群 如 下 :考虑 (X, 有 A) 的 所 有 三 角 训 分 组 成 的 集 族 . 它们 具有 
如 下 的 形式 

h,:(|K,!,|C,|)—>(X,A), 

其 中 C, 是 K, 的 子 复 形 . 

于 是 对 于 “一 个 偶 的 所 有 三 角 放 分 的 集合 ”这 个 概念 面 言 , 就 
有 一 个 集合 论 上 的 困难 ,正如 对 于 “所 有 和 集合 的 集合 ”的 情形 一 样 . 
我 们 通过 假定 每 个 六。 都 在 某 个 固定 空间 E' 中 来 避 开 这 样 的 问 
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题 . 只 要 你 注意 到 , 若 了 充分 大 ,那么 每 个 KK, 在 EB 中 就 有 一 个 同 
构 的 拷贝 ,从 而 这 样 的 假定 是 合理 的 .例如 ,我 们 可 以 让 J 上 有 具有 XX 
本 号 的 基数 ! 
对 于 固定 的 p 来 考 虚 群 日 ,(K,,C,). 通 过 构成 H,(K,,C,) 
x fc ,我 们 能 够 肯定 它们 作为 集合 是 不 相交 的 .那么 在 这 个 不 交 
并 
是 
中 ,我 们 就 能 引入 一 个 等 价 关 系 . 当 (hs h,), (zl)=y 时 ,我 们 年 
义 
(zyal) 所 H,(K,,C,) x tal 
(y,8) € H,(Kg, Ca) x {BI 
是 等 价 的 .并 且 我 们 令 互 ,(X,A) 表 示 等 价 类 的 集合 . 
于 是 每 个 等 价 类 恰好 包含 从 每 个 群 囊 , (K,, C,) xici 取出 
的 一 个 元 素 . 也 就 是 说 ,把 每 个 元 素 上 映射 到 其 等 价 类 的 映射 
H,(K,,C.) x tal — H,(X,A) 
是 双 射 .我 们 通过 要 求 这 个 映射 是 同 构 而 使 瓦 , (和 ,A) 成 为 一 个 
群 .那么 这 个 群 的 构造 是 明确 的 ,因为 对 于 每 一 对 指标 a ,8 而 言 ， 
(hs 有 h,) 。 都 是 同 构 . 
一 个 连续 上 映射 及:(XX,A)->(Y,B) 在 同调 中 诱导 一 个 同 态 如 
下 :; 取 任何 一 对 三 角 剖 分 
"CX 
has:(|Lel ,| Dsl|)->(Y,B). 
映射 h 诱 导 一 个 映射 h':(|K,|,|C,|) 一 (Ls|,|Ds|), 而 这 个 映 
射 又 引 册 单纯 同调 群 的 一 个 同 态 
h’,:H,(K,,C,) -> H,(Ls, Ds). 
通过 转换 到 等 价 类 上 ,这 个 同 态 又 诱导 一 个 完全 确定 的 同 态 
户 。 :H,(X,A) —> Fas Y,B). 
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以 类 似 的 方式 ,边缘 同 态 3. :日 ,(K,,C,) 习 日,-1(C,) 旗 导 一 个 边 
缘 同 态 
口 ， :HH,(X,A) — HH, 《六 ). 

现在 我 们 已 经 具备 了 构成 一 种 同调 理论 的 所 有 要 素 . 

首先 ,我 们 指出 可 三 角 剂 分 偶 组 成 的 类 构成 同调 论 的 一 个 容 
许 空间 类 . 如果 (X,A4A) 是 可 三 角 放 分 前 ,那么 (X,X)(X ,他 )， 
(A,A),(A, 儿 ) 也 都 是 可 三 角 训 分 的 .任何 单 扣 空间 是 可 三 角 旗 
分 的 .最 后 ,如果 (X,A) 是 可 三 角 削 分 的 ,那么 由 引 理 19.1,( 针 x 
1, A XT 了) 也 是 可 三 角 训 分 的 . 

定理 27.1 可 三 角 训 分 偶 的 类 上 的 单纯 同调 论 满足 Filen- 
berg-Steenrod 公理 . 

证 明 公理 1~5 和 公理 7 表示 了 单纯 复 形 的 同调 的 熟悉 性 
质 , 它 能 立即 保留 到 可 三 角 剖 分 偶 的 同调 中 . 只 有 公理 6 和 公理 8， 
即 切除 公理 和 紧 支 集 公理 ,需要 说 曲 ， 

为 了 验证 紧 支 集 公 理 , 只 要 证 明 它 对 单纯 复 形成 立 就 行 了 . 令 
ax 是 H,(K, Ko) 的 一 个 元 , 令 c 是 K 中 表示 a 的 一 个 链 , 它 的 边 
缘由 K。 承载 .由 于 c 被 K 的 一 个 有 限 子 复 形 工 承载 ,因而 它 可 
以 看 作 ( 工 ,Lo) 中 的 一 个 闭 链 , 其 中 Lo = 天 of 人工 .如 果 有 是 c 在 
H,(L ,上 Lo) 中 的 同调 类 ,那么 7}, (8)= a, 其 中 j) 是 (LL,Lo) 到 (KK， 
Ko ) 中 的 包含 映射 . 因而 这 条 公理 被 验证 了 . 

验证 切除 公理 涉及 到 一 种 技巧 , 它 可 能 不 是 一 看 即 明 的 .问题 
是 ,即使 (X,A) 和 (X 一 U,A 一口 ) 可 能 都 是 可 三 角 剂 分 的 ,但 是 两 
个 剖 分 可 能 是 完全 互 不 相关 的 ! 如 果 不 是 这 种 情况 ,那么 就 像 我 们 
马上 要 证 明 的 那样 ,切除 公理 容易 从 定理 9.1 得 出 . 

令 UCACX. 设 存在 偶 (X,A) 的 一 个 三 角 前 分 

h:(|K|,|Ko|)->(X,A), 
它 诱导 子 空间 XX 一 U 的 一 个 剖 分 .这 就 意味 着 对 K 的 某 个 于 衬 
间 世 有 X- U=RA(CELI) 令 Li= 工 门 氏 ,那么 4- U= 
h(|L|).( 由 此 可 知 ,U 是 开 的 而 A 是 闭 的 .) 和 定理 9.1 说 明 包 含 
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映射 诱导 一 个 同 构 
{Lobo eH, Re 
因而 结果 得 证 . 
现在 我 们 在 一 般 情况 下 来 证 明 切 除 公 理 . 令 UCIntA ; 令 
h:(K,Ko) (X,A), 
kK:(M,M)—(X~-U,A~U) 
是 各 上 月 空间 偶 的 三 角 衣 分 . 令 Xi 表示 六 一 A 的 团 包 ,并 且 令 
Ai =XI 站 A. 我 们 断言 , 偶 (X ,Ai) 既 能 被 & 刘 分 ,也 能 被 & 前 
分 . (参看 图 27.1, 其 中 映射 j 和 j, 表示 包含 映射 . ) 


CA 


Le 
(K, Ko) HH > 
B22 7 


一 人 一 


< < 一 
WON > 
A 


为 了 验证 这 个 断言 ,我 们 注意 到 空间 | 天 | 一 | Ko | 是 使 得 6 

K 有 目 a& Ko 的 所 有 开 单 形 Into 之 并 .那么 它 的 闭 包 C 是 由 KK 的 

所 有 不 在 K。 中 的 单 形 o 和 它们 的 面 组 成 的 K 的 子 复 形 的 可 齐 空 

间 . 集合 C 在 同 胚 h 下 的 象 等 于 X 一 A 的 闭 包 , 它 就 是 Xi .因此 
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Xi 被 h 剂 分 .由 于 XX 和 A 都 被 产 齐 分 ,从 而 A = Xi 门 A 也 被 
六 前 分 .类 但 地 ,| MI- | M1 的 闭 包 是 M 的 一 个 子 复 形 的 可 放空 
间 ,而 且 它 在 & 下 的 象 等 于 (X- U)-(4A-DU)=X-A 的 闭 包 . 
因而 X 被 下 三角 剖 分 ,于 是 4 = XX 门 4 也 被 & 前 分 .( 这 正 是 
我 们 需要 UCIntA 这 个 事实 的 地 方 .) 

从 已 经 证 明 的 特殊 情形 可 知 ,在 包含 映射 的 图 表 


(Xi ,41) (X,4) 


(A 


中 jo 和 六 都 诱导 同 构 . 因 为 这 个 图 表 交 换 , 所 以 了 .也 是 一 个 同 
构 DD 

我 们 注意 到 在 上 面 的 证 明 中 ,我 们 并 不 需要 切除 公理 的 假设 
的 全 部 . 我 们 并 没有 用 到 TCInt4 ,也 没有 用 到 U 是 开 的 .因而 
对 于 可 三 角 宅 分 偶 的 类 上 的 单纯 理论 ,有 下 列 切 除 公理 的 更 强 的 
形式 成 立 : : 

定理 27.2( 单 纯 理 论 中 的 切除 ) 令 A 是 X 的 一 个 子 空间 . 
令 局 是 鲜 的 一 个 子 集 使 得 UCIntA .如 果 空 间 偶 (X ,A) 和 (X 一 
U,A 一 口 ) 都 是 可 剂 分 的 ,那么 包含 映射 请 导 同 构 

H,(X-U,A-U)H,(X,A). 门 ] 

粗略 地 说 , 紧 支 集 公理 说 明 每 一 个 同调 类 都 是 紧 支 撑 的 .而 且 
这 种 类 之 间 的 每 一 个 同调 关系 也 是 紧 支 撑 的 .更 精确 地 说 ,我 们 有 
下 列 有 用 的 结果 .我 们 将 对 于 单纯 理论 来 直接 验证 它 . 它 也 可 以 从 
公理 导出 ,参看 习题， 

定理 27.3 令 1:(Xo,Ao) 一 (XX,AA) 是 可 训 分 偶 的 包含 映 
射 , 其 中 (Xo,Ao) 是 一 个 紧 偶 .如 果 a€E HH, (Xo,Ao) 且 i, (a)= 
0 ,那么 有 一 个 紧 人 惕 (Xi , Ai) 和 和 包含 映射 
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(Xo,Ao) ~ (Xi,A1) —> (X,A) 
司 得 了, (a)=0. 
证 明 ”我们 可 以 很 定 (X, 有 A) 是 一 个 单纯 复 形 偶 ( 及 ,C) 的 可 
剖 空 间 . 因为 X。 是 紧 的 ,所 以 它 包 含 在 的 一 个 有 限 子 复 形 K。 
的 可 毅 空 间 中 ,那么 A。 包含 在 CN K。 = Cu 的 可 前 空间 中 .因而 
定理 就 归结 为 这 样 的 情况 ,其 中 
i:(Ko,Co)— (K,C) 
是 子 复 形 的 包含 映射 ,而 且 天 。 是 有 限 的 . 
令 aEH,(Ko,Co) 并 设 i,(a)=0. 令 c, 是 K。 的 代表 a 的 
一 个 链 . 因 为 i, (a)==fis(c)|=0, 所 以 及 的 一 个 链 Q,,1 使 得 
co-9dsri 修 CC 承载 .选取 C 的 承载 cv -34,;' 的 一 个 有 限 子 复 
形 ; 令 C, 是 这 个 子 复 形 与 Co 之 并 .然后 选取 KK 的 承载 4,,; 的 一 
个 有 限 子 复 形 ; 令 五 |; 是 这 个 子 复 形 与 Ko 及 Ci 的 并 .那么 由 包 
含 上 映射 
(Keo, Co) — (CK, ,C1) 
诱导 的 同 态 将 a 映射 到 零 . 口 ] 
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1. 定理 ”给 定 有 限 生成 Abel 群 的 一 个 序列 Go ,Gi，"…, 且 其 中 Go 是 自 
由 的 和 非 平凡 的 ,那么 就 有 一 个 复 形 民 使 得 对 于 每 个 i, 都 有 HH(K) 宇 G,. 

[提示 ;参看 $25 的 习题 5.] 

2. 令 或 者 是 可 三 角 齐 分 偶 的 类 ,或 者 是 所 有 拓扑 偶 的 类 .在 “可 三 角 
剖 分 的 ”一 词 始 终 由 “可 和 容许 的 ”一 - 词 所 代替 的 情况 下 ,直接 从 公理 证 明定 理 
27.3. 

[提示 :证 明 在 可 三 角 剖 分 的 情况 下 ,我 们 能够 假定 (X,4) 的 前 分 也 能 
将 Xo 齐 分 .检查 图 表 
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H(A0, Ao) 


| ~ 


—> HAd,A0) 一 > HAX,Ao) — >» HX,A) - > 


求 出 一 个 紧 空 间 A 使 得 !. (a) 在 映射 H(A ,Ao) 一 日 , (外, ho) 的 象 中 . 
那么 包含 映射 ( Xu, 40) 一 (X,A) 诱 导 一 个 把 a 映射 到 零 的 同 态 .检查 图 表 


HAXo ,0) 


Das 


HX XUA1) 一 HKoU A1,A1) 一 > HX,A) 


求 一 个 紧 空间 X, 使 得 mn . (a) 在 上 映射 
9 : Har ( Xi ,Xo (A) > H, (Xo U AI ,AI 
的 象 中 ,这 样 就 完成 了 证 明 . 


"$28 范畴 与 图 子 : 


到 目前 为 止 ,你 已 经 看 到 有 许多 地 方 都 提 到 “诱导 同 态 ” 和 它 
们 的 “ 函 子 性 质 ” ,并 且 提 到 把 一 种 数学 对 象 指 派 给 另 一 种 数学 对 
象 的 目 然 性 ” ,以 至 于 你 可 能 猜测 到 在 所 有 这 些 提 法 的 背后 会 有 
有 某 种 共同 的 思想 . 确实 如 此 ,在 本 节 中 我 们 就 来 研究 它 . 它 主要 是 
由 一 些 新 的 术语 构成 的 .这 里 的 证 明 都 是 基本 的 ,于 是 我 们 把 它 留 
给 读者 . 

定义 ”一 个 范畴 C 是 由 三 样 东西 构成 的 : 

(1) 对 象 X 的 一 个 类 . 

(2) 相应 于 对 象 的 每 一 个 序 偶 (X,Y) 有 态 射 的 一 个 集合 
hom(X,Y). 


+ 当 我 们 在 第 五 章 研究 上 同调 时 ,本 节 将 是 需要 的 . 


Eg 


(3) 一 个 盟 数 , 称 为 态 射 的 复合 
hom(X,Y) x hom( YY,2)— hom( X,2Z), 

它 对 于 对 象 的 每 个 三 元 组 (X,Y,Z) 有 定义 . 偶 (f,g) 在 这 个 复合 
运算 下 的 象 记 为 g*。f. 下 列 的 两 个 性 质 必须 被 满足 : 

公理 1{ 绪 合 律 ) ”如果 fEhom(W, 久 ),g€ hom( 义 ,YY) 和 和 
hEhom(Y,2Z), 那 么 h°(g°f)= (hg)°f. 

公理 2( 恒 等 态 射 的 存在 性 ) ”如果 X 是 一 个 对 象 ,那么 存在 
一 个 元 素 1v.Ghom(X,X) 使 得 

1 

对 于 每 一 个 fE hom( W ,处 ) 和 每 一 个 gE€ hom( 义 ,了 ) 成 立 , 其 中 
W 和 Y 是 任意 的 . 

范畴 的 一 个 标准 例子 是 由 拓扑 空间 和 连续 上 映射 组 成 的 ,并 且 
带 有 通常 的 函数 复合 运算 . 这 个 例子 说 明了 为 什么 我 们 宁可 说 范 
暑 的 对 象 组 成 类 而 不 说 组 成 一 个 集合 ,因为 我 们 车 说 “所 有 拓扑 空 
间 的 集合 "或 “所 有 集合 的 集合 "就 不 能 不 陷入 到 逻辑 的 悖 论 之 中 . 
(所 有 集合 的 集合 是 其 自身 的 一 个 成 员 吗 ?) 类 是 比 集合 更 大 的 东 
西 ,对 于 它们 我 们 不 使 用 通常 集合 论 的 运算 ( 象 如 取 所 有 子 集 的 集 
合 ). 

让 我 们 指出 下 列 事实 : 恒 等 态 射 1x 是 唯一 的 .因为 大 设 

lx。 了 = 了 和 g=g°l1x 
对 于 每 一 个 fEhom(W, 关 ) 和 gE hom(XX, 了) 成立. 那么 置 f= 
1%y 和 g =1x ,我 们 就 有 
lyrc1ly=1xr 和 lx = ilr*l1x 

由 此 1x ===1x. 

定义 令 fEhom(X, 了) 和 g,g 和 homn(Y,X). 如 采 go 三 = 
1x ,那么 我 们 称 g 为 了 的 左 逆 ; 如 果 f°g =1y ,那么 我 们 称 g 为 f 
的 右 这 . 

我 们 指出 下 列 事实 :如 果 上 有 一 个 左 逆 g 和 一 个 右 逆 g , 那 
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么 它们 必定 相等 . 因为 我 们 可 计算 如 下 : 
(g°f)"°g =1lx°*g =g, 
g°(lf*:g)=g*ly=g, 

由 此 g = g .所 以 我 们 就 把 映射 g = g 称 为 的 逆 ; 它 是 唯一 的 . 

如 果 Ff 有 北 , 那 么 就 把 f 称 为 所 论 范畴 中 的 一 个 等 价 . 

一 般 我 们 写成 f:.X 一 Y 来 表示 fE€ hom(X,Y); 而 且 我 们 将 
X 称 为 了 的 定义 域 对 象 ,而 把 了 称 为 f 的 值 域 对 象 . 

定义 ”从 范畴 C 到 范畴 了 的 一 个 ( 共 变 ) 函 子 G 是 一 个 卫 
数 , 它 对 C 中 的 每 个 对 象 X 指派 D 中 的 一 个 对 象 G(X) ,而 且 对 
C 的 每 个 态 射 f: X 一 Y 指派 D 的 一 个 态 射 G(f): G(X) 一 
G(Y). 下列 两 个 条 件 必 须 被 满足 . 

G(llx) 1 ex) 对 所 有 冬 ， 
Cor 
也 就 是 说 , 饮 子 必须 保持 复合 运算 和 和 恒 等 .由 此 立即 可 知 , 夺 了 是 
C 中 的 一 个 等 价 , 那 么 G( 放 必须 是 D 中 的 等 价 . 

例 1 现在 我 们 来 列举 范畴 的 看 干 例子 .在 所 有 这 些 例 子 中 ， 
复合 是 通常 函数 的 复合 或 者 是 由 它 诱 导 的 复合 .在 其 中 的 某 些 范 
畴 中 ,等 价 被 赋予 特殊 的 名 称 ;在 这 种 情况 下 ,名称 列 在 括号 内 . 

(a) 集合 和 映射 ( 双 射 对 应 ). 

(b) 拓扑 空间 和 连续 映射 ( 同 及 ). 

(c) 拓扑 空间 和 映射 的 同 伦 类 ( 同 伦 等 价 ). 

(d) 单纯 复 形 和 单纯 映射 (单纯 同 有 凸 ). 

(e) 单纯 复 形 和 它们 的 可 剖 空 间 的 连续 映射 . 

(f) 单纯 复 形 和 连续 映射 的 同 伦 类 。 

(g) 群 和 同 态 ( 同 构 ). 

(h) 链 复 形 和 和 链 上 映射 . 

(i) 链 复 形 和 链 同 伦 类 {( 链 等 价 ). 

(j) Abel 群 的 短 正 合 序列 和 这 种 序列 的 则 态 . 

(k&) 链 复 形 的 得 正 合 序列 和 这 种 序列 的 同 态 . 
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(]) Abel 群 的 长 正 合 序列 和 这 种 序列 的 同 态 . 

(my) 拓扑 空间 偶 (X,Y 了 ) 和 连续 映射 偶 (f,g). 

例 2 现在 我 们 来 列举 几 个 函 子 的 例子 . 

(a) 对 空间 偶 (X,Y) 指 派 一 个 空间 XXxY ,并且 对 连续 映射 
偶 (f,g) 指 派 映 射 fx g 的 对 应 是 从 空间 偶 到 空间 的 函 子 . 

(b) 对 空间 XX 指派 其 底 集 合并 对 连续 映射 指派 其 底 集 合 上 
的 映射 的 对 应 是 从 空间 到 集合 的 沙子 .我 们 把 它 称 为 遗忘 了 沙子 ; 它 
“ 巧 记 了 ”所 包含 的 拓扑 构造 . 

(c) 对 应 K 一 UK ) 和 f>f# 是 从 单纯 复 形 和 单纯 映射 的 范 
暑 到 链 复 形 和 链 上 映射 的 范畴 的 芳子 . 

(d) 给 出 一 种 同调 论 , 那 么 贸 一 昌 ,( 义 ) 和 [h1->h ,的 对 应 是 
从 容许 空间 和 映射 的 同 伦 类 的 范畴 到 Abel 群 和 同 态 的 范畴 的 限 
子 .( 这 里 [|] 表示 h 的 同 伦 类 . ) 这 恰好 是 前 两 个 Eilenberg-Steen- 
rod 公理 和 和 同 伦 公理 的 实质 

(e) 之 字形 引 理 对 链 复 形 的 每 个 短 正 合 序 列 指派 它们 的 同调 
群 的 长 正 合 序列 .定理 24.2 中 所 表述 的 “自然 性 "恰好 说 明 这 个 指 
派 是 一 个 汪 子 . 

定义 令 G 和 互 是 从 范畴 C 到 范畴 D 的 两 个 力 子 .从 C 到 
H 的 一 个 自然 变换 个 是 这 样 一 个 规则 , 它 对 C 中 的 每 个 对 象 XX 
指派 D 的 一 个 态 射 

Ty:G(X) -> H(X) 

使 得 对 于 范畴 C 的 所 有 态 射 f; X 一 Y 来 说 下 列 图 表 都 是 交换 的 : 


pa 
GUO 于 HX) 
G(f) H(f) 
元 
GF) - HY) 


如 果 对 每 个 处 , 态 射 Ty 是 范畴 D 中 的 一 个 等 价 , 则 我 们 把 工 称 
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为 函 子 的 一 个 自然 等 价 . 
例 3 给 定 一 种 同调 论 , 令 p 固定 ,并 且 考 虚 在 容许 偶 上 定义 
的 下 列 两 个 函 子 : 
G(X,A) = H,(X,A); G(f) = f.. 


H(X,A) = H,.(A); EC = (f 14),. 


图 表 
HAX,A) H,1(A) 
J (f|), 
HA(Y, 8) 已 1(B) 


的 交换 性 告诉 我 们 3, 是 函 子 G 到 肾 子 日 的 自然 变换 . 这 恰好 是 
Eilenberg-Steenrod 公理 中 的 第 三 条 公理 ， 

例 4 考虑 空间 偶 和 映射 偶 的 范畴 . 令 G 和 互 是 孙子 
G(X,Y)= Xx YY; G(f,g)= fxg. 
H(X,Y)= Yx X;H(f,g)= gxf. 

给 定 (XX,Y), 令 Tx yp 是 下 XY 到 YXxXX 的 转换 坐标 的 同 肚 . 那 
么 工 是 G 与 日 的 一 个 自然 等 价 . 

直到 现在 我 们 一 直 都 是 在 论述 所 谓 共 变 函 子 . 除 此 之 外 ,还 有 
反 变 函 子 的 概念 ,粗略 地 说 ,其 差别 仅仅 是 因为 它 的 “所 有 舌头 都 
是 反 向 的 "1 我 们 把 它 正式 定义 如 下 : 

定义 ”从 范畴 C 到 范畴 DD 的 一 个 反 变 函 子 G 是 这 样 一 个 规 
则 , 它 对 C 的 每 一 个 对 象 X 指派 D 的 一 个 对 象 G(X), 并 且 对 C 
的 每 一 个 态 射 f:X 一 Y 指派 D 的 一 个 态 射 

G(P IG(Y) —> G(X), 
使 得 G(1x)= l cx) ,并 且 
Gl(e°f) = G(f)°* G(g). 
i 


反 变 函 子 之 间 的 一 个 自然 变换 能 以 明显 的 方式 来 定义 . 

在 本 书 中 我 们 还 没有 和 研 窗 过 任何 反 变 函 子 ,但 是 以 后 我 们 将 
会 研究 它 . 有 一 个 来 自 线性 代数 的 这 种 例子 . 

例 5 如 果 V 是 及 上 的 向 量 空间 ,考虑 V 上 的 线性 泛 函 ( 即 
V 到 R 中 的 线性 变换 ) 构 成 的 空间 怕 V,R). 我 们 常 第 把 它 称 作 
V 的 对 侦 空 间 . 空间 汉 V,R) 以 显然 的 方式 上 共有 阿 量 空 间 的 结 
构 . 于 是 着 f: V 一 W 是 一 个 线性 变换 ,那么 就 有 一 个 线性 变换 

Te WR AYV,R), 

我 们 常 把 它 称 为 f 的 转 冒 (或 伴随 ) ,其 定义 如 下 :如 果 a: WR 
是 殉 上 的 一 个 线性 证 函 , 那 么 店 (a):V->R 是 V 上 的 线性 沁 


函 , 它 是 复合 映射 VY- 人 >W <>R. 
指派 
V > AMV,R) 和 f> fr 
是 从 向 量 空 间 和 线性 变换 的 范畴 到 其 自身 的 一 个 反 变 函 子 . 


习 是 


1. 验证 在 例 1 中 所 列举 的 每 一 类 对 象 和 态 射 攀 成 的 每 一 个 类 确实 是 一 
个 范畴 ,并 验证 等 价 确实 像 所 陈述 的 那样 .( 只 是 (c) 和 (需要 仔细 些 . ) 

2. 函 子 已 经 出 现在 你 的 数学 研究 中 ,尽管 可 能 没有 使 用 这 个 术语 .这 里 
列举 若干 例子 ;现在 就 来 回顾 它们 的 定义 ， 

(a) 考 虚 复 形 和 单纯 上 映射 的 等 价 类 所 组 成 的 范畴 ,等 价 关系 由 邻近 关系 
推广 . 对 链 复 形 和 链 映射 的 链 同 伦 类 定义 一 个 函 子 . 

(b) 给 出 从 抽象 复 形 到 几何 复 形 的 一 个 函 子 , 称 为 “几何 实现 函 子 ". 所 
涉及 的 映射 是 什么 ? 

(c) 给 出 从 用 固定 指标 集 ] 标号 的 Abel 群 族 到 称 为 “ 直 积 ”" 和 “ 直 和 ”的 
Abel 群 的 轿子 . 

(d) 在 代数 中 有 一 个 沙子 G 一 GJLG,G] 称 为 “Abel 化 沙子”. 或 者 回忆 
它 , 或 者 查找 它 . 

(e) 在 折 扑 学 中 有 一 个 从 完全 正则 空间 到 紧 Hausdorff 空间 的 沙子 , 称 为 
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“Stone-Cech 紧 化 ”. 回忆 或 查找 它 , 不 要 忘记 路 了 要 处 理 空 间 之 外 ,还 要 处 理 
映射 . 

3. 令 G 和 互 是 对 一 个 复 形 天 分 别 指派 它 的 定向 链 复 形 和 有 序 链 复 形 
的 图 子 .对 每 一 个 单纯 映射 ,它们 指派 诱导 的 链 映射. 

(a) 或 者 从 世 到 互 , 或 者 从 五 到 G 有 一 个 自然 变换 .应 该 是 哪 一 种 ? 

(b) 证 明 如 果 你 把 G 和 五 看 作 是 在 由 链 复 形 与 链 揣 射 的 链 同 伦 类 组 成 
的 范畴 中 取 值 的 ,那么 两 个 自然 变换 都 存在 并 且 都 是 自然 等 价 . 

4. 考虑 由 使 得 入 x Y 是 可 三 角 放 分 的 那些 可 齐 空 间 偶 (X,Y) 与 连续 
映射 偶 组 成 的 范畴. 定义 

G(X,Y) = H,(XX Y), G(f,g) = (fx g),; 
H(X,Y) = H,(X)x H,(Y), H(f,g) = f, Xx gu:. 

定义 G 到 五 的 一 个 自然 变换 ,证 明 它 不 是 自然 等 价 . 

5. 我 们 还 未 曾 研 究 过 这 样 一 种 范畴 ,其 中 态 射 不 同 于 通常 意义 下 的 映 
射 或 映射 的 等 价 类 . 对 于 熟悉 拓扑 空间 的 基本 群 的 读者 ,有 一 个 这 种 例子 . 

令 义 是 一 个 固定 空间 . 令 C 是 一 个 范畴 , 它 的 对 象 是 X 的 点 ;而 且 令 
hom( zx1 ,zo) 是 由 从 zxo 到 zi 的 道路 a 的 道路 同 伦 类 [a ] 组 成 的 .复合 运算 

hom( x , x1 ) x hom( x oh) — hom( x, xo) 

是 由 通常 的 道路 复合 (8,a)>a x B 所 诱导 的 . 

(a) 验证 C 是 这 样 一 个 范畴 ,在 其 中 每 个 态 射 是 一 个 等 价 . (我 们 把 这 样 
一 个 范畴 称 为 一 个 广 群 .) 

(b) 验证 指派 zo 一 x (XX,zx0) 和 和 [a] 一 a 是 一 个 从 C 到 群 与 同 态 的 范畴 
的 反 变 消 子 . (这 里 a([ 有 有)= [a x f* a], 其 中 a 是 a 的 道道 路 . ) 

注 :我 们 必须 让 [xj 表示 bom( zi ,zxo) 的 一 个 元 素 而 不 是 hom( xo ,zz1) 的 
一 个 元 素 的 原因 是 由 下 面 这 样 一 个 难处 理 的 事实 引起 的 ;这 就 是 , 当 我 们 将 
道路 进行 复合 时 ,是 把 第 一 条 道路 放 在 左边 ,然而 当 我 们 将 映射 进行 复合 时 ， 
却 是 把 第 一 个 函数 放 在 右 进 ! 
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第 四 章 ”奇异 同调 论 


从 菏 种 意义 上 说 现在 将 要 一 切 重 新 开始 .我 们 要 构造 一 种 新 
的 同调 理论 . 与 单纯 同调 论 相 比 , 它 更 加 "自然 ”一 方面 ,同调 群 能 
够 对 任意 拓扑 空间 来 定义 ,而 不 仅仅 是 对 可 三 角 谢 分 空间 有 年 义 . 
另 一 方面 ,由 连续 映射 诱导 的 同 态 可 直接 定义 ,而 且 它 的 图 子 性 质 
很 容易 证 明 ,根本 不 需要 任何 像 单纯 晕 近 定理 那样 困难 的 结果 . 奇 
异同 调 群 的 拓扑 不 变性 可 以 立即 得 出 . 

然而 ,奇异 同调 群 是 不 能 直接 计算 的 .其 至 我 们 必须 建立 大 量 
的 奇异 理论 才能 计算 像 球面 S* 这 样 简单 的 空间 的 同调 .终于 当 我 
们 建立 起 CW 复 形 的 理论 时 ,我 们 就 会 看 到 奇异 同调 是 如 何 能 够 
简单 进行 计算 的 .或 者 是 ,因为 我 们 将 要 证 明 对 于 可 三 角 前 分 的 空 
间 来 说 ,单纯 同调 和 奇异 同调 是 同 构 的 ,所 以 当 我 们 要 做 某 些 计算 
时 ,我 们 总 可 以 回 到 单纯 理论 上 来 进行 . 

本 章 我 们 将 要 构造 奇异 同调 群 , 并 证 明 它 在 所 有 拓扑 空间 类 
上 满足 Eilenberg-Steenrod 公理 . (结果 表明 ,验证 同 伦 公理 和 切除 
公理 需要 付出 一 番 努 力 . ) 然 后 我 们 将 构造 奇异 理论 和 单纯 理论 之 
间 的 一 种 对 以 后 有 用 的 具体 同 构 . 

最 后 ,我 们 将 给 出 奉 干 应 用 ,其 中 包括 Jordan 曲线 定理 、 关 于 
流 形 的 定理 以 及 计算 实 射影 空间 和 复 射 影 空 间 的 同调 . 


3 29 奇异 同调 群 


在 这 一 节 ,我 们 来 定义 奇异 同调 群 并 导出 它们 的 基本 性 质 . 首 
先 , 我 们 引进 一 些 记号 . 
令 R 表示 向 量 空间 E ,其 中 是正 整数 的 集合 .R” 的 元 素 
是 只 有 有 限 多 个 非 零 分 量 的 实数 的 无 穷 序 列 . 令 A, 表示 R” 中 以 
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En 一 (0.;0,… 有 
总 ] 一 (1,0,..,0,.), 


es, = (0,0,.…,1,.…) 
为 顶点 的 p 维 单 形 .我 们 把 A, 称 为 p 维 标准 单 形 . 请 注意 到 在 这 
个 定义 下 ,AI 是 An 的 一 个 面 . 

如 果 X 是 一 个 拓扑 空间 ,那么 定义 X 的 一 个 p 维 育 异 单 形 

是 一 个 连续 映射 

3 
(“奇异 ”一 词 用 来 强调 本 不 必 是 一 个 胖 入 .例如 , 工 可 以 是 一 个 党 
映射 . ) 

由 义 的 p 维 奇 异 单 形 生成 的 自由 Abel 群 记 为 S,(X) ,并 且 
称 为 X 的 p 维 育 异 链 群 .按照 我 们 对 自由 Abel 群 的 通常 约定 ( 参 
看 $4) ,我们 将 用 p 维 奇异 单 形 的 带 整 数 系数 的 形式 线性 组 合 来 
表示 S, (XX) 的 元 素 .考虑 一 种 特殊 类 型 的 奇异 单 形 是 方便 的 .在 
某 个 Euclid 空间 EE 中 ,给 定点 ao,…,a, ,它们 不 必 是 独立 的 , 则 
存在 从 A, 到 EE 中 的 唯一 个 仿 射 映射 1 将 s; 映射 到 ai ,i=0,…， 
p. 它 是 由 等 式 


pp 
CI Us 一 op 十 2 ao) 
El 


定义 的 .我 们 把 这 个 映射 称 为 由 a。,…,a, 决定 的 线性 奇异 单 形 ; 
并 且 记 为 1(ao,…' ,a,). 

例如 ,映射 (eo,…,e;) 恰 好 是 A, 到 R 中 的 包含 映射 ， 

类 似 地 , 若 像 平常 那样 ,用 记号 v, 表示 将 符号 v, 删 去 ,那么 
映射 

L(e0,°*, Ei ,Es) 
是 A,_, 到 RR” 中 的 映射 , 它 是 由 到 A, 的 面 eo，… ,ei_1, e418， 
上 的 线性 同 胚 来 映射 A，, 的 .我 们 常常 宁可 把 它 看 成 A，;, 到 A， 
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中 而 不 是 到 R” 中 的 一 个 映射 .那么 车 工 :A, 一 工 , 则 我 们 就 能 构 
成 复合 映射 
Tool(e0,, ei), es). 
这 是 的 一 个 p 一 1 维 奇 异 单 形 ,我 们 把 它 看 作 p 维 奇 蜡 单 形 开 
的 “第 i 个 面 ”. 
现在 我 们 来 定义 一 个 同 态 9: S, (XX) 一 S,_1( 关 ) .着 本 :A, 一 六 
是 X 的 一 个 p 维 奇 异 单 形 , 则 令 


aT = He je ,Ei ). 

那么 3 个 等 于 pp 一 1 和 奇异 单 形 的 形式 和 而 这 些 p -1 维 奇异 单 
形 是 全 的 面 . 稍 后 我 们 将 验证 90° = 

如 果 f: X 一 Y ee p 维 奇 
异 单 形 上 定义 f; (TT) = f°* 工 来 定义 一 个 同 态 Fa : SS。 和 X) 一 
SCY). 即 FT) 是 复合 上映 出 

A,， 一 -=X 一 ~ 了 
定理 29.1 同 态 广 与 5 变换 ,而 且 9 =0. 
证 明 第 一 个 论断 可 由 直接 计算 得 出 . 


af# (TT) > 1) (fe T) > I(eo0,°, eis""", Es), 
asa(T) = -Dy (Te 1(e0,. ,ee,)). 
为 证 明 第 二 个 论断 ， 首 先 对 线性 奇异 单 形 来 计算 3 ,我们 计算 得 
91(a0,*, ap) = > (- il(a0,,as) ol(e0,°*, Ei,°"*, e,) 


= = 2 (a0,, ai, os 


(第 一 个 等 式 源 于 这 样 一 个 事实 ; 线性 上 映射 的 复合 是 线性 的 .参看 
$ 2. ) 现 在 39383(L(ao,…,a,))=0 这 个 事实 是 直接 的 .只 要 把 单纯 
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理论 中 对 3? =0 的 证 明 ( 引 理 5.3) 在 适当 的 地 方 插 入 字母 ! 即 可 ! 
于 是 一 般 结果 就 能 从 

39(T) = 39( Ti (i(ee,',€,))) 
和 3 与 T+# 交换 的 事实 得 出 . 口 ] 

定义 ”我 们 把 群 S,(X) 和 同 态 3:S,(X) 一 S。 (XI) 的 族 称 
为 X 的 奇异 链 复 形 ,并 且 记 为 F(X); 把 这 个 链 复 形 的 同调 群 称 
为 X 的 奇异 同调 群 ,并 记 为 互 ,(X)， 

(如 果 和 是 可 三 角 痢 分 的 ,那么 这 种 记 法 与 $27 对 可 三 角 齐 
分 空间 的 单纯 同调 而 引进 的 记 法 重 达 .后 面 我 们 将 证 明 单纯 同调 
论 与 奇异 同调 论 是 自然 同 构 的 ,因而 实际 上 并 不 包含 真正 的 意义 
混淆 . ) 

链 复 形 Y(X) 由 同 态 e ;So( 久 )->Z 增 广 ,这 个 同 态 是 通过 对 
每 个 0 维 奇异 单 形 :A 一 贸 置 a{ 丁 ) = 1 而 定义 的 .于 是 立即 有 : 
若 丁 是 一 个 1 维 奇 异 单 形 ,那么 s(3T) =0. 我 们 把 19(X),si 的 
同调 群 称 为 X 的 约 化 奇异 同调 群 ,并 且 记 为 H,(X). 如 果 f:X 一 
Y 是 连续 映射 ,那么 fy : S,(X) 一 S$S,(Y) 就 是 保持 增 广 的 链 映 
射 , 因 为 若 工 是 0 维 奇异 单 形 ,那么 f(T) 也 是 .因而 , fi 在 第 义 
同调 和 奇异 同调 中 都 诱导 一 个 同 态 f 

如 果 X 的 约 化 同调 在 所 有 维 数 都 为 零 ,那么 我 们 就 说 XI( 在 
异同 调 中 ) 是 零 调 的 . 

定理 29.2 ”如果 1i:X 一 X 是 恒 等 映 射 ,那么 i, :HH,(X) 一 
HH,( 外 ) 也 是 恒 等 映 射 .如 果 f:X>Y,g:Y 一 2Z, 那 么 (g*f), = 
gn "ff，. 在 约 化 同调 中 ,同样 的 结论 也 成 立 . 

证 明 ”实际 上 两 个 等 式 在 链 水 平 上 成 立 . 因为 i4 (T) = 
T. 而 (gf (T)=(g*° f° T=g° (f° T)=g# (fa (T)). 

系 29.3 如果: 久 >Y 是 一 个 同 胚 ,那么 有 ,就 是 一 个 同 
构 . | 

读者 将 会 注意 到 我 们 是 如 何 迅 速 地 证 明 奇 异同 调 群 是 拓扑 不 
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变量 的 .这 与 单纯 理论 形成 明显 的 对 照 ,在 那里 为 作 这 同一 件 事 却 
花费 了 我 们 第 二 章 的 大 部 分 篇 幅 . 

下 面 我 们 遵循 单纯 理论 的 模式 来 计算 零 维 同调 群 . 

定理 29.4 令 义 是 一 个 拓扑 空间 ,那么 五 o(X) 是 自由 Abel 
群 . 若 1X | 是 外 的 道路 连通 分 支 的 集合 ,而 且 对 每 一 个 a, 了 是 
一 个 0 维 奇 异 单 形 使 得 其 和 象 在 XX 中 ,那么 链 T, 的 同调 类 构成 

群 万 ,(X) 是 自由 Abel 群 ; 当 义 是 道路 连通 时 它 为 零 .否则 ， 
令 ao 是 一 个 国定 指标 ,那么 对 a 关 ao, 链 了 ,一 T, 的 同调 类 形成 
互 ,(X) 的 一 个 基 . 

证 明 令 zx。 是 点 也 (Ao). 如 果 T:Ao 一 X 是 X 的 任何 0 维 
奇异 单 形 ,那么 从 点 T(A ) 到 某 点 zx。 有 一 条 道路 六 [0,1j 一 天. 
于 是 f 是 一 个 1 维 奇异 单 形 ,而 且 3F= T, 一 全. 我们 断定 X 上 的 
任意 1 维 奇 异 链 同 调 于 一 个 形 如 》，n,T, 的 链 . 

我 们 要 证 明 任何 这 样 的 1 维 链 都 不 能 构成 边缘 .假设 对 于 某 
个 9，》, nT,=94d. 由 于 在 d 的 表达 式 中 的 每 个 1 维 奇异 单 形 
均 有 道路 连通 的 象 ,因而 a 的 象 在 某 个 道路 连通 分 支 X, 中 .从 而 
我 们 能 够 写成 4 = 》， 4, ,其 中 d, 是 由 dd 的 那些 被 X. 承载 的 项 
组 成 的 .于 是 9d, 也 在 义 , 中 .由 此 可 知 对 每 个 a,n,T,=9d,. 将 & 
应 用 于 这 个 等 式 的 两 边 , 则 我 们 推出 n, =0. 

Ho( 苹 ) 的 计算 像 在 定理 7.2 的 证 明 中 那样 进行 . 口 

我 们 仍 可 按照 单纯 理论 的 方式 来 计算 类 锥 空间 的 同调 .但 实 
际 上 更 方便 的 则 是 在 这 里 引进 一 个 类 似 的 概念 , 即 所 谓 “ 星 凸 " 集 

定义 设 和 是 下 中 的 一 个 集合 ,xw 是 X 的 一 点 ,如 果 对 于 
X 中 异 于 w 的 每 一 个 点 xz, 从 z 到 ww 的 线段 都 在 X 中 ,那么 我 们 
就 说 集合 X 关于 za 点 是 星 凸 的 . 

定义 ” 设 XC 了 是 关于 za 星 耳 的. 我们 在 六 的 奇异 链 上 和 定 
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义 一 种 插 号 运算 . 令 了 :A, 一 X 是 X 的 一 个 p 维 奇异 单 形 .我 们 用 
下 列 方式 定义 一 个 户 +1 工 维 单 形 [了 工 , 世 ] :Ai 一 X: 对 于 A, 中 的 
Z, 令 它 把 从 zz 到 6,, 1 的 线段 线性 地 映射 到 从 工 (z) 到 w 的 线段 . 
参看 图 29.1. 我 们 把 这 个 定义 扩张 到 任意 p 维 链 上 如 下 ;如果 
c = 》 2iT 是 X 上 的 一 个 奇异 链 , 则 令 


[c,rw]| = >》 [Trea 


T 
一 人 
Tlx) 
Ap 
Ef 
Ept+] 
[7, wl] 
~. 
Aptl 
T(x) 
x 
图 29.1 


这 个 运算 类 似 于 我 们 在 $8 对 于 锥 所 引进 的 运算 ,只 是 在 这 
里 我 们 把 顶点 w 放 在 了 末尾 而 不 是 开头 . 

请 注意 到 , 当 限 制 在 A,,;, 的 面 A, 上 时 ,映射 [ 丁 , wj 等 于 映 
射 了 .再 注意 到 如 果 了 是 线性 奇异 单 形 ia,…,as), 那 么 [ 工 ， 
w | 就 等 于 线性 奇异 单 形 1 ao,… ,a, ,tw). 

我 们 必须 证 明 映 射 [ 工 , w 1 是 连续 的 . 首先 我 们 指出 ,由 等 式 
rtziti)=(1 一 zt)z+tEor1 和 定义 的 映射 
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TAX [— Apt 
是 一 个 商 映 射 , 它 把 A,x1 圳 缩 到 顶点 ss, 并且 除 此 之 外 , 它 是 
1-1 的 .由 f(zx,t)= (1 一 :)T(z)+ trw 定义 的 连续 映射 

Ti 

在 A, X11 上 是 常 映射 ;因为 x 是 一 个 商 映射 ,所 以 它 诱导 从 Al 
到 X 内 的 一 个 连续 映射 .由 于 x 把 线段 x XT 线性 地 映射 到 从 工 
到 je, 1 的 线段 上 ,而 且 了 把 zx 了 工 线性 地 映射 到 从 T(z) 到 z 的 线 
段 上 ,所 以 这 个 诱导 映射 等 于 前 面 定 义 的 p +1 维 奇 异 单 形 | 械 ， 
wj]. 从 而 映射 [ 丁 ,w ] 是 连续 的 . 

现在 我 们 来 计算 括号 运算 和 边缘 算 子 是 怎样 相互 作用 的 . 

引 理 29.5 令 关 关于 是 星 西 的 ; 令 c 是 外 的 一 个 p 维 奇 
开 链 .那么 

fe] - ee +( -Ti 六 ec， 著 户 >0， 
el(c)T,,—c, 若 p= 0. 
其 中 下 是 把 A 映射 到 tw 的 0 维 单 形 . 

证 明 如 果 工 是 一 个 0 维 奇异 单 形 ,那么 [T, 忆 j 把 单 形 A 
线性 地 映射 到 从 T(As) 至 ww 的 线段 上 .于 是 9[ TT,w j= TT, 一 荆 . 
第 二 个 公式 成 立 . 

令 p>0. 只 要 在 c 是 一 个 p 维 奇异 单 形 工 时 验证 公式 成 立 
就 行 了 . 当 p=1 时 公式 的 合理 性 在 图 29.2 中 予以 说 明 . 

利用 3 的 定义 ,计算 得 

+1 
(x ) Tw]= D(C-D'T, web, 
其 中 为 了 方便 我 们 用 i; 表示 把 A, 映 入 A,,i 中 的 线性 奇异 单 形 
. WE 1(e0,°% ,Eis ,ept). 

于 是 1 等 于 A, 到 A,, :中 的 包含 映射 .因为 [ 工 ,四 在 A, 上 的 
限制 等 于 映射 工 , 所 以 (* ) 式 中 的 最 后 一 项 等 于 (一 1)*” 工 . 

为 了 完成 证 明 ,我 们 考虑 i 过 p+1 的 奇异 单 形 [ 丁 , ww]*4. 由 
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A00) 


nD) 
nt1) 


[7,w] 9[7,1w] = [97,w] +7 


图 29.2 


于 映射 7 将 A, 同 胚 地 上 映射 到 As 的 第 i 个 面 上 ,所 以 它 把 
eo ,Es 分 别 上 映射 到 eo ,eliysiri 8p+1: 因此 ,4 在 A,-; = 
eo…e。_1 上 的 限制 通过 一 个 线性 映射 把 这 个 单 形 映射 到 由 eo ,…， 
e16111，"… ;Ep 张 成 的 单 形 上 . (回想 到 i<p+14.) 因 而 
(x *) 有 

现在 我 们 就 可 以 来 计算 [本 ,wj*L:A, 一 X. 令 工 是 A,-1 的 一 
般 点 .由 于 7:A, 一 A,+1 是 一 个 线性 映射 ,所 以 它 把 从 工 到 e, 的 线 
段 线 性 地 映射 到 从 1, (zx) 至 6,1 的 线段 上 ,由 于 1;(x)EA,, 所 以 
由 定义 ,映射 [TT, w]: A,ii1 一 X 将 此 线段 线性 地 映射 到 从 
T(1,(x)) 至 w 的 线段 上 .因此 ,由 定义 ， 


[To 有 = [Th | ),wl. 
把 此 式 代 人 ( x ) 式 并 应 用 ( * * ) 式 ,那么 我 们 就 得 到 等 式 
LT w= HDTT oo ts, es) ,ww] + (DT 
= [3T,zrw] + (一 1) 天 个， 是 


定理 29.6 令 久 是 EE 的 一 个 关于 z 星 西 的 子 空间 .那么 天 
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在 奇异 同调 中 是 霍 调 的 . 

证 明 ”为 证 明 总 (X)=0, 令 ec 是 X 上 的 一 个 0 维 奇 异 链 ,使 
得 stc)=0. 那 么 由 上 面 的 引 理 ， 

dfe,wl = efc) 了 一 cc 三 一 6 

为 了 证 明 对 于 p>>0,H,(X)=0, 令 z 是 上 的 一 个 p 维 奇 

异 闭 链 . 由 上 面 的 引 理 ， 
a[lz,w]| = [3z,w) + (1) z= (1) x. 

因而 z 是 一 个 户 +1 维 链 的 边缘 . 

系 29.7 在 奇异 同调 中 任何 单 形 者 是 零 调 的 . 


Ey 


习 题 


1. (a) 令 |X 1 是 X 的 道路 连通 分 支 的 集合 .证 明 再 (和 X) 伍 由。 
H,(X,). 

(b) 拓扑 学 家 的 正 汞 曲线 是 R 的 一 个 子 空间 ， 
它 是 由 适合 于 0< x<1 的 所 有 点 (zsin 二 ) 和 适合 
于 -1 > 委 1 的 所 有 点 (0,y) 组 成 的 .参看 图 29.3. 
计算 这 个 室 则 的 奇异 同调 . 

2. 令 天 是 Rn 的 一 个 紧 子 空间 ; 令 疡 是 一 了 

(a) 令 也 是 及 XR 中 的 点 (0,…,0,1); 令 C 
是 所 有 连接 六 的 点 到 也 的 线段 的 并 .证 明 CC 是 了 xT 的 一 个 商 空 间 . 

(b) 证 明 如 果 了 同 伦 于 一 -个 常 映射 ,那么 f, 在 约 化 同调 中 是 零 态 射 . 
[提示 :证 明 了 能 扩张 到 C 上 .] 

(ec) 证 明知 和 是 可 彤 的 ,那么 和 是 专 再 的 . 


30 柯 异 同调 论 的 公理 


现在 我 们 来 引进 相对 奇异 同调 群 .然后 在 这 一 和 下 一 王 证 


图 29.3 


”2 省、 


明 它 们 在 所 有 拓扑 空间 偶 组 成 的 类 上 满足 Eilenberg-Steenrod 公 
理 . 

如 果 X 是 一 个 空间 且 A 是 X 的 一 个 子 空间 ,那么 存在 一 个 
自然 的 包含 映射 S,(A)->S, (XX) .我们 把 相对 奇异 链 的 群 定义 为 
S,(X,A) = S$,(X)/S, (A). 
边缘 算 村 3:5,.(X) 一 SC(X) 能 网 限制 为 5,(A) 上 的 边 绿 算 子 . 

因此 它 在 相对 链 上 诱导 一 个 边缘 算 子 

9:S,(X,A)— S,1(X,A). 
我 们 把 群 S,(X, A) 和 同 态 3 组 成 的 族 称 为 空间 偶 (X, A ) 的 奇异 
链 复 形 ,并 且 记 为 (外 ,A); 把 这 个 链 复 形 的 同调 群 称 为 偶 (X， 
4) 的 奇异 同调 群 , 并 记 为 五.(X,A4). 

我 们 指出 , 链 复 形 7(X, 有 A) 是 自由 的 ; 群 S(X,A) 以 形 如 
了 +S,(4) 的 所 有 陪 集 为 基 , 其 中 人 是 一 个 其 象 集 不 在 A 中 的 p 
维 奇异 单 形 . 

如 果 f:( 羡 , A ) 一 (Y,B) 是 一 个 连续 映射 ,那么 同 态 fi: 
S,(X) 一 S(Y) 把 A 的 链 映 射 到 B 的 链 中 ,因而 它 诱导 一 个 同 态 
(也 记 为 f#) 

人 
这 个 上 映 揣 与 9 交换 ,因而 它 又 计 守 一 个 同 态 

f.:H,(X,A)— H,(Y,B). 
下 列 定理 是 直接 的 . 

定理 30.1 如 果 i:( 义 ,A)->( 久 ,A) 是 恒 等 映 射 ,那么 i 也 
是 昼 等 映射 .如 果 有 h;:(X,A) 一 (Y,B) 和 上:(Y,B) 一 (2Z,C) 都 是 
连续 的 ,那么 ,(koh), = 二 上 ,oh ，. [ 

定理 30.2 存在 一 个 对 于 ACX 和 所 有 pp 定义 的 同 态 9,: 
HH,(X,A) 习 日 ,_1(A) 使 得 序列 


i 2 
— H,(A)—> He(X)—> H,(X,A)—> H(A)—… 
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是 正 合 的 ,其 中 i 和 zt 是 包含 映射 .假如 A 天 个 ,那么 当 用 和 和 从 
的 约 化 同调 时 , 则 有 同样 的 结论 成 立 . 

一 个 连续 映射 f:( 多 ,A) 一 (Y,B) 在 奇 开 同调 中 能 够 请 导 相 
应 正 合 序 列 的 同 态 ,无 论 是 常 义 的 ,还 是 约 化 的 . 

证 明 ”为 证 3. 和 正 合 序 列 的 存在 性 ,我们 可 将 $24 的“ 之子 
形 引 理 " 应 用 于 链 复 形 的 短 正 合 序列 

0 一 S,(A) 一 ~ S,(X) 一 > S,(X,A)—0 

其 中 1:A 一 X 和 rr:(X, 了 ) 一 (X,A) 是 包含 有 映射. 一旦 我 们 注意 
到 fi 分 别 与 14 和 xe# 交换 ,那么 3, 的 自然 性 就 能 从 定理 24.2 得 
出 .对 于 约 化 同调 的 相应 结果 可 由 对 单纯 理论 所 使 用 的 同样 的 方 
法 (参看 3 24) 得 出 . 吕 

定理 30.3 ”如 果 已 是 一 个 单 点 空间 ,那么 对 于 p 关 0， 
H,(p)=0, 而 且 Ho(P)Y. ' 

证 明 一 旦 我 们 注意 到 R 中 的 单 点 空间 是 星 西 的 ,那么 结 
论 就 能 从 定理 29.6 得 出 ! 为 了 得 到 一 个 更 直接 的 证 明 ,我 们 计算 
链 复 形 Y(p). 在 每 一 个 非 负 维 数 恰 好 有 一 个 奇异 单 形 了 :A, 一 
p; 因 而 对 于 p 宇 0,S,(p) 是 无 限 循 环 的. 丁 , 的 每 一 个 “ 面 , 即 

T 1(eo Eis, €,)) 
等 于 奇异 单 形 本 ,_ 1. 因此, 当 p 为 奇数 时 ,3 丁 , = 0( 诸 项 成 对 相 
消 ) ,而 当 p 为 偶数 时 ,3T, = 本 -1( 因 为 只 课 下 这 一 项 ). 因 而 链 
复 形 9(p) 具 有 下 列 形式 
Sa(p)— Satp)> > SI(p)— So(p)—0 


mr 
i 


Z-=- ZL 一 -=Z >0 
在 2k 一 1 维 ,每 个 链 都 是 一 个 边 绿 链 ; 而 在 2&(E>0) 维 ,任何 链 
都 不 是 闭 链 ,在 0 维 , 每 一 个 链 都 是 闭 链 并 且 任 何 链 都 不 是 边 绿 ， 
因而 间 调 是 无 限 循环 的 . 口 
定理 30.4 给 定 a€ 日 ,(X,A), 则 存在 一 个 紧 偶 (Xo，, Ao) 
C(X,A) 使 得 a 在 由 包含 映射 
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i, :H,(Xo,Ao) — H,(X,A) 

诱导 的 同 态 的 象 中 ， 

证 明 如 果 工 :A, 一 X 是 一 个 奇异 单 形 ,那么 我 们 把 它 的 极 
小 承载 子 定 义 为 象 集 T(A, ). p 维 奇异 链 >,， n,T, (其 中 每 个 
;天 0) 的 极 小 承载 子 是 各 TT 的 极 小 承载 于 之 并 .由 于 和 是 有 限 
的 ,所 以 这 个 并 集 是 紧 的 . 令 cs 是 S.(X) 中 的 一 个 链 , 它 的 模 
S,(4) 的 陪 集 代 表 c ,那么 gc, 就 可 由 A 承 载 . 令 Xo 是 cy 的 极 小 
承载 子 ,并 且 令 A。 是 9c, 的 极 小 承载 子 .那么 c。 就 能 用 来 表示 
及 ,( Xo ,Ao) 中 的 一 个 同调 染 p, 而 是 i, (8)= a. 口 ] 

上 面 的 定理 说 明 奇 异 理论 满足 紧 文 集 公理 .该 定理 有 一 个 补 
充 定 理 , 在 这 里 我 们 就 来 证 明 它 .( 它 也 可 以 直接 从 公理 导出 ;参看 
$ 27 的 习题 . ) 

定理 30.5 令 1:(Xo,Ao) 一 (X,A) 是 包含 映射 ,其 中 (Xo， 
AU) 是 一 个 紧 偶 ,如 果 a€E,(Xo,Ao) 且 i.(a)=0, 那 么 就 有 一 
个 紧 偶 (Xi Ai) 和 包 会 映射 


(XoA) 一 (Xi AND) 一 = (X,A) 

使 得 了 。(a) =0. 

证 明 令 c, 是 X 的 一 个 代表 a 的 p 维 奇 异 链 , 那 么 9c, 能 
由 A。 承载 .由 假设 , X 有 一 个 链 辽 ,使 得 c, - 3d 可 由 人 承 
载 . 令 Xi 是 X。 和 d,, 的 极 小 承载 子 之 并 ; 令 A, 是 Au 与 c, -3 
d,.1 的 极 小 承载 子 之 并 . 口 

可 以 说 ,迄今 为 止 ,一 切 都 是 相对 容易 的 .我 们 已 经 证 明了 除 
同 伦 公 理 和 切除 公理 以 外 的 所 有 公理 . 这 两 个 公理 需要 做 更 多 的 
工作 .现在 我 们 就 来 验证 同 伦 公理 . 

这 个 证 明 大 体 上 与 单纯 理论 中 同 伦 公理 的 证 明 ( 定 理 19.2) 
类 似 .我 们 考虑 由 

i(x) = (xr0) Mj(r) = (zr,1) 
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定义 的 包含 映射 ;,j :XX 一 六 XT 了, 并且 构造 is 和 j; 之 间 的 一 个 链 
同 伦 D. 如 果 下 是 f 与 g 之 间 同 伦 ,那么 Fs *D 是 fs 与 g# 之 间 
的 链 同 伦 .于 是 定理 即 可 得 证 .为 在 单纯 理论 中 构造 D ,我 们 使 用 
了 有 零 调 承载 子 . 在 这 里 我 们 需要 某 些 更 一 般 的 东西 , 它 是 我 们 以 后 
称 之 为 “ 零 调 模 方法 ”的 特殊 情况 . 

在 i 与 js 之 间 似 乎 应 该 存在 一 个 链 同 伦 DD. 例 如 ,如 果 荆 
是 图 30.1 中 所 画 出 的 工 维 奇 异 单 形 ,并 且 当 3T= TT - T, 时 ,我 
们 能 将 DT, 和 DT 取 成 图 中 画 出 的 “ 竖 直 ”1 维 奇 异 单 形 .那么 
我 们 就 能 把 DT 取 为 以 7 (TT) -DT 一 is《(T)}+ DT 为 边缘 的 2 
维 链 , 它 就 是 图 中 以 阴影 材 盖 的 区 域 


图 30.1 


我 们 把 D 的 存在 性 单独 叙述 成 一 个 引 理 : 
引 理 30.6 对 每 个 空间 X 和 每 个 非 负 整 数 户 ,存在 一 个 同 态 
Dx:S,(X)— S, (XXxT1) 
具有 下 列 性 质 : 
(a) 如 果 了 :A, 一 X 是 一 个 奇异 单 形 ,那么 
aDxT + Dx9T = j#(T)— i#(T). 
其 中 映射 7; 外 一 久 XT 把 Xz 映射 到 (XT,0), 而 映射 j ;XX 一 了 XT 把 
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映射 到 (xz,1)， 
(b) Dx 是 自然 的 ;也 就 是 说 ,如 果 f: 久 YY 有 是 和 连续 映射 , 敢 
么 下 列 图 表 交 摘 ， 


Sp(X) Spri(X XD 
a (ff Xin) 
Dy 
Sp(Y) Spri(T XD 


证 明 ”我 们 用 关于 p 的 归纳 法 进行 . p =0 的 情形 是 简单 的 . 

给 定 :A 一 久 , 令 XI 表示 点 T(A ) .定义 DT:A 和 A 一 XI 为 
DxT(#,0,……) = (x0,t), 0 过 tL1. 

(回想 到 A = sos; 由 R” 的 适合 0 志 z 记 1 的 所 有 点 (zt,0,…) 组 
成 . ) 性 质 (a) 和 (b) 立 即 得 出 ， 

现在 假设 在 维 数 低 于 p 时 Dx 对 所 有 六 已 被 定义 并 且 满 足 
(a) 和 (b) ,我 们 在 p 维 情况 下 来 定义 DxT, 这 是 通过 首先 在 义 = 
A, 而 且 人 等 于 A。 到 其 自身 的 恒 等 映 射 i， 的 情况 下 来 定义 的 .这 
是 方法 的 关键 .我 们 首先 来 处 理 一 种 称 为 “模型 空间 ”的 非常 特殊 
的 空间 和 这 种 空间 上 的 一 种 非常 特殊 的 奇异 单 形 . 

令 ,7 :A 人 A, XI 了 分 别 将 x 上 映射 到 (x,0) 和 (zx,1). 令 cs 是 
由 等 式 

DD) 
定义 的 A, x 1 上 的 奇异 链 . (请 注意 到 ,由 归纳 假设 ,最 后 一 项 是 
已 经 明确 定义 的 ; i, 是 A,。 上 的 一 个 奇异 单 形 . 因而 i, 属于 S， 
(A,) 生 3i, 属于 S,_1(A,).) 于 是 c, 是 一 个 闭 链 , 因 为 应 用 归纳 假 
设 , 我 们 有 
ac = 9j#(io) — 9in(is) — [in(9is) — in(9i,) — Das3aip]， 
而 且 这 个 链 为 零 . 因为 A, XI 是 廿 的 ,所 以 (由 定理 29.6) 它 是 零 
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调 的 .因此 ,我 们 能 够 选取 S,,,(A, X 站 ) 的 一 个 元 素 使 其 边缘 等 于 
c .我 们 把 这 个 元 素 记 为 Ds (i,) ,那么 公式 (a) 成 立 , 因 为 
2 
现在 ,给 定 一 个 任意 空间 X 和 一 个 任意 p 维 奇异 单 形 丁 : A， 
一半, 我 们 定义 
DxT = (TXx 1)4 Da ) 
参看 图 30.2. 直 观 上 ,Di, 是 充满 整个 柱 体 A, XI 的 p+ 1 维 奇 
异 链 . 粗 略 地 说 , 它 的 边缘 就 是 柱 体 的 边 毕 .映射 ( 工 x i)# 把 这 个 
链 整 个 地 映射 成 XxX xT 上 的 一 个 奇异 链 . 
现在 来 验证 (a) 和 (b) 就 很 容易 了 .为 验证 (a) ,我 们 计算 
(*) NT (TD 
=(TXi)s (in(is)— is(i,)— Dooi,) 
= Tint TT})— (TxXi)# Da (9i,). 


xi 


图 30.2 


于 是 我 们 能 够 利用 日 然 性 .由 归纳 假设 ,我 们 就 有 下 列 图 表 的 交换 
性 ; 
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Da, 
Sp1(Ay) ~ S(ApXD) 


] Ty | (TX I 
D 


SA 一 一 一 SCxD 


因此 ,正如 我 们 所 期 望 的 那样 ,( * ) 式 中 最 后 一 项 等 于 
-DrxT#H(aip) =— Dx9T# (i,) 三 -也 rd 了 
验证 (b) 就 更 容易 了 . 如果 f:X 一 了 ,请 注意 到 (f*TT)Xi= 
(ffx)*(TX). 于 是 由 定义 ， 
了 
这 又 等 于 
(fF Xi (Tx i Da(is) = (fF x ii)# DxT. 口 
请 注意 ,在 刚才 给 出 的 证 明 中 ,在 p=0 的 情况 我 们 给 出 了 
Dx 的 一 种 直接 构造 方法 .我 们 只 是 在 归纳 步骤 中 用 过 “模型 空 
间 ”A, .对 于 p=0 的 情况 ,有 一 种 看 起 来 更 像 归 纳 过 程 的 证 明 , 这 
是 以 后 我 们 将 要 加 以 推广 的 证 明 ， 
令 p=0. 我 们 首先 在 X= Au .而 且 工 等 于 Au 到 其 自身 的 恒 
等 映射 io 的 情况 下 定义 DT .我 们 要 求 公式 
9Da (io) j# (io) ”0 pala 
能 成 立 .注意 到 这 个 公式 的 右边 是 一 个 由 Au x 工 承载 的 0 维 链 ， 
而 且 它 的 增 广 映射 s 是 零 . 因为 空间 AuoX 工 是 西 的 ,所 以 它 是 零 
调 的 .因此 我 们 能 够 选取 Dio 是 Si (As x 门 的 一 个 元 素 , 其 边 
缘 是 了 (io) -2 (i。). 然 后 对 一 般 的 义 和 工 ,我 们 定义 
DxT = (T x 1)# Da, io. 


则 性 质 (a) 和 (b) 恰 如 在 归纳 过 程 中 那样 被 证 明 . 


人 


定理 30.7 如 果 fg:(X,A) 一 (Y,B) 是 同 伦 的 ,那么 
太 . =g， .如 果 A= 了 = 好 ,那么 同样 的 结论 在 约 化 同调 中 也 成 
灵 
证 明 令 下 :(XxI,AXI)>(Y,B) 是 f,g:(X,A) 一 (YY,， 
B) 之 间 的 同 伦 . 令 i,j:(X,A)->(XXxI,AX 有 Dn 由 i(x)=(zx,0) 
和 j(zx)= (xz,1) 给 出 , 令 Dx:S,(X)->S,i:(Xx 了 是 上 面 引 理 
中 的 链 同 伦 . Dx 关于 包含 映射 A->X 的 自然 性 说 明 D; 在 S,(A) 
上 的 限制 等 于 Ds .因而 Dy 把 S,(A) 映 射 到 S,,,(A x 了 中 ,并 
且 在 相对 水 平 上 诱导 一 个 链 同 伦 
Dxa:S, (KR,A)— Sn(XXxXI,Ax IT). 
引 理 30.6 的 公式 (a) 成 立 是 因为 Dx,。 是 由 Dx 诱导 的 把 DD 定义 为 
Dx.a 和 同 态 
BR A 
的 复合 .那么 我 们 计算 可 得 
9D= 9Fy Dxa = Fy¥oDx,a = Fi# (ji# 1# 一 Dx,a9) 
= (Foe) — (Fo i)# — FaDxra9d = fa — g# — Do. 
定义 令 ff:(X,A) 一 (Y,B). 若 有 一 个 映射 g:(Y,B) 一 
(X,A) 使 得 feg 和 g。 了 作为 复 形 偶 的 映射 同 伦 于 适当 的 恒 等 映 
射 .那么 我 们 把 f 称 为 一 个 同 伦 等 价 , 而 且 把 g 称 为 f 的 同 伦 人 这 . 
定理 30.8 令 ff:(X,A)->(Y,B). 
(a) 如 果 是 一 个 同 伦 等 价 ,那么 在 相对 同调 中 f, 是 一 个 同 
构 . 
(b) 更 一 般 地 ,如 果 F:X 一 了 和 站 :A 一 已 是 同 俭 等 价 , 那 
么 f ,在 相对 同调 中 是 一 个 同 构 . 
证 明 大 f 是 同 伦 等 价 , 则 立即 有 了, 是 同 构 . 为 证 明 (b) ,我 
们 考察 (X,A) 与 (Y,B) 的 长 正 合同 调 序 列 和 把 一 个 正 合 序列 映 
射 到 另 一 个 正 合 序列 的 同 态 f, .定理 的 假设 告诉 我 们 


f.:H,(X) -> H,(Y) 和 (f|,).:H,(A)— H,(B) 
+ Zi * 


都 是 同 构 . 于 是 本 定理 就 可 从 五 项 引 理 得 出 . 口 

如 果 f:(X,A) 一 (YY,B) 是 同 伦 等 价 ,那么 f;:X->Y 和 /| 4: 
A 一 B 也 是 .然而 ,正如 下 例 所 指出 的 那样 ,其 逆 并 不 成 并 . 

例 1 考虑 包含 映射 j:(B",S” 1!)->(R",R” 一 0). 由 于 B” 
是 R" 的 变形 收缩 核 , S*"! 是 R" -0 的 变形 收缩 核 .所 以 映射 j， 
是 相对 同调 中 的 同 构 . 设 存在 一 个 映 映 g:(R”,R” 一 0)->(B"”， 
S" 1), 它 是 ; 的 同 伦 逆 .那么 ,因为 0 是 R" 一 0 的 极限 点 ,所 以 映 
射 g 必然 把 0 映 入 S”' 中 .因此 ， 

elB 9 Jw(B oO") 
把 B" 全 部 映 入 S”! 中 .因而 它 在 同调 中 诱导 平 几 同 态 . 男 一 方 
面 ,由 假设 这 个 映射 同 伦 于 恒 等 上 映射 ,因而 它 诱导 H.(B",S”') 
上 的 惜 等同 态 .因为 (就 像 稍 后 我 们 将 证 明 的 那样 ) 这 个 群 是 非 平 
凡 的 ,从 而 得 出 了 矛盾. 


习 题 


1. 在 奇异 同调 中 考虑 三 元 组 的 正 合 序列 ,( 和 参看 $26 的 习题 2. ) 

2. 证 明 如 果 f;X 一 Y 同 伦 于 一 个 常 映 射 , 那 么 在 约 化 园 调 中 六 是 零 
同 态 . 推断 如 果 X 是 可 缩 的 ,那么 X 在 奇异 同调 中 是 零 调 的 . 

3. 设 包含 映射 j;: A 一 羡 是 一 个 同 伦 等 价 .证 明 H,(X,A)=0. 

4. 给 出 这 样 一 个 例子 ,使 得 其 中 虽然 X 具有 Y 的 伦 型 且 A 具有 B 的 伦 
型 ,但 是 日 , (XX,A) 关 H,(Y,B). 与 定理 30.8 相 比 较 . 

5, 在 引 理 30.6 的 证 明 中 ,我 们 在 选取 链 Di, 时 有 一 定 的 自由 度 .证 


p 
Lis = 证 TU(eo:0)，…(si ,0),(e; ,eol)) 
给 出 A, x 1 上 的 一 个 满足 引 理 要 求 的 p+1 维 链 . 当 记 =1 和 p=2 时 画 出 图 
形 ， 
6. 证 明寺 f:( 久 ,A) 一 (Y,B) 是 一 个 同 伦 等 价 , 那 和 Ff:X—Y 和 f|,: 
A 一 B 也 是 同 伦 等 价 . 
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7. 考虑 其 对 象 是 链 复 形 的 范畴 Ci;C 的 一 个 (映射 度 为 4 的 ) 将 映射 
到 的 态 射 是 一 族 同 态 示 :C, 一 C14 .考虑 从 拓扑 范畴 到 C 的 下 列 函 子 : 
G(X) = F(X); Gf) = fr， 
H(X) = SY(Xx1); H(f) = (f x i)¢. 
证 明 引 理 30.6 中 的 链 同 伦 Dx 是 如 到 互 的 一 个 自然 变换 ， 


$31 奇异 同调 中 的 切除 


本 节 我 们 来 验证 奇异 同调 的 切除 公理 .证 明 中 所 包含 的 技巧 ， 
今后 在 其 它 场合 也 将 是 有 用 的 . 

我 们 对 于 单纯 复 形 所 证 明 的 事实 之 一 就 是 我 们 能 够 把 有 限 复 
形 重心 重 分 成 一 些 要 多 么 小 有 多 么 小 的 单 形 .对 于 奇异 链 我 们 需 
要 一 个 类 似 的 结果 .为 使 叙述 精确 起 见 , 我 们 假设 已 给 定 了 一 个 空 
间 X 和 由 X 的 子 集 组 成 的 集 族 wt, 这 些 子 集 的 内 部 覆盖 X. 对 于 
X 的 一 个 奇异 单 形 ,如 果 它 的 象 在 % 的 一 个 元 素 中 , 则 我 们 把 它 
称 作 是 % 小 的 .给 定 X 上 的 一 个 奇异 链 , 我 们 将 要 说 明 怎 样 “把 它 
细 分 ”以 使 它 的 所 有 单 形 都 是 x 小 的 . 毫 不 奇怪 为 了 达到 这 一 目 
的 ,我 们 所 要 做 的 就 是 要 引进 一 种 类 似 于 重心 重 分 的 作法 .现在 我 
们 给 出 它 的 细节 . 

定义 令 X 是 一 个 拓扑 空间 .我 们 用 归纳 法 定义 一 个 同 态 
sdx:S,(X) 一 S(X). 若 T:Ao 一 X 是 一 个 0 维 奇异 单 形 , 则 我 们 
定义 sdx 工 = 工 .现在 假设 在 维 数 小 于 广 时 sdx 已 被 定义 .着 i: 
A, 一 A) 是 恒 等 映 射 , 则 令 As 表示 Ar 的 重心 ,并 且 ( 利 用 $29 的 
括号 运算 ) 定 义 

sd is = (~ 1)? [sd (3i,),A,]. 
由 于 A 关于 A, 是 星 西 的 ,所 以 定义 有 意义 .于 是 若 T:A, 一 X 是 
X 上 的 任何 p 维 奇异 单 形 , 则 我 们 定义 
sdxT = TH (sda,is). 


参看 图 31.1. 我 们 把 它 称 为 奇异 理论 中 的 重心 重 分 算 子 . 
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引 理 31.1 同 态 sdx 是 一 个 保持 增 广 的 链 上 映射 ,而 且 它 按 下 

述 的 意义 是 自然 的 :对 于 任何 连续 映射 J: 久 一 了 ,都 有 
fa# ° Sdx = sdy ° f#. 

证 明 因为 映射 sdx 在 0 维 时 是 恒 等 映射 ,所 以 它 是 保持 增 
广 的 . 同 理 在 0 维 时 自然 性 成 立 . 由 直接 计算 可 知 , 在 正 维 数 时 目 
然 性 成 立 . 

上 (sdxT) = fa (sda, i ) (f* T)# (sda,iy) 
= sdy(f° T) = sdy(f#(T)). 


今后 ,我 们 通常 省 略 算 子 sdx 的 下 标 , 而 依靠 上 下 文 来 弄 清 其 含 

Xe 

为 了 验证 sd 是 链 上 映射 ,我 们 对 p 用 归纳 法 进行 .在 0 维 时 sd。 

93=9°sd 是 平凡 的 .假设 在 维 数 低 于 p 时 结论 成 立 , 我 们 利用 引 理 
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29.5 计算 出 
asdi = (— 1)*afsdai, ,A,] 


加 1)2f[asdai ,A, +sd9i,, p>1, 
— e{sd9ii) To + sd91, 2 
其 中 To 是 0 维 单 形 ,其 像 点 是 Ai .于 是 车 p>1, 则 由 归纳 假设 就 
有 9sd3i, =sd3gi =0. 若 请 =1, 则 因 sd 保持 增 广 , 从 而 有 8 (sd3 
i1) 二 6(971)=0. 因 此 在 两 种 情况 下 , 均 有 9sdi, = sdai .一 般 ,我 
们 计算 得 
asdT= 9T# (sdi,) 由 定义 ， 
= Tr#ftasdi) ”因为 个 是 链 映射 ， 
T# (sd9i,) 由 刚 证 明 的 公式 ， 
= sdT+ (zi) ”因为 sd 是 自然 的 ， 
= sd9(T#(is)) 因为 T# 是 链 上 映射 ， 
= sdaT. 加 
引 理 31.2 令 丁 :A, 一 o 是 A, 到 pp 维 单 形 o 的 线性 同 胚 . 那 
么 sd 了 的 每 一 项 是 A, 到 g 的 首次 重心 重 分 中 的 一 个 单 形 的 线性 
同 胚 . 
证 明 对 于 p=0 引 理 是 平凡 的 . 设 当 维 数 低 于 p 时 引 理 成 
立 . 自 先 考 虑 恒 等 线 性 同 肛 i, :A, 一 A, .由 于 
sdi, = [sd9i,, A,]. 
所 以 ai 中 的 每 一 项 是 A。, 与 BdA, 中 的 一 个 单 形 之 间 的 线性 同 
胚 .由 归纳 假设 ,sd(3i,)= 5 土 T;, 其 中 工 是 和 ,| 与 BdA, 的 首 
次 重心 重 分 中 的 一 个 单 形 ;,…s , 之 间 的 线性 同 胚 .那么 由 定义 ， 
[T , As] 是 A, 与 属于 A, 的 首次 重心 重 分 的 单 形 A,s;，… 3, 之 间 
的 线性 同 胚 . 
现在 来 考虑 一 般 线性 同 胚 个 :A, 一 o .请 注意 到 丁 定 义 A， 
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首次 重心 重 分 与 c 的 首次 重心 重 分 之 间 的 一 个 线性 同 构 ,因为 它 
把 A, 的 重心 映射 到 e 的 重心 .于 是 sd 丁 = T#(sdi ) .由 于 线性 同 
有 凸 的 复合 是 线性 同 胚 ,所 以 sdT 的 每 一 项 是 A, 与 o 的 首次 重心 
重 分 中 的 一 个 单 形 之 间 的 线性 同 胚 . 口 

定理 31.3 令 允 是 X 的 一 个 子 集 族 , 其 子 集 的 内 部 覆盖 XX. 
给 定 了 :A, 一 和 , 则 存在 一 个 m 使 得 sd"T 的 每 一 项 都 是 好 小 的 . 

证 明 从 上 面 的 引 理 可 知 , 如 果 工 是 A, 与 p 维 单 形 o 之 间 
的 线性 同 肥 ,那么 sd”L 的 每 一 项 是 A, 与 o 的 第 次 重心 重 分 中 
的 一 个 单 形 之 间 的 线性 同 肚 . 

让 我 们 用 开 集 T-'(IntA ) 和 覆盖 A, ,其 中 AE ww 令 14 是 这 个 
开 覆 盖 的 Lebesgue 数 . 选取 mx 使 得 A, 的 第 mz 次 重心 重 分 中 的 每 
一 个 单 形 的 直径 小 于 .由 上 面 的 叙述 ,sd"i 的 每 一 项 是 A, 上 的 
一 个 线性 奇异 单 形 . 其 象 集 的 直径 小 于 4. 那 么 sd”T= 于; (sd™i,) 
的 每 一 项 都 是 X 上 的 一 个 奇异 单 形 ,其 象 集 在 x 的 一 个 元 内 中 . 

L_ 

我 们 已 经 说 明了 如 何 细 分 奇异 链 使 之 成 为 x 小 的 ,现在 我 们 
来 说 明 这 些 wy 小 的 奇异 链 就 是 以 生成 义 的 同调 .首先 我 们 需要 一 
个 引 理 . 

引 理 31.4 令 m 是 给 定 的 .对 于 每 个 空间 X 都 存在 一 个 同 
态 Dx:S,.(X) 一 St(X) 使 得 对 的 每 个 户 维 奇异 单 形 工 ， 
(x) aDyT+ Did3T=sd"T—T. 
而 且 ,DDx 是 自然 的 . 即 , 如 果 了 ;六 一 Y 了 ,那么 f#* Dx = Dy°f#. 

证 明 车 T:Ao 一 和 X 是 一 个 0 维 奇异 单 形 , 则 定义 DxT=0. 
公式 (* ) 和 自然 性 平凡 地 成 立 . 现 在 令 六 >0. 设 维 数 低 于 p 时 ， 
Dx 已 经 定义 并 且 满 足 (* ) 式 和 自然 性 .我 们 用 一 种 类 似 于 在 引 
理 30.6 的 证 明 中 使 用 过 的 方法 来 进行 ,这 种 方法 将 在 下 一 节 作 为 
“ 零 调 模 方 法 "而 被 详细 地 加 以 盖 述 . 

我 们 首先 在 X=A, 和 了 =zi 是 A, 到 其 自身 的 馆 等 映射 的 
特殊 情况 下 定义 DxT. 考 虑 p 维 奇 异 链 
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cy = sd"i,—i,— Da (91,). 
由 定义 , 它 是 A, 上 的 一 个 p 维 奇异 链 . (利用 在 低 于 户 维 时 (* ) 
式 成 立 的 假设 ) 经 通常 的 计算 可 知 它 是 一 个 财 链 . 由 于 在 奇异 同调 
中 A, 是 零 调 的 ,所 以 我 们 能 够 选取 Da zip 是 Sp+i (A,) 中 的 一 个 
其 边缘 等 于 c, 的 元 素 .于 是 对 于 X=A, 和 了 丁 = i,,( ¥ ) 式 成 立 . 
给 定 一 个 一 般 的 户 维 奇异 单 形 工 :A, 一 X ,我 们 定义 
Dyl = T# (Da (is)). 
由 下 列 通 常 的 直接 计算 可 知 ( * ) 式 对 于 Dx 成 立 ; 
aDxT= T# (3Da (i,)) = Ta (sd"i, — i, — Da (i,)) 
一 Sd Ta 人 四 Ta (3) DyTy (92,) 
= sd" 下 一 下 一 也 .3 了 T， 
其 中 倒数 第 二 个 等 式 利用 了 Dx 对 于 pp 一 1 维 链 9i, 的 自然 性 . Dx 
在 p 维 的 自然 性 可 直接 从 定义 得 出 . 町 

请 注意 到 sd” 和 Dx 的 自然 性 说 明 , 若 A 是 X 的 子 空间 , 那 
么 sd” 和 DD; 分 别 将 S,(A) 映 入 S,(A) 和 5S,,;;(A) 中 .因而 它们 
在 相对 链 复 形 FY(X,A) 上 分 别 诱导 一 个 链 上 映射 和 一 个 链 同 伦 ， 

定义 令 X 是 一 个 空间 ; 令 % 是 X 的 一 个 覆盖 . 令 SA”(X) 
表示 由 x 小 的 奇异 单 形 生成 的 S.(X) 的 子 群 . 令 9*”( 义 ) 表 示 链 
群 为 S*( 义 ) 的 链 复 形 . 它 是 (XX) 的 子 复 形 ,因为 若 T 的 象 集 在 
x 的 元 素 A 中 , 则 537 的 每 一 项 的 象 集 也 在 A 中 . 

请 注意 到 每 个 0 维 奇 异 链 自动 是 x 小 的 ,因此 So* (XX)= 
Si(X) ,而且 es 定义 *( 处 ) 的 增 广 . 从 上 面 的 投 述 可 知 ,sd” 和 DD 
都 将 多 (X) 映 人 其 自身 内 ,因为 若 T 的 象 集 在 A 中 ,那么 sd”T 
和 DyxT 的 每 一 项 的 象 集 也 在 A 中 . 

定理 31.5 令 义 是 一 个 室 间 ; 令 wf 是 美的 一 个 子 集 族 ,其 子 
集 的 内 部 履 盖 ,那么 包含 映射 只 (X) 一 2(X) 在 常 义 同 调和 约 
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化 同调 中 均 诱导 一 个 同 构 . 

证 明 要 进行 证 明 的 明显 方法 是 试图 定义 一 个 链 映 射 1 
(X)>9*(X) ,使 它 成 为 包含 映射 的 链 同 伦 逆 .但 是 这 并 不 像 看 
起 来 那么 容易 .因为 尽管 对 于 任何 特定 的 奇异 链 都 有 一 个 mx 使 得 
映射 sd” 有 效 ,但 是 奇异 链 变化 时 ,我 们 可 能 不 得 不 把 xx 取得 越 
来 越 大 .我 们 通过 使 用 另外 一 种 技巧 (或 方法 ,假如 你 愿意 的 话 ) 来 
避 贷 这 个 困难 . 

考虑 链 复 形 的 短 正 合 序列 

0—> S;(X)— S,(X)}— S,(X)/S:(X)— 0. 
它 在 同调 中 (无 论 是 常 义 的 还 是 约 化 的 ) 引 导出 一 个 长 正 合 序列 . 
为 证 明定 理 , 只 要 证 明 链 复 形 | S,(X)/S*(XX) ,31 的 同调 在 一 切 维 
数 下 为 零 就 行 了 .而 这 一 点 是 我 们 能 够 做 到 的 .我 们 只 需 证 明 下 述 
论断 : 

设 cs 是 S,(X) 的 一 个 元 ,其 边缘 属于 S>_1(X). 那 么 就 有 
Si(X) 的 一 个 元 di 使 得 cv +aad 属于 S2(X)， 

注意 到 c, 是 户 维 奇异 单 形 的 一 个 有 限 形式 的 线性 组 合 . 鉴于 
定理 31.3 ,我们 能 够 选取 m 使 得 在 sd”c, 的 表达 式 中 出 现 的 每 一 
个 单 形 都 是 x 小 的 .一 旦 mx 被 选 定 , 令 Dx 是 引 理 31.4 中 的 链 同 
伦 .我 们 证 明 c, + 9Dxc, 属于 S$*(X). 那 么 我 们 就 完成 了 证 明 . 

我 们 知道 

9Dxc, + Dxdc, 三 sd co 一 co， 
或 者 

cy + GDxc, = sd"'c, — Dx9c,. 
由 m 的 选择 可 知 , 链 sd"c, 在 S35(X) 中 .又 因为 3c, 属于 S*_， 
(X) ,所 以 ,正如 我 们 早已 指出 的 那样 , 链 Dx3c, 属于 S3(X).， 口 

确实 存在 这 样 一 个 链 上 映射 
A:S (KR)— F(X) 
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它 是 包含 映射 的 链 回 伦 逆 .在 文献 LVj] 的 第 207 页 给 出 了 4 的 一 
个 具体 公式 ,其 中 就 包含 着 链 瞎 射 sd”. 不 久 我 们 将 从 一 个 更 一 般 
的 结果 导出 ) 的 存在 性 . (参看 8§ 46 的 习题 . ) 
系 31.6 令 各 和 时 如 上 面 的 定理 中 所 述 . 如 果 BCX, 则 令 
S (也 ) 是 由 那些 其 象 集 在 [的 元 素 中 的 单 形 T: A, 一 B 生成 的 . 
令 SY(X,B) 表 示 S*( 及 )/S3(B). 那么 包含 映射 S*(X,B) 一 
S,( 久 ,日 ) 请 叶 同 调 的 同 构 . 
证 明 包含 映射 2*(B) 一 7(B) 和 (六 )->9(X) 导 致 从 
0—> 9(B)-> F(X)—> I(X,B)—0 
导出 的 长 正 合 序 列 和 从 
0— FB)-—> F(X) -> SA(X,B)-—>0 
导出 的 长 正 合 序列 之 则 的 一 个 同 态 .因为 包含 映射 诱导 各 自序 列 
的 绝对 同调 群 的 同 构 ,所 以 五 项 引 理 蕴涵 着 它 也 诱导 相对 间 调 群 
的 同 构 . 口 
定理 31.7( 奇 异同 调 论 的 切除 定理 ) 令 ACX. 若 品 是 站 
的 一 个 子 集 使 得 UCIntA ,那么 包含 映射 
ji:(X-U,A—U)-— (X,A) 
在 奇异 同调 中 诱导 一 个 同 构 ， 
证 明令 双 表 示 集 族 {X- DA. 于 是 X- U 包含 开 集 XX 
所 .由 于 DCrintA ,因而 集合 久 一 U 和 AA 的 内 部 复 盖 义 .考虑 由 
包含 上 映射 请 导 的 同 态 
SCX UU) .BX BK) 
S,(A—U) SA) S.A) 
由 上 面 的 系 ,这 些 同 态 中 的 第 二 个 诱导 同调 的 同 构 .我 们 在 能 证 明 
第 一 个 同 态 在 链 水 平 上 已 经 是 同 构 ,那么 证 明 就 完成 了 . 
我 们 首先 指出 ,由 包含 诱导 的 映 玫 
$:S,(X— U)— SY(X)/SS(A) 
是 满 射 .因为 若 c, 是 S*(X) 的 一 个 链 ,那么 c, 的 每 一 项 的 像 集 或 
”2224 ， 


在 X- 这 中 ,或 在 4 中 . 当 构 成 陪 集 cv, + S2(A) 时 ,我 们 可 以 舍 
弃 位 于 A 中 的 那些 项 .因而 $ 是 满 射 .$ 的 核 是 
SA(X~- UN SA)= S,((X- UNA)= Ss,(A- U). 
这 正 是 我 们 所 期 望 的 . 口 

请 注意 到 , 这 个 定理 比 严格 意义 上 的 切除 公理 略 强 一 些 ( 参 看 
$ 26); 在 奇异 理论 中 我 们 并 不 需要 假定 U 是 X 的 开 子 集 ， 

作为 应 用 ,我 们 来 计算 球 和 球面 的 奇异 同调 . 

定理 31.8 令 n 实 0. 群 日 (B",S”') 对 于 i=n 是 无 限 拍 环 
的 ,而 在 其 它 情 形 为 零 . 群 日 (S”) 对 于 i=n 是 无 限 循 环 的 ,而 在 
其 它 情形 的 零 . 由 反射 映射 
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诱导 的 末 (S*) 到 其 自身 的 同 态 等 于 乘 以 -1 的 乘法 . 

证 明 ”我 们 验证 定理 对 于 n=0 成 立 . 及,(B", 放 ) 对 p=0 是 
无 限 循 环 的 并 且 在 其 它 情形 为 零 这 是 平凡 的 ,因为 B 是 单独 一 
| 

类 似 地 容易 看 出 ,对 于 p 关 0, H,(S")=0, 因 为 S 由 a、5 两 
点 组 成 .在 0 维 情况 下 ,S 的 奇异 链 群 由 常 值 单 形 TT 和 Ts 生成 . 
边缘 算 子 3: Sj (fa,51) 一 So(1a,5i) 是 平凡 的 ,因为 |a,51 上 的 
任何 1 维 奇异 单 形 是 常 值 映射 .由 此 可 知 ,H,(S?) 是 无 限 循环 的 ， 
并 且 是 由 个 一 T, 生 成 的 .结果 ,交换 a ,5 的 反射 诱导 Ho(S') 的 
一 个 等 于 乘 以 -1 的 同 态 . 

假设 在 n -1 维 时 定理 已 成 立 , 这 里 ”之 1. 因为 B" 是 可 缩 
的 ,所 以 从 (B" , S” !) 的 长 正 合同 调 序列 可 得 

人 

因而 H;(B" ,SS ) 对 ;i= 7 是 无 限 循环 的 ,而 且 在 其 它 情 形 为 零 ， 

为 了 计算 瓦 (S" ) ,考虑 下 列 同 态 
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Hi(Er',S™ ) Hi (S™!) 
| 
Hi(S"~—q,E"—9q) 
| 
Hi(S") HIS",E") 
其 中 i, j, 上 是 包含 映射 ,g = 
/A (0,…,0, 一 1D) 是 S 的 南极. 回 
想到 Fr 和 FE* 分 别 是 S" 的 上 、 下 
. 半球 面 , S"”™ := 作 F* 是 S 的 
S” “赤道 ”. 参看 图 31.2. 由 于 包 和 
E" 都 是 n 维 球 ,所 以 实际 上 ,R” 
图 31.2 到 R”" x0 上 的 射影 将 Ey 和 五" 同 


胚 地 映射 到 B" 上 . ( 它 也 把 E* 一 4 
映射 到 B" 一 0 上 . ) 尤 其 是 ,因为 E" 是 可 缩 的 ,所 以 (S” ,EE” ) 的 长 
正 合同 调 序 列 说 明 i , 是 一 个 同 构 . 由 于 gq€ IntE” ,因而 切除 性 质 
说 明 ;, 是 一 个 同 构 .映射 上 , 是 一 个 同 构 是 因为 S"' 是 所 一 g 
的 变形 收缩 核 ,E” 是 S” - 9 的 变形 收缩 核 . (由 于 偶 (E* - 9， 
Ss” ) 同 胚 于 偶 (B" -0,S”), 因 而 存在 一 个 E* -gq 到 S"' 上 的 
变形 收缩 下 .通过 对 每 个 1 , 令 已 等 于 到 上 的 恒 等 映射 ,就 能 把 
它 扩张 成 S" -9 到 FF, 上 的 变形 收缩 . )3, 是 同 构 这 一 事实 可 从 
E" 的 可 收缩 性 得 出 . 

从 归纳 假设 可 知 ,H,(S") 对 于 i =n 是 无 限 循环 的 ,而 在 其 
它 情形 为 零 . 

于 是 反射 映射 p 诱导 上 面 的 图 表 到 其 自身 的 一 个 同 态 ,因为 
它 把 g,E” ,EE" ,S” 中 的 每 一 个 都 映 入 其 自身 .从 归纳 假设 ,由 pi 
诱导 的 同 态 在 互 ., ( S"!) 上 等 于 乘 以 -1 的 乘法 . 因此 它 在 
H,(S") 上 等 于 同一 运算 . 口 
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系 31.9 如 果 :S">S" 是 对 径 上 映射 a(z)= 一 工 , 那 么 a， 
等 于 乘 以 (一 1 的 乘法 ， 中 


习 十 


1. 通过 叙述 sd 和 D; 是 某 些 孙子 的 自然 变换 来 表达 引 理 
31.1 和 引 理 31.4 中 关于 自然 性 的 条 款 . 


“$32 零 调 模 ' 


前 两 节 我 们 构造 了 某 些 自然 链 同 伦 Dx . 其 方法 是 首先 对 一 
个 特殊 空间 A, 上 的 特殊 奇异 单 形 i, 来 定义 Dx .为 此 ,我 们 需要 
另 一 个 空间 的 零 调 性 ,或 者 是 和 A, x 工 的 零 调 性 (在 8$830 中 ) ,或 者 
是 A, 自身 的 零 调 性 (在 $31 中 ). 这 个 构造 部 分 包含 着 一 种 任意 
选择 ,此 后 一 切 那 受到 目 然 性 的 制约 .这 与 以 前 所 涉及 的 零 调 承 载 
子 的 构造 方法 有 着 很 强 的 相似 性 ,不 过 其 中 还 是 有 一 些 差别 . 

为 了 以 后 的 应 用 ,现在 我 们 来 详细 阐述 这 种 方法 .在 这 里 我 们 
人 氢 述 一 个 对 于 我 们 的 目的 来 说 是 足够 强 的 定理 ,我 们 将 称 之 为 零 
调 模 定 理 . 它 的 表述 十 分 抽象 以 至 于 使 某 些 读者 感到 困惑 .如 果 你 
在 着 手 解决 这 个 定理 及 其 证 明之 前 ,重读 一 下 引 理 30.6 和 31.4 
的 证 明 , 那 也 许 会 有 助 于 你 即使 置身 于 抽象 的 云雾 之 中 ,也 能 保持 
脚踏实地 . 

贯穿 本 节 ,始终 令 C 表 示 一 个 具有 对 象 X, 了, … 和 态 射 矿 ， 
g，… 的 任意 范畴 ; 令 和 表示 增 广 链 复 形 和 相应 的 链 映 射 的 范畴 . 
我 们 将 论述 从 C 到 A 的 孙子 . 

对 于 我 们 所 考虑 的 大 多 数 应 用 来 说 ,C 或 者 是 拓扑 的 范畴 ( 它 
的 对 和 象 是 拓扑 空间 , 它 的 态 射 是 连续 上 映射) ,或 者 是 空间 偶 和 连续 


+ 在 本 节 中 ,我 们 假定 读者 已 通过 $28 热 悉 了 范畴 和 阔 子 .本 节 的 结果 当 我 们 在 
$ 59 证 明 Eilenberg-Zilber 定理 时 将 要 用 到 


"de * 


映射 偶 的 范畴 .所 以 假如 你 愿意 的 话 , 你 可 以 只 考虑 这 些 范 畴 就 行 
了 

定义 令 G 是 从 C 到 A 的 函 子 .给 定 C 的 一 个 对 象 义 , 令 G， 
(X) 表 示 增 广 链 复 形 G(X) 的 p 维 群 . 令 .是 C 的 对 象 的 一 个 集 
族 ( 称 为 模 , 或 模 对 象 ), 如 果 对 每 一 个 XE .A 来 说 G(X) 是 零 调 
的 , 则 我 们 说 G 关于 集 族 .4 是 零 调 的 .我 们 说 G 关于 集 族 A 是 
自由 的 ,假如 对 每 个 整数 p ,有 

(1) 一 个 指标 集 ，. 

(2) .的 对 象 的 一 个 标号 族 | M, 1 ,ey . 

(3) 一 个 标号 族 1i,)。ey ,其 中 对 于 每 个 a,i,€ G,(M,). 而 
且 对 于 函 G 来 说 有 下 列 条 件 成 立 ; 给 定义 , 当 了 遍历 hom(M.,， 
X),a 裔 认 ], 时 ,各 元 又 

GIN GN) 

互 .不 相同 而 且 形 成 G, (XX) 的 一 个 基 . 

例 1 考虑 从 拓扑 范畴 到 A 的 奇异 链 复 形 隙 子 . 令 .4 为 集 族 
IA, 1p 二 0,1,…| .这 个 函 子 关于 .A 是 零 调 的 .我 们 来 证 明 它 关于 
不 是 自由 的 :对 于 每 个 户 , 令 指标 集 J, 只 有 一 个 元 素 ; 令 相应 的 族 
仅 由 A, 组 成 ;再 令 S, (A, ) 的 相应 元 素 是 恒 等 奇 异 单 形 i, .那么 
立即 就 有 当代 遍历 所 有 连续 映射 A, 一 和 时 ,各 元 素 T# (i,)= 丁 
形成 S,(X) 的 一 个 基 . 

例 2 考虑 在 拓扑 偶 的 范畴 上 定义 的 下 列 函 子 G: 

CO 
令 A= |(A, ,A,)1p,g=0,1,…| .那么 由 于 A, XA, 是 可 缩 的 ,所 
以 G 关于 .是 零 调 的 .我 们 证 明 G 关于 .是 自由 的 :对 每 一 个 
指标 p, 令 J ,由 单个 元 素 组 成 , 令 相 应 的 族 仅 由 (A, ,A,) 组 成 ;再 
令 S,(A, XA,) 的 相应 元 素 是 对 角 映 射 4,(x)= (xz,Xx), 当 了 和 g 
分 别 遍 历 从 A, 到 X 和 从 A, 到 Y 的 所 有 映射 时 , (fx g)#(d,) 
遍历 所 有 有 映射 A, 一 XxY, 即 遍历 S,(XxY) 的 基 . 
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例 3 令 G 是 洱 子 
XA FRXT), f— (ffxi)s. 
令 .hp= |A,|1p=0,1,…|. 那 么 G 关 于 .4 是 零 调 的 .G 对 于 .也 
是 自由 的 ,但 证 明 不 是 显然 的 . 令 J, 是 所 有 连续 函数 a:A, 一 了 的 
集合 . 令 族 {M1 cc 是 由 对 每 个 a, 置 M. 一 A, 而 定义 的 .对 每 个 
o, 令 i, ES,(M, x 了 是 由 
i (XT) = (rz, a(x)) 
定义 的 奇异 单 形 
i Ds A xX. 

当 遍历 A, 到 X 的 所 有 映射 ,而 且 a 遍历 集合 J 时 ,元 素 ( 了 x 
i1)# (7) 遍历 S, (Xx 了 7 了 ) 的 基 . 

请 注意 到 ,如 果 G 关于 集 族 .是 自由 的 ,那么 它 对 于 任何 更 
大 的 集 族 自动 成 为 自由 的 ;如 果 它 关于 . 尺 是 零 调 的 ,那么 它 对 于 
任何 更 小 的 集 族 自动 为 零 调 的 . 因此, 如果 我 们 希望 G 对 于 .4 趾 
是 目 由 的 又 是 零 调 的 ,那么 我 们 就 必须 选取 .A 恰 好 具有 适当 的 规 
模 , 既 不 能 太 大 也 不 能 太 小 . 

定理 32.1( 零 调 模 定理 】 令 G 和 G 都 是 从 范畴 CC 到 增 广 链 
复 形 和 链 映射 的 范畴 和 A 的 孙子 . 令 .W 是 由 怠 的 对 旬 组 成 的 一 个 集 
族 ， 

如 果 人 对 于 .4 是 和 目 由 的 ,G 对 于 .A 是 零 调 的 ,那么 就 有 下 
列 结 论 成 立 ， 

(a) 存在 GG 到 G 的 自然 变换 全 

(b) 给 定 G 到 G 的 两 个 自然 变换 T 和 TT, 则 它们 之 间 奉 
在 一 个 自然 的 链 同 伦 中 . 

“自然 性 ”的 意义 如 下 :对 于 C 的 每 个 对 象 X， 

Tx:G,(X)— G(X), Dx:G,(X)— G(X). 
Tx 和 Dx 的 自然 性 意味 着 对 于 每 个 AE hom(X,Y) ,都 有 
G ( 门 。Ty = Ty° G(f), 
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G{(f)*: Dy = Dy。G( 门 . 

我 们 把 定理 32.1 的 证 明 留 给 读者 ! 

实际 上 ,并 不 像 看 起 来 那么 严重 .事实 上 ,我 们 不 可 能 仅仅 靠 
阅读 来 理解 如 此 抽象 的 证 明 . 理解 它 的 唯一 办 法 是 自己 写 出 细节 . 
如 果 你 把 零 调 承载 子 定 理 销 研 透 了 ,并 且 彻 底 弄 清 了 上 和 节 中 关于 
Dx 的 构造 方法 ,那么 你 就 能 够 写 出 (b) 的 证 明 . 在 此 基础 上 ,(a) 的 
证 明 就 应 当 不 是 太 困 难 . 

本 定理 的 一 个 直接 推论 便 是 下 面 的 定理 . 

定理 32.2 令 C 是 一 个 范 晓 ; 令 G 和 GG 是 从 CC 到 AA 的 芳 
子 . 如 果 G 和 G 关于 C 的 对 象 的 集 族 .如 是 自由 的 和 霍 调 的 ,那么 
就 存在 自然 变换 Ti:G(X)- 一 G ( 义 ) ,而 且 尾 何 这 样 的 变换 都 是 
链 等 价 . 

证 明 ”我 们 要 四 次 使 用 上 面 的 定理 .因为 G 是 自由 的 且 G 
是 零 调 的 ,所 以 T 存在 .因为 G 是 自由 的 和 G 是 零 调 的 ,所 以 存 
在 G 到 G 的 自然 变换 Sx. 于 是 Sx。Tx 和 恒 等 变换 是 G 到 G 的 
两 个 自然 变换 ;因为 G 是 自由 的 和 零 调 的 ,所 以 存在 Sx* Tx 到 恒 
等 映射 的 自然 链 同 伦 .类 似 地 ,因为 G 是 自由 的 和 零 调 的 ,所 以 又 


有 从 Ty。 Sx 到 恒 等 映射 的 自然 链 同 伦 . | 
习 其 
1. 证 明 零 调 模 定理 . 
2. 考 虚 下 列 陪 子 : 


GCG: F(X), f— fo, 
OG KX- F(XXI), f—» (fx i )#. 

(a) 证 明 由 Tx (TT)=i#(T) 和 Tx{T)=j# (TT) 定 义 的 上 帅 射 Tx、T'x: 
S,(X)->S,(Xx 站) 都 是 自然 变换 ,作为 零 调 模 定 理 的 一 个 推论 来 导出 引 理 
30.6. 

(b) 通过 证 明 st” 和 (i )x 是 函 子 G 到 其 自身 的 自然 变换 ,从 零 调 模 定 
理 导 出 引 理 31.4. 
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3. 令 KK 和 上 的 单纯 复 形 , 设 画 是 从 民 到 工 的 一 个 零 调 承 载 子 . 
考虑 范畴 C, 它 的 对 象 是 多 的 子 复 形 ,而 它 的 态 射 是 KK 的 子 复 形 的 包 售 
映射 j. 如果 Ko 是 KK 的 一 个 子 复 形 . 令 @( Ku) 是 上 的 子 复 形 G(c) 当 ec 过 
历 K。 的 所 有 单 形 时 的 并 . 
(a) 如 果 K。 和 Kl 是 K 的 子 复 形 , 而 且 ;: Ko->Ki 是 包含 映射 ,考虑 
下 面 给 出 的 从 C 到 A 的 两 个 冰 子 ， 
G:Ko— € (Ko), j -> j#, 
G :Ko > € (8K)), j—> Ly, 
其 中 1 :BCKo) 一 PB(K) 是 包含 映射 .证 明 G 和 G 确实 是 函 子 . 
(b) 从 零 调 模 定理 导出 零 调 承 载 子 定理 (几何 形式 ). [提示 ; 令 .由 开 
的 那些 其 可 前 空间 为 六 的 单 形 的 子 复 形 组 成 . 


$$ 33 ”Maver-Vietoris 序列 


如 果 X 是 两 个 子 空 间 X,， 和 X, 之 并 ,那么 在 适当 的 假设 条 
件 下 ,就 有 一 个 关于 X 的 同调 与 X 和 X; 的 间 调 相 联 系 的 正 合 
序列 .我 们 把 它 称 为 空间 偶 XI 和 外。 的 Mayer-Vietoris 序列 .在 
单纯 理论 中 ,我 们 曾 在 假定 X, 和 X, 是 一 个 复 形 的 两 个 子 复 形 的 
可 剖 空 间 的 条 件 下 构造 过 这 种 序列 .在 奇异 理论 中 ,我 们 需要 类 似 
的 条 件 . 

定义 邻 久 = 多 UX; 令 了 (Xl) 游 (XK,) 表 示 链 复 形 
9*( 义 ), 其 中 w= | X;,X,1. 它 的 第 p 个 链 群 是 和 S,(X))+ 
S,(X,), 它 不 是 直 和 和 ,除非 X, 和 XX, 是 不 相交 的 .如 果 包 含 映 射 

FX1) + FX) F(X) 

在 同调 中 诱导 一 个 同 构 , 则 我 们 说 {Xi ,X, | 是 一 个 切除 对 . 

对 于 奇异 同调 来 说 ,这 个 定义 与 $26 的 习题 中 给 出 的 定义 等 
价 . 证 明 留 给 读者 (参看 习题 2). 

依据 定理 31.5, 当 集合 IntX 和 IntX;: 复 盖 X 时 , {XX1, 义 | 
是 切除 对 的 情形 即 可 发 生 . 
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定理 33.1 令 XX=XiUX,, 设 |Xi,X;| 是 一 个 切除 对 . 令 
A=Xi 们 X2， 那 么 就 有 一 个 正 合 序列 


人 
H,(X) -> H,i(A)—… 
称 为 | 义 | , XX,| 的 Mayer-Vietoris 序列 .序列 中 的 同 态 是 由 
$a) = (i (a), — 7 (a)), 
1 
定义 的 ,其 中 所 涉及 到 的 各 映射 


i 


如 2 


均 为 包含 映射 . 若 A 是 非 空 的 ,那么 在 约 化 同调 中 也 存在 一 个 类 
似 的 序列 .关于 由 连续 映射 请 时 的 同 态 , 两 个 序列 都 是 自然 的 . 
证 明 ”我们 由 等 式 
Pa) Cee). 
escs) = kalc) +t lale). 
定义 链 复 形 的 短 正 合 序列 
(x )0>S,(A)— >S, (XDS, (X) >S, (X1) + S,(X2) >0. 
员 射 $ 是 单 射 ,而 少 是 满 射 而 且 它 的 核 由 所 有 形 如 (c，- c) 的 链 
组 成 ,其 中 cE€ S, (XX,), 一 cE S,(X;). 由 此 正 合 性 成 立 . 我 们 从 
之 字形 引 理 得 出 同调 中 的 长 正 合 序 列 . 因 为 定理 的 假设 保证 了 . 
(x ~%*) H,(F(X) + FX) EH, (X), 
所 以 证 明 完 成 . 当 A 关 名 时 , 约 化 同调 中 Mayer-Vietoris 序列 的 正 
合 性 ,可 由 类 似 的 论证 得 出 . 
现在 设 f:( 久 ,XX ,XX;) 一 (Y ,Yi ,YY ) 是 一 个 连续 映射 ,其 中 
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X=XiUXY= YUY,, 而 且 和 Xi,XX;| 和 | Yi, Y,| 都 是 切除 
对 .由 于 fa 与 包含 映射 交换 ,所 以 它 与 链 上 映射 和 y 交换 ,因而 
f# 给 出 链 复 形 的 短 正 合 序列 的 同 态 ,内 而 f, 就 是 相应 的 同调 序 
列 的 同 态 . 最 后 ,我 们 指出 , 同 构 (* * ) 与 f, 交换 ,因为 它 是 由 包 
含 映 射 诱导 的 .IMayer-Vietoris 序列 的 自然 性 由 此 即 可 得 出 口 
Mayer-Vietoris 序列 有 许多 应 用 .在 这 里 我 们 给 出 一 个 作为 例 
证 .然而 ,在 本 书 中 以 后 我 们 再 也 没有 机 会 用 到 这 一 结果 . 
回想 到 ,如 果 K 是 一 个 复 形 , 且 wo x K 和 ww * 民 是 K 上 的 
锥 ,使 得 它们 的 可 神 空 间 仅 在 |K | 中 相交 ,那么 它们 的 并 就 是 一 个 
复 形 , 记 为 S(K), 并 且 称 之 为 K 的 双 角 锥 . (参看 3 25. ) 容 易 证 


明 由 
(1 — +)x + tito, i 二， 
r(x,t) = | 
(1+ztz 一 to 了 寺 生 0， 
定义 的 上 映射 
Tt:|K|x[-1,1l—>|S(K)| 

是 一 个 商 映 射 , 它 将 |K| x1 抽 缩 到 一 点 wo ,将 [Kx(=-1) 拥 纳 
到 点 mi ,并且 在 其 它 情形 是 1-1 的 .其 证 明 类 似 于 锥 的 相应 结果 
(参看 系 20.6). 这 个 事实 促使 人 们 定义 任意 一 个 拓扑 空间 的 双 角 
锥 . 

定义 令 X 是 一 个 空间 .我 们 宪 义 X 的 双 角 锥 是 和 xl 一 1 
1 的 商 空间 , 记 为 S(X), 它 是 通过 把 子 集 关 X11 和 及 X( 一 1) 和 名 
等 同 于 一 个 点 而 得 到 的 . 

恰 如 单 纯 理 论 的 情形 那样 ,我 们 能 够 利用 Mayer-Vietoris 序 
列 来 计算 双 角 锥 的 同调 ,对 此 我 们 有 如 下 和 定理. 

定理 33.2 令 和 是 一 个 空间 . 则 对 所 有 p 都 有 同 构 

H,(S(X)) = H lt) 

证 明 令 x;: 久 Xx[ 一 1,1] 一 S(X) 是 商 映 射 . 令 w=x( 六 x 

1) ,w= 二 x(XX( 一 1)). 这 两 个 点 称 为 “ 双 角 锥 的 顶 护 ”. 令 X = 
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S( 久 ) 一 也 ,X= S( 义 ) -vw. 因 为 在 S(X) 中 ,Xl 入, 都 是 开 
的 ,所 以 偶 1X ,X 是 一 个 切除 对 .我 们 若 能 证 明 X， 和 X, 是 零 
调 的 ,那么 Mayer-Vietoris 序列 就 蕴涵 着 存在 一 个 同 构 
: FH,(S(X)) > Hl Xi NN X,). 
我 们 同样 也 能 证 明 存 在 Xi 门 X, 与 X 的 一 个 同 伦 等 价 ; 因 而 存在 
一 个 同 构 
H, (Xi MN KX) ~ Hi(X). 
那么 定理 即 可 得 证 . 
由 于 Xx(-1,1] 在 Xxf[=-1,1] 中 是 开 的 ,而 且 关 于 x 是 饱 
和 的 ,因此 ,限制 映射 
fr :XxX(-1,1)— XX 
是 商 映射 .由 于 XxX1 是 x( 一 1,1] 的 变形 收缩 核 ,所 以 由 
F(x,s,t)= (x,(l1— 1)s + +) 
定义 的 映射 
F:Xx(-1,1]xI—Xx(-1,1] 
就 是 所 要 求 的 变形 收缩 .因为 在 下 列 图 表 中 


Xx(~1,11xi XX(—1,1] 
元 六 也 i 
XxXI x 


to 下 在 XxtxTI 上 是 常 映 射 ,因而 它 诱导 一 个 连续 映射 G ,而 该 
诱导 映射 是 Xi, 到 点 "的 变形 收缩 . (在 这 里 我 们 利用 了 x x 
是 从 定理 20.1 得 出 的 商 映 射 这 个 事实 . ) 因 而 Xi 是 零 调 的 . 
类 似 地 可 以 证 明 X, 是 零 调 的 .最 后 我 们 指出 限制 映射 
x :XxX(-1,1)— X, {| XxX, 
是 1-1 的 商 映射 ,因此 它 是 一 个 同 凸 .因为 Xx0 是 Xx( 一 1,1) 
"34 。 


的 变形 收编 核 ,所 以 存在 羡 写 X,{1X, 的 一 个 同 伦 等 价 ， 国 
习 题 


1. 考虑 图 33.1 中 所 天 出 的 拓扑 学 家 的 封闭 正弦 曲线 X. 它 是 (在 $29 
的 习题 中 所 秆 义 的 ) 招 扑 学 家 的 正弦 曲线 Y 和 一 条 
仅 与 Y 相交 于 (0, - 1) 和 (1,sin1) 两 点 的 弧 之 并 ,用 
适当 的 Mayer-Vietoris 序列 计算 X 的 奇异 同调 . 

2. 证 明 ;1Xi, 义 ;| 在 奇异 理论 中 是 一 个 切 队 对 
当 且 仅 当 包含 映射 (外, Xi 门 X; ) 一 (XX 站 ; ) 在 奇异 同 
调 中 诱导 一 个 同 构 , [提示 :构造 一 个 正 合 序列 图 33.1 

0 一 PR) > SOE) + P(EK,) 
— F(X)SKR (| RX) —> 0. 

把 它 的 导出 同调 序列 与 Y(X,X。 ) 的 同调 序列 进行 比较 .] 

3, 证 明 对 于 n 实 1,S" 守 S(S"“). 利 用 这 个 事实 计算 5S” 的 奇异 同调 . 

4. 叙述 并 证 明 奇 异同 调 中 的 Mayer-Vietoris 序列 的 相对 形式 ,其 中 中 间 
的 群 是 日 , (Xi ,B; ) 申 局 (Xi , B,;), 假 定 1X ,Xi 和 |B1 ,8B,| 都 是 切除 对 . 
[提示 :把 序列 

0— (BN Bi )— I(B)IDIB)— I(B)+ I(B)—0 

包括 到 定理 33.1 的 证 明 中 的 序列 ( * ) 之 中 ,并 利用 蛇 形 引 理 .] 

5, 令 关 =XiUX2 AAA=SIfX2. 设 XI 和 Xe 在 和 中 是 财 的 ,而 且 A 
是 X 的 一 个 开 集 U 的 变形 收缩 核 .证 明 X, 是 UU X 的 变形 收缩 核 . 推断 
| 发 ， , XXX 是 一 个 切除 对 ， 


3 34 单纯 同调 与 奇异 同调 之 间 的 同 构 


本 节 我 们 来 证 明 如 果 KK 是 单纯 复 形 ,那么 到 的 单纯 同 再 群 
与 1K | 的 奇异 同调 群 同 构 .实际 上 ,我 们 能 够 证 明 这 个 同 构 与 诱导 
同 态 交换 并 且 与 边缘 同 态 9, 交换 ,因此 它 是 两 种 同调 理论 之 间 的 
同 构 . 
证 明 要 涉及 到 我 们 在 $13 引进 的 一 个 概念 , 即 单纯 复 形 KK 
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的 有 序 链 复 形 1C',(K),3 的 概念 .在 那里 我 们 证 明了 这 个 链 复 
形 的 同调 群 一 一 称 为 K 的 有 序 同 调 
向 ) 同 调 群 .本 节 我 们 再 来 证 明 K 的 有 序 同调 群 与 1 芭 | 的 奇异 同 
调 群 同 构 ,从 而 就 证 明了 对 于 多 面体 来 说 单纯 同调 群 和 奇异 同调 
群 是 一 至 的 . 

回想 起 K 的 一 个 户 维 有 序 单 形 是 到 的 顶点 的 p+ 1 元 组 
(zoom vs) (不 必 互 不 相同 ), 它 张 成 天 的 一 个 单 形 ,而 且 群 
C',(K) 是 由 p 维 有 序 单 形 生成 的 自由 Abel 群 .再 回想 到 

9 (vo v,) = >》 (- 1): (veo, wis, OV, ) 

并 且 对 于 每 个 顶点 vs (wv)=1. 现 在 我 们 来 构造 一 个 把 C (五 ) 
， 映 射 到 5S,(|K|) 的 链 上 映射 ,而 且 证 明 它 在 同调 中 诱导 一 个 同 构 . 

定义 ”我 们 定义 6:C',(K) 一 S,(|K|) 为 

(vo vs)) = Lvo,, vs). 

那么 6 对 K 的 有 抒 单 形 (wo,… ,wv,) 指 派 一 个 把 A, 映 人 |K | 中 并 
且 对 于 i=0,…,p, 把 s; 映射 到 ww 的 线性 奇异 单 形 . 

从 这 个 定义 立即 知道 ,2 是 一 个 链 上 映射 而 且 保 持 增 广 的 ,如果 
Ku 是 K 的 一 个 子 复 形 ,那么 8 与 包含 映射 交换 , 因而 它 把 C”， 
(Ko) 映 人 SS (| 天 ol) 中 ,并 因此 诱导 一 个 链 映 射 

O:C,(K,Ko)>S, (IK|.,|K,6|). 

为 证 明 9, 是 同 构 ,下 列 引 理 将 是 有 用 的 . 

5| 理 34.1 令 :E> 是 增 广 链 复 形 的 链 映 射 .那么 它 在 约 
化 同调 中 是 同 构 当 且 仅 当 它 在 常 义 同调 中 是 同 构 . 

证 明 ”我们 回忆 FH,(%) 宇 H,(%)BZ 的 证 明 . (参看 $7 的 习 
题 . ) 我 们 从 下 面 的 正 合 序列 开始 


0 Re 0 


3 


0 一 ~ kere’ 


D3 736 各 


选取 j :QZ 一 Co 使 得 ;}*。e 是 惜 等 映射 .通过 置 j= yy*j 来 定义 
三:G- 一 C 0 那么 1 和 7 分 裂 这 两 个 序列 ,因而 

Co = kere Himj;, Co = kere Qimy . 
注意 到 yy 定义 imj 和 imj 的 一 个 同 构 .于 是 


H,(€) > 3 中 inj ,Ho(€ ’) 过 Dim 


由 此 可 知 , 多, : Ho() 一 Ho(') 是 一 个 同 构 当 且 仪 当 yy 诱导 
kere/3C, 与 kere 1/30C’ | 的 一 个 同 构 . 寿 

引 理 34.2 令 天 "是 民 的 一 个 子 复 形 .对 于 所 有 户 , 链 映射 昌 
诱导 下 列 同 构 

(1) 0, :H,(%’ (K))>H,(|K|), 

(2) 86, :万 (G (K))—>H,(|K|), 

(3) 6,. :H,(C (K,Ko)>H,(IK|,|Ko|). 

证 明 我们 假定 Ko 关 尺 ,因为 若 不 然 ,(3) 就 是 平 几 的 . 

第 一 步 ”首先 我 们 在 K 是 有 限 复 形 时 ,对 KK 中 单 形 的 个 数 
用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 引 理 . 若 n=1, 那 么 由 单个 顶点 v 组 
成 .在 等 一 个 维 数 户 , 恰 有 玉 的 一 个 p 维 有 订单 形 (w,…,v), 且 
恰 有 | 天 | 的 一 个 p 维 奇异 单 形 本 ; A, 一 wv. 而 且 9(v,*…,v)= 
vv,…,v)= 丁 .那么 0:8 (K) 一 (IK|) 在 链 水 平 上 已 经 是 一 
个 同 构 . 因 此 (1),(2),(3) 均 成 立 . 

现在 假设 对 于 单 形 个 数 少 于 = 的 任何 复 形 引 理 成 立 . 令 天 
具有 个 单 形 .我 们 指出 ,只要 对 K 证 明 (1) 就 够 了 .因为 到 那 时 
(2) 就 可 以 从 引 理 34.1 得 出 .而 且 因 为 由 归纳 假设 , 9, :日 , (外 
(Ko)) 一 HH,(| Ko|) 是 一 个 同 构 ,所 以 (3) 就 能 从 长 正 合 同调 序列 
和 五 项 引 理 得 出 . 

为 了 证 明 (1), 令 o 是 K 的 一 个 具有 最 大 维 数 的 单 形 .那么 c 
不 是 其 它 任何 单 形 的 面 , 因 而 兵 的 异 于 ce 的 所 有 单 形 构成 的 集 族 
是 KK 的 具有 nn 一 1 个 单 形 的 子 复 形 K . 令 表示 由 o 及 其 面 组 成 
的 复 形 ; 令 Bd3 为 o 的 真 面 组 成 的 集 族 . 考虑 下 列 交 换 图 表 , 其 中 
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三 全 a 
有 (BO 一 ~- HIK)) 


| i | 
6, 
HSK,Z) —> HlKl,o) 
f fz 
HZK,Bd 5)) < HA(IK,|,Bdo). 
(如 果 dimo =0, 那 么 Bdz 和 Bdo 是 空 集 . ) 由 归纳 假设 可 知 , 在 图 
表 底 线 上 的 映射 6. 是 一 个 同 构 . 我 们 将 证 明 竖 向 的 各 个 映射 都 是 
同 构 ; 那 么 由 此 可 知 顶 线 上 的 8, 也 是 同 构 , 从 而 就 完成 了 证 明 . 
我 们 首先 考虑 同 态 i, .因为 o 在 奇异 同调 中 是 零 调 的 ,所 以 
(|K|,a) 的 长 正 合 同调 序列 说 明 右 边 的 i, 是 同 构 .同样 的 论证 也 
适用 于 有 序 单纯 同调 中 的 映射 i, ,因为 由 引 理 13.5, Z 在 有 序 同 
调 中 是 零 调 的 . 
因为 jy 在 链 水 平 寺 已 经 是 一 个 同 构 , 所 以 上 映射 了. 在 有 序 单 
纯 同 调 中 是 一 个 间 构 .包含 映射 
CKI)> (RK) > (KE (EE) 
是 满 射 而 且 恰 好 把 由 K,) 门 5 = Bd3 所 承载 的 那些 链 上 映射 到 零 . 
(实际 上 ,7 愉 好 是 一 个 切除 映射 . ) 
令 人 感 兴趣 的 是 断言 ; 也 是 奇异 同调 的 切除 映射 ,从 而 了. 就 
是 一 个 同 构 .但 这 是 不 成 立 的 .i 的 定义 域 是 通过 从 | 氏 | 和 7" 切 
除 " 和 集合 DT = Into 而 构成 的 , 因为 =o, 所 以 由 定理 31.7 不 适 
用 .我 们 所 切除 掉 的 集合 太 大 了 .然而 ,我 们 可 以 使 切除 的 部 分 更 
小 一 些 , 即 只 切除 o 的 重心 c .这 正 是 我 们 马上 要 做 的 . 
考虑 图 表 


过 


HA|K|,o) 
A A 
fs Ho(|K|-—o,o—0) 


Hp(|K1l,Bdo) 


其 中 和 7 是 包含 映射 .由 于 o 是 闭 的 而 且 包 含 在 Into 内 ,所 以 映 
射 ! 是 一 个 容许 的 切除 映射 . (注意 到 Inta 在 1K| 中 是 开 的 ,因为 
IKi | 是 闭 的 .因此 在 点 集 拓 扑 学 的 意义 上 ,在 |K| 中 o 的 内 部 等 
于 “ 开 单 形 ”Inte. ) 因 此 ,i, 是 一 个 同 构 .那么 为 什么 ,是 一 个 同 
构 呢 ? 如 果 dimnc =0, 那 么 -和 了 Bdc 是 空 的 ,而 且 |K|1-o= 
[Ki| ,在 这 种 情况 下 ,映射 & 是 恒 等 映射 .如 果 dma >0, 那 么 我 
们 可 以 利用 Bde 是 6o 一 6 的 变形 收缩 核 这 个 事实 . 通过 在 | 天 ;| 上 
置 等 于 恒 等 映射 ,这 个 变形 收缩 能 够 扩张 成 |K| -co 到 |Ki | 上 
的 变形 收缩 F, .参看 图 34.1. 从 定理 30.8 我 们 可 推出 &, 是 一 个 
同 构 .那么 正如 所 期 望 的 那样 ,;, 在 奇异 同调 中 是 一 个 同 构 . 


第 二 步 ” 当 KK 是 有 限 复 形 时 ,定理 已 经 证 明了 .现在 我 们 要 
在 一 般 情 说 下 来 证 明 它 . 像 以 前 一 样 ,只 要 证 明 (1) 对 所 有 KK 成 立 
四 3 记 


就 行 了 .因为 到 那 时 (2) 就 能 从 上 面 的 引 理 得 出 ;而 (3) 可 从 (2) 和 
五 项 引 理 而 得 出 . 

首先 ,我 们 证 明 9, 是 满 射 .给 定 |1z1€E,(|K|), 则 有 [|K | 的 
一 个 壹 于 集 A 使 得 链 z 由 A 承载 . 令 工 是 K 的 一 个 有 限 子 复 形 
使 得 A 包含 在 | | 中 .考虑 交换 图 表 


二 OO 过 
HAZD) -一 > BllZl) 


| | 


+ 
H(AKY) 一 >~ HAIK)) 


其 中 竖 癌 映射 是 由 包含 映射 诱导 的 .于 是 iz} 位 于 j, 的 象 中 .由 
第 一 步 , 顶 线 上 的 映射 9, 是 一 个 同 态 . 因此 1z| 在 底线 上 的 映射 
9, 的 象 中 . 

我 们 再 证 明 9, 具有 平凡 的 核 . 设 [zi1 EH,(%’(K)) 且 9， 
(1z1)=0, 那 么 对 |[K| 的 某 个 p+1 维 奇 异 链 d,9(z)=9d. 链 4d 
由 |K| 的 一 个 紧 子 集 承 载 , 选 取 K 的 一 个 有 限 子 复 形 工 使 得 z 由 
L 承载 且 4 由 |L | 承载 .考虑 与 前 面 同样 的 交换 图 表 . 令 a 表示 xz 
在 日,(% (L)) 中 的 同调 模 . 因为 9(z)=34, 其 中 4 由 L 承载 ,所 
以 68,:H,( (LL)) 一 H,(|L|) 把 a 映射 到 零 .因为 这 个 映射 是 同 
构 , 所 以 a=0. 从 而 又 有 [zi 二 i (a)=0. 口 

上 面 第 二 步 中 所 给 出 的 论证 属于 以 “方向 极 论证 ”而 著称 的 一 
般 类 型 . 它 是 把 对 有 限 复 形 的 同调 成 立 的 结果 推广 到 一 般 复 形 标 
准 方法 . 

现在 我 们 把 $ 13 关于 有 序 同 调 的 纺 采 与 刚才 证 明 的 引 理 绪 
合 起 来 . 

定义 令 扩 是 一 个 复 形 .我 们 定义 

8 人 (有 ) 2 和 上) 
如 下 :选取 的 顶点 的 一 个 偏 序 使 之 能 在 KK 的 每 个 单 形 的 顶点 
上 诱导 一 个 线性 序 .利用 这 个 序 把 KK 的 单 形 定向 ,而 且 定 义 
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nL yo, = oo 
其 中 按 给 定 的 序 , vo 过 … 过 wv, .那么 立 妈 可知, y 是 一 个 链 有 映射 ， 
它 保持 增 广 而 且 与 包含 映射 交换 .因而 它 在 相对 水 平 上 也 诱导 一 
个 链 上 映射. 
事实 上 , ”恰好 是 复合 映射. 


€(K) ER) I KN). 

其 中 9 是 上 面 引 理 中 的 链 映 射 ,$ 是 定理 13.6 中 的 链 等 价 . 由 于 
$ 和 9 都 诱导 同调 的 同 构 , 故 ， 亦 然 .这 个 结果 对 于 相对 同调 和 约 
化 同调 也 成 立 .虽然 n 依赖 于 所 选取 的 KK 的 顶点 序 ,但 是 同 态 7， 
却 不 依赖 于 此 . 因为 x = 9,。$, ,其 中 9 显然 不 依赖 于 顶点 次 
序 ,而 且 由 定理 13.6,$, 也 不 依赖 于 顶点 次 序 . 

最 后 我 们 指出 ,因为 链 映射 ” 与 包含 映射 交换 ,所 以 ,之 字形 
引 理 的 自然 性 就 蕴涵 着 7, 与 9, 交换 . 


我 们 将 这 些 事实 概括 如 下 . 
定理 34.3 映射 n, 是 间 纯 同调 与 奇异 同调 之 间 的 一 种 完全 
确定 的 同 构 ,而 且 它 与 边缘 同 态 9, 交换 . 口 


此 外 ,我 们 有 下 列 关 于 自然 性 的 结果 
定理 34.4 同 构 7?, 与 单纯 映射 诱导 的 同 态 交 换 ， 
证 明 令 f:(K,Ko) 一 (L,Lo) 是 一 个 单纯 映射 .我 们 已 经 
证 明了 f, 与 $, 交换 (参看 定理 13.7) .我 们 再 来 证 明 了 , 与 9, 交 
换 .实际 上 ,在 链 水 平 上 fy 与 8 是 交换 的 . 
回想 到 在 有 序 同调 中 ,我 们 把 由 诱导 的 链 映 射 定义 为 
fF Cw Tw,)) = (f(rwo) ,f(rw,)), 
其 中 (roo ,… ,ws) 是 K 的 一 个 p 维 有 序 单 形 .我 们 直接 计算 得 
fOrwes ,Ww )) = f°* lrwo,”, vy). 
这 个 映射 等 于 A, 到 1K | 中 的 这 样 一 个 线性 映射 ,对 于 每 个 i, 它 
将 s; 映射 到 %w; ,而 且 它 是 由 映射 而 导出 的 ,其 中 映射 了 把 由 
" 241 ， 


wo yz 所 张 成 的 单 形 映射 到 工 的 一 个 单 形 上 . 由 于 线性 映射 
的 复合 是 线性 的 ,所 以 这 个 映射 等 于 
并 Fo 二 Fo 
OF # (roe, , rw, )). Lj 
定义 一 个 由 连续 映射 天 诱导 的 ,如 同 复合 映射 7 。 产 .7， 
的 单纯 同调 的 同 态 是 可 能 的 ,其 中 天 .表示 奇异 同调 中 的 诱导 同 
态 .这 就 能 为 我 们 给 出 一 个 与 我 们 在 第 二 章 用 单纯 逼近 定义 的 同 
样 的 单纯 同调 的 同 态 .我 们 来 证 明 这 个 结果 如 下 . 
定理 34.5 同 构 ,与 由 连续 映射 请 时 的 同 态 交 搁 . 
证 明 令 
h: (IK| ,| Kol)-—=(|L|,|L,|) 
是 一 个 连续 映射 . 令 
fi(K ,Ko)>{(L,Lo) 和 和 g: ee ,Ko)—(K,K,) 
分 别 是 对 于 h 的 和 对 于 恒 等 映射 的 单纯 通 近 .在 单纯 同调 中 ,由 
定义 我 们 有 
i 
现在 在 奇异 同调 中 ,上 映射 g, 等 于 恒 等 同 构 ,因为 g 同 伦 于 和 恒 等 映 
射 (定理 19.4) .类 似 地 ,因为 了 同 伦 于 产 ,所 以 在 奇异 同调 中 f., = 
. 因而 在 奇异 同调 中 我 们 同样 有 等 式 疡 , = 了, “(g、) . 
于 是 我 们 的 定理 可 以 通过 把 上 面 的 定理 应 用 于 上 映射 f 和 g 而 
得 出 . [L 
虽然 我 们 已 经 证 明了 链 上 映射 7 在 同调 中 诱导 一 个 同 构 ,但 是 
我 们 还 没有 求 出 7 的 链 同 伦 送 ) .这 样 的 存在 是 以 后 我 们 将 要 
证 明 的 结果 的 一 个 推论 . (参看 $ 46 的 习题 . )4 的 一 个 具体 公式 
能 够 用 "正则 邻 域 "理论 而 导出 . (参看 文献 LE-S].) 


习 症 


1. 证 明 如 果 K 和 K, 是 复 形 K 的 子 复 形 , 那 么 | Ki 1, | Ks11 是 奇 民 
"DA2 。 


同调 中 的 一 个 切除 对 . 


“$35 应 用 :局 部 同调 群 与 流 形 * 


本 节 我 们 要 在 空间 X 的 一 点 z 处 来 定义 X 的 局 部 同调 群 ,并 
利用 这 些 群 证 明 几 个 关于 流 形 的 非 平 凡 的 事实 .在 本 节 我 们 始终 
令 下 表示 一 个 Hausdorff 空间 ， 

定义 ”如 果 X 是 一 个 空间 并 且 zEX, 那 么 和 在 z 点 处 的 局 
部 同调 群 是 奇异 同调 群 

H(AX,X-—£). 

使 用 “局 部 ”这 一 术语 的 理由 源 于 下 列 引 理 . 

引 理 35.1 令 ACX. 如 果 A 包含 这 点 的 一 个 邻 域 ,那儿 
H,(X,X-zx)H,(A,A - rx). 
因此 ,如 果 工 所 X 和 yyEY 分 别 有 令 域 U 和 有 ,使 得 (DTz)< 
(V,y), 那 么 多 在 x 点 的 局 邵 同 调 群 和 YY 在 y 点 的 局 部 同调 夭 是 

同 构 的 . z 

证 明 令 U 表示 集合 六 A. 因为 A 包含 zx 的 一 个 邻 域 ,所 

以 
UCX-xr= Int(X-<x). 


由 切除 性 质 可 得 
H,(X,X—-z)EH(X- UX-zr-U)= H,(A,A -zx). 
Lj 
让 我 们 来 计算 某 些 局 部 同调 群 . 


例 1 如 果 zxz ER", 那 么 我 们 证 明 瑟 ,(R”,R” 一 工 ) 对 于 
i 二 m4 是 无 限 循环 的 ,而 对 于 其 它 情形 为 零 ， 
令 B 表示 一 个 中 心 在 z 点 的 球 . 由 上 面 的 引 理 ， 
+ 在 第 八 章 中 本 节 将 被 假定 为 已 知 的 .在 处 理 $38 的 一 个 例题 时 也 要 用 到 它 . 
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H(R”,R™” -zz) 父 玉 (B,B-z) 兰 的 (0B”，B” -0). 
由 于 S” :是 B” -0 的 变形 收缩 核 , 参 
看 图 35.1 ,变形 的 公式 在 定理 19.6 的 
证 明 中 曾经 给 出 过 . 因此 ， 
H(B”,B” -0)H.(B”,S”™ ). 
这 个 群 对 于 i = m 是 无 限 循环 的 ,而 在 
其 它 情况 下 为 零 . 
例 2 令 H” 表 示 Euclid 半 空间 
H” = 六 | xz, 这 01 

令 BdH” 表 示 R” x0. 如 果 xz EBdH”", 那 么 对 所 有 i, 群 
H.(H” ,H” -并 ) 为 零 . 如 果 zEH" 上 且 z 冬 BdH” ,那么 这 个 群 对 于 
i 二 m4 是 无 限 循环 的 ,而 在 其 它 情况 下 为 零 .我 们 证 明 这 些 事 实 如 
下 

若 z 入 BdH” ,只 要 我 们 注意 到 x 有 一 个 邻 域 是 R” 的 开 集 ， 
那么 这 个 结果 即 可 从 上 面 的 例子 得 出 .因此 我 们 设 xzE BdH” ,不 
失 一 般 性 我 们 可 以 假定 z=0. 令 B” 是 R” 中 的 中 心 在 6 点 的 单 
位 球 .集合 B” 门 H” 包含 0 点 在 H” 中 的 一 个 邻 域 . 令 D” 表 示 半 
球 B” 门 H” , 则 我 们 有 

H,(H”,H” -0) 守 H.(D”,D” -0). 
参看 图 35.2. 由 于 有 B” -0 到 S” -上 的 一 个 变形 收缩 . 它 能 限制 
成 穿孔 的 半球 D” 一 0 到 集合 
S7 1 NH = 天 
上 的 一 个 变形 收缩 .因此 
H,(D”™,D” -0) = H,(D”,E”*'). 
现在 因为 是 R” 中 的 凸 集 , 所 以 D” 是 零 调 的 ;而 且 由 于 同 腑 于 
B”! ,从 而 E% :也 是 零 调 的 .长 正 合同 调 序列 说 明 它 们 的 相对 同 
了 


访 玉 一 | 


图 35.1 


容 下 -| 站 m=E.™! 


BB" 1H"=D™ 


图 35.2 


定义 ”如 果 一 个 非 空 Hausdorff 空间 X 的 每 一 个 点 z 都 有 一 
个 邻 域 与 Euclid 空间 R” 的 一 个 开 集 同 凸 , 则 我 们 把 X 称 为 一 个 
m 维 流 形 . 如 果 它 的 每 一 个 点 都 有 一 个 邻 域 与 Euclid 半空 间 HH 
的 开 集 同 胚 , 则 把 它 称 为 一 个 m 维 带 边 流 形 . 

请 注意 到 一 个 m 维 流 形 自动 地 是 一 个 mx 维 带 边 流 形 .因为 
若 xz 有 一 个 邻 域 与 R” 中 的 一 个 开 集 同 胚 ,那么 它 就 有 一 个 邻 域 
U 与 及 ”中 的 一 个 开 球 同 且 . 于 是 与 R” 中 中 心 在 (0,…,0,1) 
的 开 单位 球 同 肥 ,而 这 个 开 单 位 球 是 H” 的 开 集 . 

人 们 常常 把 要 X 具有 可 数 基 ,或 至 少 要 求 X 是 可 度量 化 的 
包括 在 流 形 的 定义 中 ,我 们 将 不 假定 这 两 种 情况 中 的 任何 一 种 . 

流 形 和 带 边 流 形 都 是 人 们 最 熟悉 和 最 重要 的 几何 对 象 ,它们 
是 微分 几何 和 微分 拓扑 研究 的 主要 对 象 . 

如 果 X 是 带 边 流 形 ,h:U->V 是 X 中 的 开 集 U 到 H” 中 的 
开 集 V 上 的 一 个 同 胚 ,那么 我 们 把 称 汶 XX 上 的 一 个 坐标 卡 . 义 
的 一 点 xz 可 能 被 映射 到 于” 的 开 上 半空 间 R” XxR, 内 ,也 可 
能 被 映射 到 “ 边 ”"R”“ x0 上 .局 部 同调 群 可 将 这 两 种 情况 区 分 开 ， 
因为 从 例 2 知道 ,大 xz 被 映射 到 H” 的 开 上 半空 间 内 , 则 有 H, (X， 
XxX 一 工 ) 是 无 限 往 环 的 ;可 是 如 果 被 映射 到 BdH” 中 ,那么 二 , 
(XX, 义 一) 是 零 群 .这 个 事实 就 引出 了 下 列 和 定义 . 

定义 令 久 是 一 个 m 维 带 边 流 形 . 如果 X 的 一 个 点 xz 在 x 
的 一 个 坐标 卡 下 被 映射 到 BdH” 的 一 点 ,那么 它 在 每 一 个 这 样 的 
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坐标 卡 下 都 被 映 到 BdH” 的 一 个 点 .我 们 把 这 样 的 点 称 为 X 的 边 
界 点 .把 所 有 这 种 点 x 的 集合 称 为 X 的 边界 ,并 且 记 为 BdX; 把 空 
闻 X-BdX 称 为 X 的 内 部 ,并 记 为 IntX. 

请 注意 到 ,定义 中 并 未 要 求 X 一 定 有 边界 点 .如 果 它 没有 边 
界 点 ,那么 BdX 就 是 空 集 ,X 就 是 一 个 mm 维 流 形 . 虽然 BdX 可 能 
是 空 的 ,但 集合 IntX 不 可 能 是 空 集 .因为 如 果 有 :U->V 是 关于 XX 
的 点 x 的 坐标 卡 ,那么 V 在 H" 中 是 开 的 ,因此 它 至 少 包 含 开 上 
半空 间 的 一 点 .由 定义 ,X 中 的 对 应 点 y 在 IntX 中 . 

我 们 看 到 空间 H” 本 身 是 一 个 mm 维 带 边 流 形 ,而 且 其 边界 恰 
好 是 集合 R”"' x0, 我 们 已 把 它 记 为 BdH . 类似 地 ,R” 本 上 身 是 一 
个 mx 维 流 形 . 

定义 令 X 是 一 个 mm 维 带 边 流 形 .从 例 2 得 知 ,m 是 由 X 唯 
一 确定 的 ,因为 它 是 唯一 的 一 个 整数 能 够 使 得 对 于 X 中 至 少 一 个 
工 , 群 日 , (XX, 久 一 z+) 是 非 平凡 的 . (显然 ) 我 们 把 整数 mz 称 为 带 边 
流 形 X 的 维 数 . 

例 3 R”" 中 的 单位 球 B" 是 一 个 2 维 带 边 流 形 ， 而 且 BdB” = 
Ss”“ ,我 们 证 明 这 个 事实 如 下 . 

如 果 pE€ B" 一 S”! ,那么 适合 上 xz 上 <<1 的 所 有 x 的 集合 是 
R" 中 的 一 个 开 集 .因而 关于 p 就 有 一 个 坐标 卡 .于 是 令 p€ 
Ss”! ,我们 来 求 出 关于 p 的 一 个 坐标 卡 . p 必 有 一 个 坐标 是 非 零 
的 ,为 了 方便 不 妨 设 p, <0. 令 UU 是 B" 中 适合 x, 达 0 的 所 有 点 z 
组 成 的 开 集 .定义 4:U 一 了 "为 

h(xz) = (zis Ts Ta + f(x)), 
其 中 F(z)=[1 一 率 一 … 一 Zi1] 下 .那么 可 以 验证 ,h 是 从 U 到 
H" 的 由 适合 上 y 之 1 且 yy, 宇 0 的 所 有 点 y 组 成 的 开 集 VV 上 的 同 
态 ,并 且 将 p 映射 到 BdH" 的 一 点 .参看 图 35.3 

例 4 令 so 是 一 个 n 维 单 形 , 那 么 o 是 一 个 ?2 维 融 边 流 形 , 因 
为 存在 a 到 B" 的 一 个 同 胚 ,这 个 同 肛 把 so 的 真 面 的 并 了 上 映射 到 
S" 上 .因而 集合 Y ,我 们 已 把 它 记 为 Bdo ,恰好 是 把 c 看 作 ” 维 
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图 35.3 


带 边 流 形 时 的 边界 ! 而 且 集 合 c- Y, 已 记 为 Intc, 恰 好 是 o 作为 
一 个 带 边 流 形 的 内 部 . 

在 这 里 存在 一 定 程度 的 术语 重 迭 问题 ,我 们 应 当 予 以 澄清 .在 
_ 般 拓扑 学 中 ,如 果 A 是 空间 X 的 集合 ,那么 A 的 内 部 , 记 为 
IntA ,是 X 的 包含 在 A 中 的 所 有 开 集 的 并 ; A 的 边界 , 记 为 BdA， 
是 集合 A 门 了 -A. 在 A 是 X 的 一 个 开 集 的 特殊 情况 下 , 绪 打 是 
PdA= 志 -人 A. 在 本 书 中 ,我 们 早 就 使 用 这 个 来 自 一 般 拓扑 学 的 本 
语 .例如 .记号 BdU 在 引 理 1.1 中 就 曾 出 现 过 ;记号 IntA 在 阐述 
切除 公理 时 也 曾 使 用 过 . 

对 于 带 边 流 形 而 言 , 边 界 和 内 部 的 概念 则 是 完全 不 同 的 .不 垃 
的 是 同一 个 术语 常 以 两 种 不 同 的 方式 被 使 用 .一 些 作者 用 3X 表 
示 带 边 流 形 的 边界 .但 是 当 人 们 想 要 把 空间 o 的 边界 与 单纯 链 90 
相 区 别 时 , 那 就 可 能 会 导致 困难 ! 我 们 的 确 容忍 这 种 模棱两可 的 
说 法 ,而 是 依靠 上 下 文 弄 清 其 确切 含意 . 

碰巧 对 于 拓扑 空间 Rr 的 子 集 B" 来 说 , 它 在 一 般 拓 扑 意 义 下 
的 边界 与 它 在 带 边 流 形 意义 下 的 边界 是 相同 的 . 同样 的 说 法 也 返 
用 于 R* 的 子 空间 H" .但 是 这 些 情况 只 是 例外 的 巧合 而 不 是 一 般 
规律 . 

现在 我 们 来 证 明 一 个 关于 流 形 的 三 角 剂 分 的 结果 . 

引 理 35.2 今 s 是 复 形 KK 的 一 个 单 形 .如 有 果 工 和 y 是 Ints 
的 两 点 ,那么 |K| 在 x 处 和 在 y 处 的 局 部 同调 群 是 同 构 的 . 
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证 明 ”只 需 在 x 等 于 s 的 重心 * 时 证 明定 理 成 立 就 行 了 . 令 
sdK 是 K 的 首次 重心 重 分 . 令 K 是 KK 的 一 个 像 sdK 那样 恰当 定 
义 的 重 分 ,所 不 同 的 只 是 当 从 ; 的 一 个 内 点 构 作 Bds 的 重 分 上 的 
星 形 时 用 y 而 不 是 用 .在 sdK 和 天 “之 间 有 一 个 线性 同 构 , 它 把 
;映射 到 ,并且 把 sdK 的 其 余 每 个 顶点 映射 到 其 自身 .那么 偶 
(1K1,|K|~-;) 与 (JK|,|K| - y) 是 同 胚 的 . 口 

回想 到 我 们 把 一 个 同 且 ;|K| 一 M 称 为 M 的 三 角 谢 分 .但 
是 我 们 不 知道 是 否 任 意 一 个 带 边 流 形 都 有 三 角 剂 分 ， 

定理 35.3 令 AM 定 一 个 7 维 带 边 流 形 ; 设 K 民 是 一 个 复 形 而 
且 肪 :| 玉 | 一 JM 是 一 个 同 胚 .那么 有 hh"!(BdIM) 是 KK 的 一 个 子 复 形 
的 可 前 空间. 

证 有明” 如果 K 的 一 个 开 单 形 Ints 与 集合 h '(BdM) 相 交 , 那 
么 由 上 面 的 引 理 , 它 必 然 在 这 个 集合 中 .因为 这 个 集合 是 团 的 ,所 
以 它 必 然 包含 s. LL 

现在 我 们 给 出 局 部 同调 群 的 最 后 一 个 应 用 .我 们 要 证 明 一 个 
有 限 维 单纯 复 形 K 的 维 数 是 | K ] 的 拓扑 不 变量 . (一 种 利用 “覆盖 
维 数 "概念 的 不 同 证 明 已 概括 在 §16 和 》$ 19 的 习题 中 . ) 

回想 起 如 果 vw 是 的 一 个 顶点 ,那么 Stvw 是 以 v 为 项 点 的 所 
有 单 形 的 内 部 之 并 ,而 且 Lkv = Stv — Stvw. 

引 理 5.4 令 史 是 单纯 复 形 反 的 一 个 顶点 ,那么 

H(IK|,IK|-v)EH, (Stv, Lkv). 
证 明 集合 Stv 包含 v 的 一 个 邻 域 ,因此 ,从 引 理 35.1 可 得 
H,(|IK|,IK|-v)EH, (Stv, Stv— v). 
令 上 表示 KK 的 一 个 其 可 前 空间 是 Lkw 的 子 复 形 .那么 由 定义 ,St 
v 是 锥 wx* 工 的 可 剖 空 间 . 参看 图 35.4. 下 面 的 引 理 蕴涵 着 Lkm 
是 Sto -wv 的 变形 收缩 核 .于 是 我 们 的 证 明 完 成 . 口 

引 理 35,5 令 习 x 工 是 工 上 的 一 个 锥 ,那么 | 工 | 是 
jvu#* 工 | 一 的 变形 收缩 核 . 

证 明 考虑 由 x(x,it)=(1--1)zx+ tv 定义 的 商 映 射 
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TT: | 了 工 |X 了 一 | 立 关 了 |. 

(参看 系 20.6. ) 因 此 | 工 | x10,1) 在 | 工 | 
x 了 中 是 开 的 而 且 关 于 x 是 饱和 的 ,所 以 
x 的 限制 

fr | x[0,1)-—>|vxL|—wv 
是 商 上 映射; 而 且 由 于 是 1-1 的 ,所 以 它 是 
一 个 同 胚 .由 于 |L| x0 是 | 上 | x10,1) 的 图 35.4 
变形 收缩 核 , 所 以 空间 | 工 | 是 |v*L| 一 v 
的 变形 收缩 核 . 口 

定理 35.6 令 太 是 一 个 n 维 复 形 ; 令 针 =|K|. 对 于 pp 之 nn， 
局 部 同调 群 H,( 义 , 久 一 工 ) 为 零 ,而 对 于 p=, 群 H,(X,X 一 x) 
中 至 少 有 一 个 是 非 平 凡 的 ， 

证 明 令 o 是 K 的 一 个 维 单 形 ,那么 go 不 是 K 的 其 它 任何 
单 形 的 面 ,因而 集合 Into 实际 上 是 | 并 | 的 一 个 开 集 . ( 它 的 余 集 是 
K 的 所 有 异 于 o 的 单 形 之 并 . ) 如 果 x 是 e 的 重心 o ,那么 从 引 理 
35.1 可 知 

H,(X,X- zx)H,(c,c -oo)H,(P,B -0). 

由 例 1, 这 个 群 是 无 限 循 环 的 . 

现在 令 z 是 X 的 一 个 任意 点 .我 们 要 证 明 对 于 p>xn,H， 
(六 , 芋 一) 二 0., 鉴于 引 理 35.2, 只 需 考虑 zz 是 K 的 一 个 单 形 的 重 
心 的 情况 就 行 了 . 此 时 z 就 是 复 形 上 = sdK 的 一 个 顶点 ,于 是 引 
理 35.4 适用 .我 们 有 和 

五 ,(X,X 一 了 ) 广 有 (StCr， 工 )，LKCZ ,和 X)). 

由 于 工 是 nn 维 复 形 , 所 以 St(xz ,上 L) 是 一 个 维 数 至 多 是 ”的 复 形 的 
可 训 空 间 . 因 此 ,在 单纯 同调 中 对 于 pn, 这 个 群 为 零 群 ,因而 它 
在 奇异 同调 中 也 是 零 群 . [ 
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习 题 


1. 检验 例 3 的 细节 ， 
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2. 证 明 如 果 M 和 NN 分 别 是 m 维和 nn 维 的 带 边 流 形 ,那么 MXN 是 

m + n 维 的 带 边 流 形 ,而 且 有 
Bd(M x N) = (M x (BdN)) U (BdM) x N). 

3. 车 给 定 空间 X 的 点 zx 和 y, 有 站 到 其 自身 的 同 胚 把 zx 映射 到 y, 则 称 
空间 式 是 齐 性 的 .证 明 连 通 流 形 是 齐 性 的 .提示 : 如 果 有 这 样 的 同 胜 , 则 年 
义 xz 一 y; 证 明 各 等 价 类 都 是 开 的 . ] 

4. 令 M 是 一 个 za 维 带 边 流 形 ; 设 产 :| 开 | 一 M 是 M 的 一 个 三 角 痢 分 . 

(a) 证 明 如 果 v 是 K 的 一 个 顶点 ,那么 按照 h(x)E IntM, 还 是 有 h(x)E 
BdM 而 Lo 相应 地 是 一 个 mx 一 1 维 同 调 球 面 ,或 者 是 一 个 mm 一 1 维 同 册 球 . 

(b) 证 明 K 的 每 一 个 单 形 或 者 是 wm 维 的 ,或 者 是 mm 维 单 形 的 一 个 面 . 

(c) 证 明 当 sCh '(BdM) 时 ,KK 的 一 个 mmx -1 维 单 形 ;恰好 是 K 的 一 
个 六 维 单 形 的 面 ,否则 它 恰 好 是 兵 的 两 个 mm 维 单 形 的 公共 面 . 

5. 一 个 实心 环 是 同 胚 S x B* 的 空间 . 它 是 一 个 3 维 带 边 流 形 , 它 的 边 
缘 同 胚 于 环 面 , 利用 S 同 胚 于 Bd(B* x B’ ) 的 事实 ,把 S 写成 在 它们 的 公 
共 边 界 相 交 的 两 个 实心 环 Ti ,T;: 之 并 .计算 Ti ,TT 的 Mayer-Vietoris 序列 ， 


“36 应 用 :Jordan 曲线 定理 


现在 我 们 利用 奇异 同调 的 基本 性 质 来 证 明 拓 扑 学 的 几 个 经 典 
定理 ,其 中 包括 广义 Jardan 曲线 定理 和 关于 区 域 不 变性 的 Brouw- 
er 定理 . 

定义 ”如果 A4A 是 刁 的 一 个 子 空间 ,如果 空间 X- A 是 不 连 
通 的 ,那么 我 们 就 说 A 分 离 和 . 

我 们 将 关注 X 是 R" 或 S" 且 A4 在 X 中 是 闭 的 情况 .那么 由 
于 X-A 是 局 部 道路 连通 的 ,所 以 它 的 分 支 和 道路 连通 分 支 是 完 
全 相同 的 .尤其 是 , 当 且 仅 当 X- A 连通 时 , 群 再,(X 一 A) 为 零 ， 
而 且 一 般 它 的 秩 比 X- A 的 分 支 数 小 1. 今 后 我 们 将 随意 使 用 这 
个 事实 . 

定义 ”我 们 把 同 胚 于 & 维 单位 球 B 的 空间 称 为 k 维 胞 腔 . 

定理 36.1 令 B 是 S" 中 的 kk 维 胞 腔 . 那么 S" 一 BB 是 零 调 
的 .尤其 是 ,B 不 能 分 离 S”. 
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证 明 令 ”国定 ,我 们 对 用 数学 归纳 法 .首先 考虑 大 =0 的 
情况 ,此 时 B 是 单独 一 个 点 . 当 n=0 时 ,空间 S" 一 B 是 单独 一 
已 ;而 当 n>>0 时 , 它 同 胚 于 R" .在 这 两 种 情况 下 ,S" - 吾 都 是 零 
调 的 . 

现在 我 们 假设 定理 对 于 S" 中 的 & ~ 维 胞 腔 已 经 成 立 . 令 B 
是 S" 中 的 一 个 维 胞 腔 ; 令 ;一 B 是 一 个 同 凸 . : 

第 一 步 令 B, 和 B, 是 5S" 中 的 两 个 & 维 胞 腔 


Se A x 0, 亏 ])， | ae x 寺 ,1]): 


令 C 是 5S" 中 的 上 -1 维 胞 腔 x 方 ) 参看 图 36.1. 我 们 来 
证 明 如 果 a 是 入 ,(S* - B) 的 一 个 非 零 元 ,那么 对 于 包含 映射 

i:(S"—- B)—(S"-B) 和 j:(S" — B)—(S"— B,) 
诱导 的 两 个 同 态 来 说 ,至少 有 一 个 使 得 a 在 它 之 下 的 象 是 非 零 
的 ， 

为 了 证 明 这 个 事实 , 令 天 = S" 一 CC. 由 归纳 假设 X 是 零 调 的 . 
我 们 把 七 写成 两 个 子 空间 

X,=S"—-B 和 X,= SS- B, 

的 并 .因为 X 和 XX, 在 S” 中 是 开 的 ,所 以 它们 在 X 中 也是 开 的 ， 
因而 我 们 有 一 个 Mayer-Vietoris 正 合 序列 

Hn(X) > H(A) > H(X) OH(X,)— H(X), 
其 中 A=X 门 X,= S”" -BB. 因 为 XX 是 
零 调 的 ,所 以 中 间 的 映射 是 一 个 同 构 . -<> 


由 定理 33.1, 它 把 aE H(A) 映射 到 要 WP 

(i, (a)， 一 了 (a)). 因 此 ,元 奏 i (ch i 

和 ;, (a) 中 至 少 有 一 个 是 非 平凡 的 ， NA/ 
第 二 步 ” 我 们 假设 在 H, (5S” 一 吾 ) 

中 存在 一 个 非 零 元 x, 从 而 导出 矛盾 . 


令 B, 和 B, 如 第 一 步 所 述 .那么 在 36.1 
" 2 * 


H,(S" -5 ) 或 瓦 (S - 8 ) 中 的 象 是 非 零 的 .不 防 设 为 前 者 . 那 
么 可 把 了 写成 有 维 肪 腔 

pn = A(x [ot])m = (< [3]) 
之 并 .再 利用 第 一 步 ,我 们 推出 a 在 日 ,(S” - Bi) 或 H.(S" 一 By，) 
中 的 象 是 非 零 的 . 

类 似 地 计算 下 去 ,我 们 将 得 到 一 个 闭 区 间 序 列 [a, ,5b ] 了 之 
[aa pa] 二 …, 其 中 每 一 个 的 长 度 是 前 一 个 长 度 的 一 半 . 而且 为 了 
方便 , 令 D, 表示 上 维 胞 腔 

D, = h(E x [a, ,6b,]). 
那么 a 在昌:(S" - DD, ) 中 的 象 对 所 有 m 都 是 非 零 的 . 令 e 是 各 区 
同 [ a ,5 | 的 冯 中 唯一 的 一 点 ,那么 集合 EE=h(I ”x1{ej) 是 5” 
中 的 一 个 一 1 维 胞 腔 , 它 等 于 维 胞 腔 套 序列 DD| 刁 DD, 刁 … 的 
交 . 由 归纳 假设 , 群 电 (S”" - 玉 ) 为 零 .特别 是 ,a 在 这 个 群 中 的 象 为 
零 .由 定理 30,5, 存 在 S” -五 的 一 个 紧 子 集 A 使 得 a 在 日 ,( A) 中 
的 象 为 零 . 因为 S* -E 是 各 开 集 

Ss"—- DCS’-D,C. 
的 并 ,所 以 A 必 在 它们 中 的 某 一 个 之 中 ,比如 说 在 S" - D,, 中 .但 
是 这 意味 着 a 在 日 ,(S” - DD, ) 中 的 象 为 零 , 从 而 与 构造 法 矛盾 . 口 

定理 36.2 令 7>RD0; 令 六 :人 一 S 是 一 个 详 入 映射 . 那 
/ 
Z, i=n-k-l1, 

0， 其 它 情形 . 

证 明 令 ”国定 .我 们 用 关于 大 的 归纳 法 来 证 明 . 首先 考虑 
k=0 的 情况 .那么 h(S?) 由 两 个 点 p 和 gg 组 成 .由 于 S* 一 pp 一 
gs 及" 一 0, 而 且 R -0 具有 3 的 伦 型 ,因而 我 们 可 以 看 出 
.(S" -pg) 对 于 i= nn 1 是 无 限 循 环 的 ,而 在 其 它 情 况 下 为 
零 . 


"A i: 


H.(S” (8)) 1 


现在 我 们 假设 定理 在 有 一 1 时 成 立 , 令 h:S 一 S" 是 一 个 车 
入 .我 们 来 构造 一 个 Mayer-Vietoris 序列 . 令 XI 和 X; 是 5S" 的 下 
列 开 集 ， 
X=S-h() 和 X, = S$" -h(E-). 
参看 图 36.2. 再 令 
X= XI RS = ), 
A= XX,= 5S"—h(S). 


hE) 


St) 
(SS 


hE 


图 36.2 


因为 X 和 X， 在 式 中 是 开 的 ,所 以 我 们 就 有 一 个 Mayer-Vietoris 
序列 
Bu,(X) DH(X) > Hn(X)—> H(A) 
-> H. (Xx,) HH(xX,). 
由 上 面 的 定理 X, 和 XX, 都 是 零 调 的 ,因此 中 间 这 个 上 映射 是 同 构 . 
即 对 所 有 i 都 有 
Hn (SS ~ h(S*1)) HS -A(S)). 
由 归纳 假设 左边 的 群 对 于 ;+1=2=- (=-1) -1 是 无 限 循环 的 ， 
在 其 它 情况 下 为 零 .因此 对 于 右边 的 群 当 i = n -有 -1 时 是 无 限 
循环 的 ,并 且 在 其 它 情 况 下 为 零 . 国 
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定理 36.3( 广 义 Jordan 曲线 定理 ) 邻 n>>0; 令 C 是 S" 的 
一 个 同 胚 于 一 1 维 球面 的 子 集 .那么 S" 一 C 恰 有 两 个 连通 分 支 ， 
C 是 它们 的 公共 (拓扑) 边界 . 

证 了 明 把 上 面 的 定理 应 用 于 有 =n 一 1 的 情形 , 则 我 们 可 以 看 
出 (SS” - C) 兰 Z. 因 而 S* - C 恰 有 两 个 道路 连通 分 支 . (正如 
我 们 早已 指出 的 那样 ,它们 与 5S" - C 的 连通 分 支 是 相同 的 . ) 令 
W, 和 W, 是 这 两 个 道路 连通 分 支 . 因为 S" 是 局 部 所 路 连通 的 ， 
所 以 它们 在 S” 中 是 开 的 .那么 W, 的 (拓扑 ) 边 界 就 是 集合 W, 一 
Wi . 我们 必须 证 明 
WW,= C= W,— W,. 

其 实 ,我们 只 要 证 明 其 中 的 第 一 个 等 式 就 行 了 .因为 W, 是 开 的 ， 
所 以 它 的 任何 点 都 不 是 环 , 的 极限 点 .因此 Wi 一 CC .我 们 者 
能 证 明 CC Wi 一 三 ,, 则 由 此 等 式 成 立 . 

给 定 zxEC ,并且 给 定 x 的 一 个 邻 域 U ,我 们 来 证 明 U 与 财 
集 丈 , - W, 相交 ,这 就 足够 了 .因为 C 同 胚 于 S”', 所 以 我 们 能 
够 把 C 写成 两 个 一 1 维 胞 腔 C, 和 C; 之 并 ,而 且 使 得 Ci 足够 
小 以 至 于 它 完 全 落 在 U 内 .图 36.3 说 明了 n=2 的 情形 . 

由 于 C, 不 能 分 离 S” ,因此 我 们 可 以 在 S" 一 C 中 选取 一 条 
道路 u ,连接 丈 ， 的 一 点 p 和 Wi, 的 一 点 q. 于 是 a 必然 包含 
环 ; - 历 , 的 一 个 点 .因为 若 不 然 , 则 a 就 应 在 不 相交 的 开 集 W! 和 
S" 一 下 | 的 并 集 内 ,而 且 包 含 每 个 集合 的 一 点 .但 这 与 a 的 象 集 是 
连通 的 事实 相 矛 盾 . 令 是 丈 ; - 克 : 的 位 于 道路 a 上 的 一 后, 那 
么 y 在 C 中 .因为 它 不 可 能 在 C; 中 , 故 必 在 Ci 中 ,并 因此 在 U 
中 .那么 正如 我 们 所 期 望 的 那样 ,UU 交 Wi 一 Wi 于 yy 凡 . 口 

我 们 注意 到 ,在 此 定理 假设 条 件 下 ,似乎 很 可 能 有 :者 Wl 和 
W, 是 S” - C 的 分 支 ,其 中 C 是 n -1 维 球面 ,那么 集合 W， 和 
刺 , 应 当 是 n 维 胞 腔 . 但 实际 上 这 是 不 成 立 的 .甚至 当 Wl 和 W， 
是 开 球 时 ,结论 一 般 也 不 成 立 .有 一 个 S* 到 S$ 内 的 著名 媒人 , 称 
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A 


图 36.3 


为 Alexander 忠实 球面 ,对 于 该 脱 和 而 言 ,集合 W; 中 的 一 个 甚至 
不 是 单 连通 的 ! (参看 文献 [HH 一 Yj ,第 176 页 ,) 

那么 关于 Ww, 人 们 能 证 明 些 什么 结论 呢 ? 对 于 n=2 的 情况 
答案 在 很 久 以 前 就 已 经 知道 了 .如 果 C 是 5S” 中 的 简单 闭 曲 线 , 那 
么 C 把 S 分离 成 两 个 分 支 W 和 W;, 而 且 歼 , 和 WW, 都 是 2 维 
胞 腔 . 这 个 结果 称 为 Schoenflies 定理 . 它 的 一 个 证 明 可 在 文献 [LN] 
中 找到 . 

最 近 (1960) ,更 高 维 情况 下 的 结果 在 对 明和 人 上 映射 作 了 附加 假 
设 的 条 件 下 也 被 证 明了 .我 们 假设 映射 h:S”" 一 S 能 够 被 “加 
领 ", 这 意味 着 有 一 个 拱 信 五 ; 5"…!'x1>S" 使 得 及 (zx, 序 ) = 
h(xz) 对 于 每 一 个 < 成 立 , (例如 当 h 就 极 大 秩 的 Jacobi 矩阵 而 言 
是 可 微 时 ,这 个 假设 就 能 满足 . ) 在 这 种 情况 下 , W, 和 W,; 都 是 nn 
维 胞 腔 . 这 个 结果 以 Brown-Mazur 定理 ( 见 文献 [B11) 而 著称 . 


按照 传统 习惯 ,Jordan 曲线 定理 通常 是 对 能 人 R” 中 的 球面 
.I55 » 


而 不 是 对 人 圣人 S” 中 球面 来 叙述 的 .现在 我 们 来 证 明定 理 的 这 种 形 
式 、 

系 36.4 令 n>1; 令 C 是 R" 的 一 个 同 肛 于 SI 的 子 集 . 那 
么 R" 一 CC 恰 有 两 个 分 支 ,C 是 它们 的 公共 边界 . 

证 骨 第 一 步 ” 我 们 首先 证 明 如 果 UU 是 S$" 中 的 开 集 ,其 中 
n 之 1, 那 么 UU 的 任何 点 都 不 能 分 离 U. 

令 站 EU 并 且 设 U- zt 是 不 连通 的 ,我 们 来 推出 矛盾 .选取 
一 个 中 心 在 户 点 .半径 为 s 并 且 在 U 内 的 开 球 B. .那么 B. 一 是 
连通 的 而 且 辣 及 于 R" 一 0, 因 而 B. -pp 整 个 地 在 U 一 p 的 一 个 分 
支 CC 中 , 令 吕 是 品 -p 的 其 余 分 支 的 并 .那么 因为 B. 是 p 的 一 个 
不 DD 相交 的 邻 域 ,所 以 p 不 是 也 的 极限 点 .因此 两 个 集合 CU 
i 和 D 就 构成 U 的 一 种 分 离 状 态 , 这 与 假设 矛盾 . 

第 二 步 ” 我 们 来 证 明定 理 . 不 失 一 般 性 ,我们 在 定理 的 叙述 中 
可 将 R" 代 之 以 $ -pp, 其 中 p 是 5S” 的 北极 .既然 S -C 有 两 个 
分 支 WW! 和 W, ,不 妨 设 pE€ Wl .由 第 一 步 的 结果 , Wi -请 是 连通 
的 .那么 柬 , -六 和 殉 , 莉 是 S" 一 pp 一 CC 的 分 支 , 而 且 C 就 等 于 
W, 和 Wi, -pp 的 公共 边界 . Lj 

定理 36.5( 区 域 不 变性 ) 令 UU 是 R" 中 的 开 集 ; 令 f:U 一 
R” 是 连续 的 而 且 是 单 射 ,那么 f(DU) 在 R” 中 是 开 的 ,而 且 了 是 一 
个 详 入 . 

证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 可 用 S”" 代替 R”. 

第 一 步 ” 给 定 f(D) 的 一 点 y ,我们 要 证 明 f( 上 ) 包 含 y 的 一 
个 邻 域 ,从 而 就 证 明了 f(D) 在 S” 中 是 开 的 . 

令 工 是 中 使 得 FA(z)=y 的 点 .选取 一 个 半径 是 s ,中 心 在 
zx 点 的 开 球 B. ,使 它 的 闭 包 在 U 内 . 令 S. = B. - 卫 .. 参 看 图 
36.4. 由 于 集合 F(S.) 同 胚 于 S” ,因此 FS.) 将 S 分 成 两 个 分 
支 Wi 和 网 ， ,每 个 分 支 在 S” 中 都 是 开 的 .集合 f(B,) 是 连通 的 而 
目 不 与 f(S,) 相 交 ., 因 此, 它 或 者 在 W, 中 ,或 者 在 WW, 中 ,不 妨 设 
它 在 研 ; 中 .于 是 它 必然 等 于 整个 WW, ,因为 者 不 然 ,集合 
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S"— f(B.)- AAS) = S”— f(B.) 
就 要 由 整个 W, 连同 Wi 的 点 一 起 构成 ,但 是 这 与 胞 腔 f(B, ) 不 
能 分 离 S” 的 事实 相 牙 盾 . 因此 , f(B8,)= Wi. 这样 我 们 就 推出 
f(DU) 包 含 y 的 一 个 分 域 W, ,这 正 是 我 们 所 期 望 的 . 
第 二 步 ” 根 据 第 一 步 ,f 了 把 U 中 的 任何 开 集 映 射 成 这 样 一 个 
集合 , 它 在 S$ 中 是 开 的 ,因而 在 f(D) 中 是 开 的 .从 而 f 是 U 到 
fA( 如 ) 的 一 个 同 肪 . 口 


图 36.4 


如 果 我 们 假定 f 是 连续 可 微 的 并 且 具 有 非 奇 异 的 Jacobi 短 
阵 ,那么 关于 区 域 不 变性 定理 的 证 明 就 容易 的 多 .在 这 种 情况 下 ， 
定理 可 从 分 析 中 的 反 喇 数 定理 得 出 . 域 的 不 变性 的 真正 奥妙 是 它 
只 依赖 于 映射 『 的 连续 性 和 内 射 性 ,而 与 可 微 性 或 Jacobi 矩阵 无 

类 似 地 ,在 能 人 f:S”'->R” 是 (其 空间 同 胚 于 S”' 的 某 个 复 
形 的 ) 单 纯 上 映射 ,或 者 是 一 个 带 有 极 大 秩 的 Jacobi 矩阵 的 可 微 映 矣 
情况 下 ,Jordan 曲线 定理 是 更 容易 证 明 的 .真正 的 困难 仅仅 是 在 除 
了 连续 性 和 内 射 性 之 外 未 做 任何 其 它 假 设 的 情况 下 才 会 出 现 . 


习 题 


1. 令 M 是 如 同 在 上 节 中 定义 的 一 个 m 维 带 边 流 形 .利用 域 的 不 变性 证 
明 以 下 的 结论 . 
(a) 证 明 如 果 在 关于 z 的 某 一 个 坐标 卡 下 ,7M 的 一 点 x 映射 到 R” x0 
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的 一 点 ,那么 在 每 一 个 这 样 的 坐标 卡 下 都 是 如 此 ， 

(b) 令 口 是 R” 中 的 开 集 ; 令 玉 是 R” 中 的 开 集 ,证 明 如 果品 与 VY 同 
胚 , 那 公 r=. 

(c) 证 明 数 mm 是 由 Mf 唯一 决定 的 . 

2. (a) 令 了 是 拓扑 学 家 的 正 蕊 曲线 (参看 8$29 的 习题 ). 证 明 如 果 h: 
Y-~ 他 是 一 个 嵌入, 那么 S -站 (Y) 是 零 调 的 . 

(b) 令 X 是 拓扑 学 家 的 封闭 正弦 曲线 (参看 8 33 的 习题 ) .证 明 如 果 让: 
X-=S" 是 一 个 根 人 ,那么 三 (S" -PCX)) 在 ;=，-2 时 是 无 限 循环 的 ,而 在 
其 它 情况 下 是 零 . 

(c) 证 明 如 果 有 ;XX 一 S: 是 一 个 圣人 ,那么 S* -有 (外) 恰 有 两 个 分 支 ,上 
(X) 是 它们 的 公共 边界 . 

3. (a) 把 S: 看 作 是 由 R 与 在 无 穷 远 处 添加 的 一 点 一 起 构成 的 . 令 A， 
Bi ,B, ,Bs 是 在 图 36.5 中 面 出 的 及 中 的 简单 财 则 线 .由 包含 映射 诱导 的 映 
射 

H'i (B,) = Hi(S 一 A) 


Bl 
B82 


图 36.5 


是 无 限 循环 群 的 同 态 ,因而 它 等 于 乘 以 di, 的 乘法 ,这 里 d; 直至 符号 都 是 完 
全 确定 的 .整数 d, 能 度量 Bi 连接 上 的 次 数 . 在 每 种 情况 下 它 具 体 等 于 多 少 ? 
类 似 地 ,确定 对 应 于 由 包含 映射 诱导 的 同 态 
H(A)— H,(S* — 8,) 

的 相应 整数 . 你 能 提出 一 个 狂想 蚂 ? 

(b) 令 A 由 S? 的 两 点 组 成 , 令 B, ,Bs 是 S 中 的 两 条 简单 闭 曲 线 ,如 图 
36.6 所 示 . 由 包含 映射 诱导 的 同 态 
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Ho(A)— Ho(S: - 8B,) 和 和 
H(B;)-—> H,(S’ - A) 
是 什么 ? 试 提出 一 个 猜想 . 
(c) 试 提 出 一 个 关于 从 S? 和 全 在 综 中 的 不 相交 的 髋 入 的 猜想 .以 
后 当 我 们 证 明了 Alexander 对 偶 定 理 之 后 ,我们 还 将 返回 到 这 个 猜想 . (参看 
$72 的 习题 .) 


$37 关于 商 空 间 的 补充 


在 $20 中 ,我 们 回顾 了 商 空 间 理论 的 若干 方面 . 现在 我 们 要 
更 加 深入 地 讨论 这 一 主题 .尤其 是 ,我 们 要 考虑 商 空 间 的 分 离 公 
理 . 

我 们 已 经 指出 过 ,分 离 公 理 对 于 商 空 间 不 能 充分 发 挥 作 用 .一 
般 难 以 保证 商 空 间 满足 比 TT 公理 更 强 的 分 离 公 理 .其 至 连 Haus- 
dorff 公理 都 常常 难以 证 实 .在 这 里 我 们 给 出 三 种 情况 ,在 这 些 情 
况 下 ,我 们 能够 肯定 商 空间 是 Hausdorff 空间 (实际 上 是 正规 空 
间 ). 

定理 37.1 今 p:X 盖 Y 是 商 映 射 .如 果 p 是 闲 映 射 并 且 义 
是 正规 的 ,那么 Y 是 正规 的 . 

证 明 若是 X 的 一 个 点 ,那么 zz 在 义 中 是 闭 的 ,从 而 单 点 
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集 p(xz) 在 Y 中 是 闭 的 (因为 p 是 团 上 映 出 ). 从 而 了 厦 T) 空间 . 

令 A 和 B 是 Y 中 不 相交 的 闭 集 ,那么 p (A) 和 p(B) 是 
X 中 不 相交 的 闭 集 .在 X 中 选取 不 相交 的 开 集 U 和 V 分别 包围 
p (A) 和 pp 1(B). 那 么 集合 p(U) 和 p(V) 在 Y 中 未 必 是 不 相 
交 的 ,也 未 必 是 开 的 .参看 图 37.1. 然而 集合 C=X-U 和 DD = 
XX 一 V 在 X 中 是 闭 的 ,从 而 p(C) 和 p(D) 在 Y 中 是 闭 的 .于 是 集 
合 Y 了 -p(C) 和 YY-p(D) 分 别 是 围绕 A 和 B 的 不 相交 开 集 . 

为 证 明 这 两 个 集合 是 不 相交 的 ,首先 我 们 指出 UN 站 NV= 2. 
取 余 集 , 我 们 就 有 

CUD=(X- UU(X-V)=X. 
那么 p(C)Up(D)= YY. 再 取 余 集 , 就 得 到 我 们 所 期 望 的 结果 
(Y¥Y -pO NGCY - £8(D))= 分， 

为 证 明 这 两 个 集合 分 别 包含 A 和 B, 首 先 注意 到 ,因为 C 与 
p “(A) 是 不 相交 的 ,所 以 集合 p(C) 不 与 A 相交 .因而 p(C)C 
Y -A. 取 余 我 们 就 有 Y 一 p(C) 忆 A .类似 地 ,Y 一 p(D) 包 含 B. 

口 


图 37.1 


如 果 站 "是 一 个 将 六 分 成 一 些 闭 子 集 的 划分 ,并 且 商 映射 jp; 
X 一 X "是 财 的 ,那么 按照 传统 习惯 我 们 把 X" 称 为 X 的 一 个 上 半 
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连续 的 分 解 .尤其 是 ,这 就 意味 着 对 于 X 的 每 个 闭 集 4 ,集合 p ! 
p(A) 一 一 我 们 把 它 称 为 A 的 饱和 一 一 在 X 中 也 是 闭 的 .在 些 情 
况 下 ,XX 的 正规 性 就 蕴涵 着 多" 的 正规 性 . 

定义 今 了 和 Y 是 不 相交 的 拓扑 空间 ; 令 A 是 X 的 闭 子 集 ; 
令 f:A 一 Y 是 连续 映射 , 我们 定义 一 个 商 空间 如 下 :作为 一 个 拓 
扑 和 而 把 XU TY 拓扑 化 .通过 把 每 个 集合 

[yt UF (y),y€EY 

等 同 于 一 点 而 构成 一 个 商 空间 .也 就 是 把 XUY 划分 成 这 些 集 合 
以 及 rEX- A 的 单 点 集 {xz} .我们 用 XUyY 表示 这 个 商 空 间 并 
称 之 为 由 三 决定 的 粘着 空间 .参看 图 37.2. 
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图 37.2 


令 p:XXUY>XUyY 是 这 个 两 映射 .我 们 首先 证 明 p 确定 
Y 与 外 UyY 的 一 个 闭 子 空间 的 同 胚 .显然 ,p |y 是 连续 的 并 且 是 
单 射 . 此 外 ,如 果 C 在 Y 中 是 闭 的 ,那么 FF'(C) 在 关中 是 闭 的 ， 
因为 f: A 一 Y 是 连续 的 而 且 A 在 X 中 是 闭 的 .由 此 可 知 

站 

在 XUY 中 是 闭 的 .那么 由 商 拓 扑 的 定义 ,p(C) 在 XUyY 中 是 
闭 的 .因而 piy 把 Y 同 胚 地 映射 到 久 U yY 的 闭 子 空 间 p(Y) 上 . 
平常 我 们 把 记号 混用 并 将 Y 等 同 于 p(Y). 

于 是 如 果 X 和 了 是 空间 ,那么 XUAY 也 是 了 空间 , 因 
为 每 个 等 价 类 在 XUY 中 是 闭 的 .上 面 的 定理 不 适用 于 为 我 们 提 
供 进 一 步 的 分 离 性 质 , 因 为 户 一 般 不 是 闭 映 射 . 可 是 ,我 们 仍 能 证 
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明 下 列 定理 . 
定理 37,2 如 果 X 鲜 和 YY 是 正规 的 ,那么 粘着 空间 有 UyY 也 
是 正规 的 . 
证 明 同 往常 一 样 ,A 在 关中 是 闭 的 ,f:A 一 Y 是 连续 的 . 令 
忠和 C 是 XU7Y 中 不 相交 的 闭 集 . 令 
Be» (BIN XS Cp (OMY; 
By=p (BNY;Cr= pp (CNY. 
参看 图 37.3, 由 Urysohn 引 理 ,我 们 能 够 选取 一 个 连续 郴 数 g: 
Y->[0,1] 把 By 映射 到 0 并 把 Cy 映射 到 1. 那么 图 数 g*f:A 一 
[0,1] 在 A 门 Bx 上 等 于 0, 在 A 门 Cx 上 等 于 1. 我 们 这 样 来 定义 
一 个 函数 
h:AU Bx UU Cy — 10,1), 
令 它 在 A 上 等 于 g。j ,在 Bx 上 等 于 0, 在 Cx 上 等 于 1. 因 为 A， 
Bx ,Cx 在 X 中 都 是 闭 的 ,所 以 映射 h 是 连续 的 .于 是 由 Tietze 扩 
张 定理 ,我们 能 够 把 扩张 成 一 个 在 整个 上 定义 的 连续 晴 数 上 . 
在 关上 等 于 而 在 Y 上 等 于 g 的 函数 XU Y-~[0,1j 是 连续 
的 . 它 在 每 一 个 等 价 类 上 是 常数 ,因为 当 yE f(A) 时 ,k&(f (y)= 
g(y)). 因 此 它 诱 导 XUY 到 [0,1] 内 的 一 个 连续 映射 并 且 使 它 
在 也 上 等 于 0, 在 C 上 等 于 1 副 


图 37.3 


我 们 已 经 定义 了 一 个 给 定 的 空间 X 的 拓扑 关于 X 的 一 族 子 
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空间 是 凝聚 的 意义 .我 们 将 要 在 下 文中 论述 分 离 公理 . 

首先 ,我们 要 把 凝聚 拓扑 的 概念 稍 作 扩充 .假设 我 们 有 一 族 拓 
扑 空间 {X, |] ,它们 的 并 集 X 并 无 任何 拓扑 .我 们 试图 找 出 这 样 的 
条 件 ,使 得 在 该 条 件 下 ,X 存在 一 个 拓扑 ,使 得 X。 都 是 拓扑 空间 
X 的 子 空间 ,而 且 这 个 拓扑 关 天 这 些 子 空间 X, 是 凝聚 的 . 

引 理 37.3 令 义 是 一 个 集合 , 它 是 各 拓扑 空间 及 ,的 并 . 

(a) 如 果 有 一 个 拓 站 空间 X7 以 及 为 底 集 合 , 并 且 每 一 个 义 ， 
都 是 Xr 的 一 个 子 空间 ,那么 X 有 这 样 一 个 拓扑 ,使 得 式 是 它 的 
子 空间 ,而 且 它 关于 久 是 凝聚 的 .这 个 拓扑 一 般 要 细 于 XT 的 拓 
扑 ， 

(b) 如 果 对 于 每 一 对 指标 a,B, 集 合 处, [Xs 无 论 是 在 义 , 中 
还 是 在 Xs 中 都 是 闭 的 ,并 且 从 它们 中 的 每 一 个 所 继承 的 子 空间 拓 
扑 都 是 相同 的 ,那么 有 一 个 关于 子 空 间 X, 凝聚 的 拓扑 .每 一 个 
X, 在 该 拓扑 中 都 是 财 集 ， 

证 明 (a) 让 我 们 用 下 述 的 方式 定义 一 个 底 集 合 为 X 的 拓 
扑 空间 X- :断言 一 个 集合 A 在 Xe 中 是 闭 的 当 且 仅 当 它 与 每 个 蕊 。 
的 交 是 X, 的 闭 集 . 这 种 集合 构成 的 集 族 包含 其 成 员 的 任意 交 和 
有 限 并 ,所 以 它 确实 在 集合 X 上 定义 一 个 拓扑 . 

如 果 A 在 X+ 中 是 闭 的 ,那么 因为 xX, 是 Xr 的 子 空间 ,所 以 
对 于 每 个 e ,集合 ANnX, 在 X, 中 是 闭 的 .由 此 可 知 ,A 在 Xc 中 
是 闭 的 .因而 Xe 的 拓扑 细 于 Xz7 的 拓扑. 

我 们 要 证 明 每 个 X。 都 是 Xe 的 子 空间 ,从 而 由 其 定义 可 知 ， 
Xc 关于 子 空间 X。 是 凝聚 的 .为 此 我 们 证 明 X。 的 闭 集 组 成 的 集 
族 等 于 具有 形式 A 门 X。 的 集合 组 成 的 集 族 ,其 中 A 在 Xc 中 是 闭 
的 .首先 注意 到 ,如 果 A 在 Xe 中 是 财 的 ,那么 由 Xe 的 定义 ,An 站 
X, 在 XX。 中 是 闭 的 .反之 , 设 B 在 X 中 是 闲 的 .因为 X, 是 Xr 的 
子 空间 ,所 以 对 于 在 Xr 中 为 闭 的 某 个 集合 A, 我 们 有 B= A 中 
多 .因为 Xe 的 拓扑 细 于 Xi 的 拓扑 ,所 以 集合 A 在 Xc 中 也 是 闭 
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的 .因而 正如 所 期 望 的 那样 ,对 于 在 Xc 中 闲 的 某 个 集合 A, 有 
A 

(b) 像 前 面 一 样 ,我 们 断言 A 在 Xi 中 是 闭 的 当 且 仅 当 对 于 
每 个 a ,A 门 X 在 XX 中 是 闭 的 ,并 且 以 此 在 集合 X 上 和 定义 一 个 拓 
扑 怀 - . 

我 们 证 明 每 个 X, 都 是 X 的 子 空间 ,那么 由 此 立即 可 知 , Xc 
关于 各 子 空 间 X. 是 凝聚 的 . 同 前 面 一 样 ,我 们 来 证 明 Xe。 的 闭 集 
组 成 的 集 族 等 于 形 如 A 门 X 的 集合 组 成 的 集 族 ,其 中 A 在 Xc 中 
是 闭 的 .首先 ,如 果 A 在 Xc 中 是 闭 的 ,那么 由 Xe 的 定义 ,A 门 X。 
在 X, 中 是 闭 的 .反之 , 设 B 是 XX, 的 闭 集 . 令 8 是 任何 指标 .因为 
X. 门 Xs 在 X。 中 是 闭 的 ,所 以 集合 

用 本 人 
是 XX, 的 闲 集 . 因为 承 门 XX 是 六 的 子 空间 ,所 以 它 也 是 X 门 Xe 
中 的 闭 集 .因为 X, 门 Xs 是 Xs 的 闲 子 空间 ,所 以 它 是 Xs 中 的 团 
集 .因为 8 是 任意 的 ,所 以 由 定义 ,B 是 Xc 的 闭 集 . 因而 正如 所 期 
望 的 那样 ,B= B 门 X, ,其 中 B 在 Xc 中 是 闭 的 . 

附带 地 ,我 们 已 证 明了 X。 的 每 个 闭 集 在 Xc 中 也 是 闭 的 . 特 

例 1 令 民 是 忆 中 的 一 个 复 形 由 于 EE 是 一 个 空间 ,因而 
1K | 就 有 一 个 从 E’ 继承 的 拓扑 .在 这 个 拓扑 中 ,天 的 每 个 单 形 都 
是 一 个 子 空间 .由 上 面 定 理 的 (a) 款 ,| K | 有 一 个 关于 各 子 空间 o 
是 凝 陈 的 拓扑 ,而 且 这 个 拓扑 一 般 细 于 |K1 从 BE’ 继承 的 拓扑 .这 
是 我 们 在 $2 中 直接 证 明 的 事实 . 

设 义 是 一 个 空间 , 它 的 拓扑 关于 它 的 子 空间 X, 是 凝聚 的 .一 
般 即 使 每 个 子 空间 X, 具有 很 好 的 分 离 性 质 ,X 也 未 必 具 有 这 些 
性 质 .然而 在 闭 子 空间 的 可 数 并 的 特殊 情况 下 ,我 们 能 够 证 明 下 面 
的 定理 . 

定理 37.4 令 义 是 一 个 室 间 , 它 是 某 些 子 空间 X, 的 可 数 
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并 . 设 X 的 拓扑 关于 空间 X, 是 凝聚 的 ,那么 若 每 个 义 , 是 正规 的 ， 
则 和 也 是 正规 的 . 

和 证明 如 果 p 是 XX 的 一 点 ,那么 对 于 每 个 i, | pl 门 X; 在 XX; 
中 是 闭 的 ,因而 ip| 在 关中 是 闭 的 .所 以 X 是 TT 空间. 

令 A 和 8B 是 X 中 不 相交 的 闭 集 .定义 Yo=AUB, 而 且 对 于 
n 之 0, 定义 

Y, = 一 XU…UXUAUB. 

我 们 通过 令 在 A 上 等 于 0, 在 8B 上 等 于 1 来 定义 一 个 连续 函 
数 万:Yo 一 工 一 般 假 设 我 们 已 经 给 出 一 个 连续 函数 ff: i 
空间 Xi 是 正规 的 而 且 YY 站 和 X 在 X 中 是 闭 的 .我 们 利用 
Tietze 定理 把 图 数 上 | 交 站 和 扩张 成 一 个 连续 图 数 g: ,1 
一 了 .因为 Y 和 Xi 是 下 3 的 闭 子 集 , 所 以 图 数 上 和 g 联合 定义 
一 个 连续 晤 数 41; Y 了 ,11 悦耳 它 是 所 的 扩张 .各 函数 有 又 联合 
定义 一 个 函数 f;:X 一 1, 它 在 A 上 等 于 0, 在 B 上 等 于 1. 因 为 XX 
具有 关于 各 子 空间 六, 的 凝聚 拓扑 ,所 以 映射 f 是 连续 的 . 口 
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1. 令 X 是 一 个 集合 , 它 是 一 族 拓扑 空间 1X.| 的 并 . 设 每 个 集合 X, 门 Xs 
分 别 从 XX。 和 Xs 继承 的 拓扑 是 相同 的 . 

(a) 证 明 如 果 对 于 每 一 对 a,86,X, 门 Xs 在 X。 和 Xs 中 都 是 开 的 ,那么 六 
有 一 个 拓扑 使 得 各 X, 都 是 它 的 子 空间 . 

(b) 了 X 一 般 没 有 这 样 的 拓扑 使 得 每 个 X, 都 是 一 个 子 空间 .[ 提 示 : 令 A， 
B,C 是 RR 的 三 个 不 相交 子 集 , 其 中 每 一 个 都 是 在 R 中 稠密 的 . 令 A,B， 
Xi 一 R-~ A,X, = R-B 都 被 拓扑 化 为 的 子 空间 ; 令 六 ;= AUB 被 拓扑 化 
成 为 A 和 8B 的 拓扑 和 . 令 X= XX UX, UX ,计算 A.] 

2. 回想 到 , 若 了 = Z，, 则 我 们 以 R ”表示 空间 怠 .每 个 空间 了" x0 是 R” 
的 一 个 子 空间 .证 明 由 


f(x) 2 Dix; 
i=1 
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给 出 的 函数 f;R” 一 R 按照 R 的 通常 (度量 ) 拓 扑 是 不 连续 的 ,但 是 按照 关 
于 各 子 空间 R" x0 肇 聚 的 拓扑 是 连续 的 . 

3. 令 X 是 一 个 空间 . 令 Xe 表示 集合 和 装备 了 关于 大 的 紧 子 空间 族 为 
钱 聚 的 拓扑 ， 

(a) 证 明 X 的 一 个 子 集 B 在 它 从 XX 断 承 的 拓扑 中 是 紧 的 , 当 且 仅 当 它 
在 从 Xe 继承 的 拓扑 中 是 紧 的 .[ 提 示 : 也 可 以 证 明 这 两 个 不 同 的 子 空间 拓扑 
在 集合 B 上 实际 上 是 相同 的 拓扑 .| 

(b) 如 果 一 个 空间 的 拓扑 关于 它 的 紧 子 空间 族 是 凝 队 的 ,那么 我 们 把 这 
个 空间 称 作 是 紧 生 成 的 .证 明 Xc 是 紧 生 成 的 . 推 证 (Xc)e = Xe， 

(c) 证 明 包 含 鼎 射 Xe 一 X 在 奇异 同调 中 诱导 一 个 同 构 . 

(d) 一 般 令 XX CY 表示 从 XXY 导出 的 紧 生 成 拓扑 (Xx Y)c .证明 如 
困 KK 和 工 是 复 形 , 那 么 |K1x CIlL | 的 拓扑 关于 各 子 空间 o x rz 是 凝聚 的 ,其 
中 ,coE€E kK,rEL. 与 § 20 的 习题 6 进行 比较 .[ 提 示 : 如 果 DCXXxXY 是 紧 的 ， 
那么 DCA x BCXXxY, 其 中 A 和 BB 是 紧 的 .| 

4. 证 明 对 于 不 可 数 集 族 来 说 定理 37.4 不 成 立 .[ 提 示 : 令 和 是 一 个 不 可 
数 的 良 序 集 并 且 具 有 最 小 元 0 和 最 大 元 ,使 得 对 于 每 一 个 < 和 < 吕 来 说 [0， 
a] 都 是 可 数 的 ,那么 [0,Q) x[0,0] 不 是 正规 的 .参看 文献 [Muj ,第 201 页 ， 
或 者 文献 [Kj] ,第 131 页 .| 
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我 们 已 经 说 过 ,单纯 同调 的 优点 之 一 是 它 的 有 效 可 计算 性 .但 
实际 上 ,这 种 说 法 可 能 会 在 某 种 程度 上 使 人 产生 误解 .实际 上 除了 
最 简单 的 情况 之 外 ,在 所 有 情况 下 直接 计算 所 包含 的 工作 量 都 大 
得 无 法 付 诸 实 践 .甚至 当 我 们 在 $6 计算 象 环 面 和 Klein 这 样 简单 
的 空间 的 同调 时 ,我们 都 不 能 直接 进行 ,而 是 使 用 了 (一 种 相当 特 
殊 类 型 的 ) 几 何 论证 把 它 归 结 为 更 简单 情况 的 计算 . 

现在 我 们 把 这 些 特殊 技巧 提炼 成 计算 同调 群 的 系统 方法 .这 
种 方法 将 不 仅 适 用 于 单纯 同调 ,而且 也 适用 于 奇异 同调 .本 节 我 们 
要 引信 一 种 比 单 纯 复 形 更 一 般 的 复 形 的 概念 . 它 是 由 本 'H CC 
Whitehead 发 明 的 , 称 为 “CW 复 形 ”. 下 一 节 我 们 将 说 明 如 何 对 每 
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个 CW 复 形 指派 一 个 确定 的 链 复 形 , 称 为 它 的 “ 胞 腔 链 复 形 ”, 它 
能 够 用 来 计算 其 底 空 间 的 同调 . 这 种 链 复 形 处 理 起 来 将 比 奇异 链 
复 形 或 单纯 链 复 形 要 简单 和 容易 得 多 .在 最 后 一 节 , 除 了 其 它 情况 
之 外 ,我 们 还 将 应 用 这 些 方法 来 计算 实 射影 空间 和 复 射 影 空 间 的 
同调 . 

定义 ”回想 到 当 一 个 空间 与 B” 同 胚 时 ,我 们 就 把 它 称 为 一 
个 mx 维 胞 腔 . 若 它 同 肛 于 IntB”, 则 称 之 为 m 维 开 胞 腔 . 在 每 种 
情况 下 ,整数 mx 都 是 由 所 论 及 的 空间 唯一 确定 的 . 

定义 一 个 CW 复 形 是 一 个 空间 X 和 和 一族 不 相交 的 开 胞 腔 
es ,它们 的 并 是 X ,而 且 使 得 ， 

(1) 大 是 Hausdortf 空间 . 

(2) 对 于 族 中 的 每 一 个 mx 维 开 胞 腑 e. ,存在 一 个 连续 映射 
矿 :B"~X 把 IntB” 同 胚 地 映射 到 e, 上 并 且 把 BdB” 映 射 到 一 些 
维 数 低 于 mx 的 开 胞 腔 的 一 个 有 限 并 之 中 . 

(3) 如 果 对 于 每 个 ,A 仆 e, 在 e, 中 是 闭 的 ,那么 集合 A 在 X 
中 是 闭 的 . 

J .H.C Whitehead 把 条 件 (2) 的 有 限 性 部 分 称 为 “ 闭 包 有 限 
性 ” ;条件 (3) 则 表达 了 这 样 一 个 事实 :X 具有 他 所 说 的 关于 集 族 
1e, | 的 “ 弱 据 扑 ”. 这些 术语 正 是 ”CW 复 形 这 个 短语 中 字母 C 和 
W 的 由 来 . (“closure-finiteness 十 ”weak tcpology 一 C.W.) 

我 们 通常 用 e. 来 表示 e。 一 e. . 我们 注意 到 条 件 (1) 和 (2) 蕴 涵 
着 把 B” 映射 到 e,。 上 并 且 把 BdB” 上 映射 到 e。 上 :因为 f 是 连 
续 的 ,所 以 它 把 B" 一 一 IntB” 的 闭 包 一 一 映 入 f. (IntB”) 的 团 包 
e。 中 ,因为 ALB”) 是 紧 的 ,所 以 它 是 财 的 (由 于 和 是 Hausdorff 空 
间 ); 因 为 它 包含 e, ,所 以 它 必 包 含 e, .从 而 有 .(B”)= ,最 后 , 因 
为 f.(BdB”" ) 与 e。 不 相交 ,所 以 它 必 然 等 于 @,. 

我 们 还 注意 到 (3) 的 逆 平 凡 地 成 立 ; 如 果 A 在 X 中 是 闭 的 , 那 
么 对 于 每 个 a,A 门 e, 在 e。 中 是 财 的 . 

我 们 把 上 称 为 开 胞 腔 e。 的 “特征 映射". 请 注意 到 在 CW 复 
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形 的 定义 中 ,映射 上 并 不 是 唯一 指定 的 .只 有 空间 X 和 集 族 | e.! 
被 指定 .我 们 习惯 上 将 记号 混用 并 且 把 符号 三 既 用 来 指 CW 复 形 
也 用 来 指 底 空 间 . 

一 个 有 限 CW 复 形 X 是 指 其 开 胞 腔 族 为 有 限 的 CW 复 形 .如 
果 X 仅 有 有 限 多 个 开 胞 用 ,那么 条 件 (2) 的 有 限 性 部 分 自动 成 立 ， 
而 且 条 件 (3) 被 其 它 条 件 蕴涵 : 若 集 合 A [le, 在 e。 中 是 闭 的 , 则 它 
在 义 中 是 闭 的 ;那么 由 于 A 是 这 种 集合 的 有 限 并 ,所 以 A 在 XX 
中 也 是 团 的 . 

一 个 有 限 CW 复 形 当然 是 紧 的 . 反 过 来 ,一 个 CW 复 形 X 的 
任何 紧 子 集 A 只 能 与 X 的 有 限 多 个 开 胞 腔 相交 .我 们 把 证 明 留 作 
习题 ,在 证 明 中 需要 用 到 条 件 (2) 的 有 限 性 部 分 . 

下 列 引 理 是 我 们 关于 凝 罕 拓扑 的 一 般 结 果 ( 参 看 $3 20) 的 一 个 
直接 推论 . 

引 理 38.1 令 义 是 一 个 带 有 开 胞 腔 e, 的 CW 复 形 . 通 数 ff: 
XX 一 Y 是 连续 的 当 且 仅 当 对 每 个 a,f|e, 是 连续 的 .函数 下 : 买 头 
1->Y 是 连续 的 当 且 仅 当 对 每 个 a,F|(E, XI 了) 是 连续 的 . (9 

例 1 像 往常 一 样 ,把 环 面 看 作 是 一 个 矩形 的 商 空间 .参看 图 
38.1. 我 们 可 以 把 工 表示 成 一 个 CW 复 形 . 它 具 有 单个 2 维 开 胞 
腔 ( 算 形 的 内 部 在 x 下 的 象 ) 两 个 1 维 开 胞 腔 ( 开 边 的 象 ) 和 一 个 
0 维 开 胞 腔 ( 顶 点 的 象 ) .那么 条 件 ( 世 一 (3) 立 即 成 立 . 


如 用 [a 
B BR 
Ea 7 T 
图 38.1 


类 似 地 ,我 们 也 可 以 把 Klein 瓶 表示 成 一 个 CW 复 形 , 它 与 环 
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面 在 每 一 维 数 下 都 有 相同 数目 的 胞 腔 . 射影 平面 可 以 表示 成 在 0， 
1,2 每 一 个 维 数 下 各 有 一 个 胞 腔 的 CW 复 形 . 

更 一 般 地 ,在 $6 习题 中 的 讨论 说 明了 怎样 能 把 xn 重 连 通 和 
丁 划 … 间 人 丁 (或 P 间 … 间 P' ) 表 示 成 一 个 CW 复 形 , 它 在 2 维 有 一 
个 开 胞 腔 在 0 维 有 一 个 开 胞 腔 而 在 1 维 有 2z 个 (或 相应 地 及 n 
个 ) 开 胞 腔 . 

类 似 地 ,& 裙 笔 伯 帆 可 以 表示 成 在 0,1,2 每 个 维 数 下 各 有 一 
个 开 胞 腔 的 CW 复 形 . 

例 2 从 B" 经 过 将 BdB" 反 缩 到 一 点 而 形成 的 商 空 间 同 豚 
于 S". (我 们 把 证 明和 留 给 读者 . ) 因 此 ,S” 可 以 表示 成 一 个 CW 复 
形 , 它 有 一 个 n 维 开 胞 腔 和 一 个 0 维 开 胞 腔 , 而 且 根 本 没有 任何 
其 它 维 数 的 胞 腔 . 参 看 图 38.2. 


图 38.2 


例 3 条 件 (2) 不 要 求 f (BdB”) = e。 等 于 一 族 低 维 开 胞 腔 之 
并 .例如 ,图 38.3 中 所 画 出 的 空间 X 是 一 个 在 0,1,2 每 一 个 维 数 
下 各 有 一 个 开 胞 腔 的 CW 复 形 .如 果 e, 是 2 维 开 胞 腔 , 那 么 e, 在 
低 维 开 胞 腔 的 并 中 ,但 却 不 等 于 它 . 

例 4 令 天 和 工 是 单纯 复 形 ,并 设 KK 是 局 部 有 限 的 .我 们 可 
以 对 xz 筷 氏 和 rzrE 工 权 集 合 (Intc) x (fntr) 作 为 空间 X= 1K|x 
1 亏 | 规 的 胞 腔 而 把 它 表 示 成 一 个 CW 复 形 .在 这 种 情况 下 ,可 把 特 
征 映 射 
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图 38 .3 


取 成 同 胚 .而 且 在 这 种 情况 下 ,Bd(c x r) 等 于 低 维 开 胞 腔 的 并 .条 
件 (3) 是 $20 习题 6 的 一 个 推论 , 它 依赖 于 天 的 局 部 有 限 性 . 因 
而 |Ki x | 元 | 是 一 种 特殊 类 型 的 CW 复 形 .现在 我 们 给 出 正式 定 
义 ， 

一 个 CW 复 形 XX, 如 果 对 它 来 说 ,映射 f. 能 够 取 成 同 胚 ,而 且 
每 个 集合 e, 等 于 X 的 有 限 多 个 开 胞 腔 的 并 ,那么 我 们 把 它 称 为 一 
个 正则 胞 腔 复 形 .一 个 正则 胞 腔 复 形 X 总 能 被 三 角 剖 分 ,因而 X 
的 一 个 闭 胞 腔 是 一 个 子 复 形 的 可 剖 空 间 . 其 证 明 类 似 于 我 们 对 
1K1 x 了 所 给 出 的 证 明 . 

例 5 在 拓扑 学 中 许多 用 来 从 旧 空 间 构 成 新 空间 的 构造 方 
法 , 当 把 它们 应 用 于 CW 复 形 时 ,就 会 产生 出 新 的 CW 复 形 . 例 
如 ,车 Y 是 局 部 紧 的 ,那么 两 个 CW 复 形 之 积 和 XxY 也 是 一 个 
CW 复 形 .类 似 地 , 烙 着 空间 经 常 可 以 作成 CW 复 形 . 如 果 有 A 是 X 
的 一 个 子 复 形 ,那么 胞 腔 映 射 f: A 一 Y 是 这 样 一 个 映射 , 它 把 A 
的 每 一 个 p 维 胞 腔 映 射 到 YY 的 一 些 至 多 p 维 的 开 胞 腔 的 并 中 .在 
这 种 情况 下 ,我 们 可 以 证 明 精 着 空间 XUyY 是 一 个 CW 复 形 . 

定义 令 久 是 一 个 CW 复 形 ; 令 Y 是 X 的 一 个 子 空间 , 它 等 
于 X 的 开 胞 腔 之 并 .假设 对 于 X 的 每 一 个 包含 在 Y 中 的 开 胞 腔 
e, , 它 的 闭 包 也 包含 在 Y 中 .那么 我 们 将 证 明 Y 在 X 中 是 一 个 财 
集 ,而 且 Y 凭 其 自身 的 条 件 也 是 一 个 CW 复 形 ,我 们 把 它 称 为 X 
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的 子 复 形 . 尤 其 是 和 的 子 空间 XX? 它 是 的 至 多 是 p 维 的 开 
胞 腔 之 并 一 一 满足 这 些 条 件 . 因而 它 是 X 的 一 个 子 复 形 ,我 们 把 
它 称 为 六 的 p 维 骨 架 . 

显然 ,Y 是 Hausdorff 空间 . 如果 e, 是 X 的 一 个 包含 在 Y 中 
的 mm 维 开 胞 腔 , 那 么 它 的 特征 鼎 射 让:B" 一 X 把 B” 映射 到 。。 
上 ,由 假设 e。 包含 在 Y 中 .X 的 与 f, (BdB”)= e, 相交 的 开 胞 腔 
必定 在 Y 中 ,因而 把 BdB” 映 和 信 Y 的 有 限 多 个 开 胞 腔 的 并 内 . 
只 剩 下 要 证 明 Y 具备 由 条 件 (3) 指 定 的 拓扑 . 

令 BCY, 设 对 于 每 一 个 包含 在 Y 中 的 e,,B 门 e, 在 e。 中 是 
闭 的 .如 果 es 是 一 个 不 包含 在 Y 中 的 胞 腔 ,那么 ep 不 与 Y 相交 . 
因此 Y 门 esCes, 所 以 Y 门 eg 在 Y 的 有 限 多 个 开 胞 腔 ( 比 方 说 是 
el ,64 ) 的 并 之 中 .那么 

Bie ee LB Te t(D Le ll 
由 假设 ,B 门 e; 在 e; 中 是 闭 的 ,从 而 在 X 中 也 是 阔 的 .所 以 ,Besg 
在 X 中 是 闭 的 ,特别 是 在 es 中 是 闭 的 .因为 8 是 任意 的 ,所 以 由 
此 可 知 B 在 X 中 是 闭 的 ,尤其 是 就 像 我 们 所 期 望 的 那样 ,在 Y 中 
是 闭 的 . 

这 就 说 明 Y 具有 条 件 (3) 所 指定 的 拓扑 . 同时 也 说 明 ,如果 百 
在 Y 中 是 闭 的 ,那么 在 X 中 就 是 财 的 ,尤其 是 了 目 身 在 天 中 
是 闭 的 . 

正如 下 面 的 例子 说 明 的 那样 ,条件 (2) 的 有 限 性 部 分 对 于 我 们 
刚才 证 明 的 结果 是 至 关 重要 的 . 

例 6 令 X 按 其 通常 拓扑 是 平面 上 的 一 个 2 维 单 形 o. 把 X 
分 解 为 单个 2 维 开 胞 腔 Intc 无 限 多 个 1 维 开 胞 腔 和 无 限 多 个 0 
维 细胞 腔 , 如 图 38.4 所 示 . 那么 除 条 件 (2) 的 有 限 性 以 外 ,XX 满足 
CW 复 形 的 所 有 条 件 . (条 件 (3) 是 平凡 的 ,因为 Inte 的 闭 包 等 于 
叉 .) 令 Y 了 是 X 的 1 维 胞 腔 和 0 维 胞 腔 的 并 ,如 果 对 于 每 个 1 维 胞 
腔 和 0 维 胞 腔 e, 来 说 ,Ce, 在 e, 中 是 闵 的 , 则 称 C 在 Y 中 是 闭 
的 ,并 以 此 将 YY 拓扑 化 .那么 YY 是 一 个 CW 复 形 ,但 它 不 是 六 的 
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图 38.4 


子 复 形 . 因 为 和 的 子 空间 Bdo 是 紧 的 ,而 Y 却 不 是 . 

定义 ”如 果 一 个 CW 复 形 和 能 以 如 下 的 方式 被 一 个 复 形 天 
三 角 刘 分 :和 的 每 一 个 骨架 2 被 天 的 一 个 至 多 p 维 的 子 复 形 三 
角 放 分 ,那么 我 们 说 X 是 一 个 可 三 角 前 分 的 CW 复 形 .1 

在 前 面 的 例子 中 所 所 到 的 每 个 CW 复 形 都 是 可 三 角 训 分 的 
CW 复 形 .现在 我 们 给 出 一 个 不 可 三 角 谢 分 的 CW 复 形 的 例子 .其 
证 明 要 用 到 $35 中 关于 局 部 同调 群 的 结果 . 

例 7 令 A 是 R 的 一 个 子 空间 , 它 是 一 个 正方 形 和 一 个 三 
角形 的 并 使 得 三 角形 的 一 边 与 正方 形 的 对 角 线 D 恰好 重合 .参看 
图 38.5. 那 么 A 是 由 具有 一 条 公共 边 的 三 个 三 角形 所 组 成 的 复 
形 的 空间 .现在 在 正方 形 内 画 一 条 捍 动 的 1 维 胞 腔 C ,与 对 角 线 交 


于 无 穷 多 个 点 ,这 是 一 个 全 不 连通 集 . (曲线 zsin( 二 ) 就 是 这 样 . ) 


取 3 维 球 B3 而 且 通 过 映射 f:BdB;->C 把 它 附 贴 到 A 上 ,并 且 此 
映射 把 S 中 从 南极 到 北极 的 一 条 大 贺 弧 同 胚 地 映射 到 1 维 胞 
腔 C 上 . 容易 看 出 ,所 得 到 的 粘 合 空间 X 是 一 个 CW 复 形 .把 4 
的 开 单 形 看 成 0,1,2 维 的 开 胞 腔 ,并 且 把 IntB” 看 作 3 维 开 胸腔 
e:; .我 们 要 证 明 空 间 X 不 能 被 三 角 齐 分 ,因此 特别 地 作为 一 


1 维 数 条 件 实际 上 是 多 余 的 .参看 习题 2 
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CW 复 形 , 它 是 不 可 三 角 剂 分 的 . 

设 有 :|1K1l 一 X 是 一 个 三 角 痢 分 .首先 我 们 把 X 写成 不 交 并 

X=(A-C)UCLU e,. 
于 是 若 zx Ee; ,那么 H;(X, 久 一) 是 无 限 循环 的 ,因为 zx 有 一 个 
邻 域 同 胚 于 3 维 开 球 . 舅 一 方面 ,如 果 x EA 一 C, 那 么 H;(X， 
多 一 工 ) 为 零 , 因 为 x 有 一 个 邻 域 完全 在 2 维 复 形 A 中 . (参看 引 
理 35.6.) 从 引 理 35.2 可 知 , 如 果 o 是 KK 的 单 形 ,那么 h(Into) 不 
可 能 与 A - C 和 es 都 相交 .这 说 明 h(o) 或 者 在 4 中 ,或 者 在 es 
中 .因而 A 和 es 被 疡 三 角 前 分 ,从 而 4mes = C 也 被 产 三 角 剂 
分 . 
另 一 方面 ,类 似 的 推理 证 明 DD 被 h 三 角 训 分 .考虑 A 的 局 部 

同调 群 日 ,(A ,A 一 工 ) .在 DD 内 部 的 每 一 个 点 x,H,(A,A 一 工 ) 衬 
Z 由 Z. (因为 A 能 表示 成 一 个 以 z 为 顶点 且 底 同 胚 于 “68 曲线 ”的 
锥 , 故 由 长 正 合 同调 序列 , 昌 (A,A 一 x) 宇 FH1(9) 守 ZZ 了 岂 Z.) 在 A 
的 每 一 个 不 在 D 中 的 点 工 处 ,或 者 H,(A ,A 一 z+) 宇 Z( 者 x 在 一 
个 三 角形 的 内 部 ), 或 者 H,(A,A 一 x) = 0. 我 们 断定 ,如 果 
h(Into) 与 D 的 内 部 相交 , 则 它 在 D 内 .那么 DD 被 kh 三 角 旗 分 . 

这 说 明 CMD 被 4 三 角 宅 分 .但 这 是 不 可 能 的 ,因为 CND 
有 无 限 多 个 分 支 ,而 KK 是 一 个 有 限 复 形 . 


a 


图 38.5 


* 273 ， 


把 一 个 CW 复 形 看 作 是 从 一 族 团 球 通过 构成 适当 的 商 空 间 
而 建立 起 来 的 一 个 空间 ,或 者 用 这 种 方法 构造 的 一 个 CW 复 形 ， 
就 像 我们 在 上 面 的 例子 中 所 做 的 那样 ,这 常常 是 有 益 的 .下 面 的 两 
个 定理 说 明 如 何 来 做 . 

一 个 CW 复 形 X 的 维 数 是 X 的 胞 腔 的 最 大 维 数 ,假如 这 样 的 
维 数 存在 ;否则 就 称 它 是 无 穷 维 的 . 

定理 38.2 (a) 设 XX 是 一 个 p 维 的 CW 复 形 .那么 X 同 肛 于 
一 个 粘着 空间 ,该 空间 是 从 KX? 与 户 锥 闭 球 的 拓扑 和 3B。 用 连 
续 映 射 g: BdB 一 X2 ”构成 的 .从 而 大 是 正规 的 . 

(b) 反之 , 令 Y 是 一 个 至 多 pp 一 1 维 的 CW 复 形 , 令 5B, 是 p 
维 闭 球 的 拓扑 和 ,再 令 g: 5BdB, 一 Y 是 一 个 连续 映射 .那么 从 了 
和 5B, 用 g 构成 的 粘着 室 间 义 是 一 个 CW 复 形 , 而 且 Y 是 它 的 p 
-1 维 骨 和 轨 . 

证 阴 (a) 对 于 X 的 每 一 个 p 维 胞 腔 e, ,给 出 特征 映射 f: 
Bp 一 ce . 邻 B= Br?x 1al, 令 5B, 是 这 些 不 相交 的 p 维 球 的 拓扑 
和 和 .构成 拓扑 和 

E= Xr* UU(zB,), 
而 且 定 义 x:E 一 XX 如 下 : 令 x 在 XY "上 等 于 包含 映射 ,而 在 B. 
上 等 于 复合 映射 
B.=Bx|al ~ Be x. 
为 证 明 (a), 只 需 证 明 x 是 商 映射 就 行 了 . 

显然 x 是 连续 的 而 且 是 满 射 . 设 C 是 X 的 子 集 且 x '(C) 在 
E 中 是 财 的 .那么 ， 

x ON =CNNX* 在 XY” 中 是 闲 的 . 

(2) 对 于 每 个 a,x'(C) 门 B, 在 B, 中 是 闭 的 ， 

第 一 个 条 件 列 涵 着 每 当 dimes 达 pp 时 ,C 门 eg 在 es 中 是 闭 的 . 
因为 B, 是 紧 的 且 x 是 连续 的 ,所 以 第 二 个 条 件 蕴涵 着 x(x (CC) 
门 B,)= CNe, 是 紧 的 .由 于 是 Hausdorff 空间 , 故 每 当 dime。 = p 

- 274 ， 


时 ,Ce, 在 X 中 是 闭 的 并 因此 在 e。 中 是 闭 的 .从 而 C 在 X 中 是 
闭 的 ,因而 正如 我 们 所 期 望 的 那样 , x 是 一 个 商 映 射 . 

X 的 正规 性 可 从 定理 37.2 得 出 ,我 们 可 用 关于 p 的 归纳 法 
来 进行 . 

(b) 令 f:YU( 3B,) 一 XX 是 所 假设 的 商 映 射 .于 是 由 (a) 球 ， 
Y 是 正规 的 ,而 且 3B, 是 正规 的 .从 定理 37.2 可 知 ,X 是 正规 的 
(尤其 还 是 Hausdorff 的 ) .我 们 照常 把 Y 看 作 粘 着 空间 X 的 一 个 
子 空间 ,那么 和 在 Y 上 等 于 包含 映射 ,而 在 ZEBdB. 上 等 于 g .我们 
定义 X 的 开 胞 膝 是 立 的 胞 腔 1eo1( 维 数 低 于 pp 时) 和 胞 腔 e. = 
f(IntB, )( 当 维 数 等 于 p 时 ). 因为 IntB, 在 拓扑 和 YU(2B,) 中 
是 开 的 ,而 且 关 于 f 是 饱和 的 ,所 以 在 IntB.。 上 的 限制 是 一 个 商 
映射 . 又 因为 是 1-1 的 ,所 以 它 是 一 个 同 胚 .因而 把 IntB。 同 肚 
地 映射 到 e, 上 ,因此 如 所 期 望 的 那样 ,e, 是 一 个 p 维 开 胸腔. 

我 们 来 检验 条 件 (2) 对 于 CW 复 形 成 立 .我 们 已 经 指出 ,映射 
天 = 了 用 B, 把 IntB。 同 是 地 映射 到 集合 e。 上 .由 构造 方法 知道 ,了 
把 B4B, 映射 到 YY 中, 而且 Y 是 维 数 低 于 p 的 胞 腔 之 并 .因为 
BdB, 是 紧 的 ,所 以 集合 f(BdB, ) 是 Y 的 紧 子 集 . 因 为 Y 是 一 个 
CW 复 形 ,所 以 它 只 与 Y 的 有 限 多 个 开 胞 腔 相 交 ,从 而 条 件 (2) 满 
足 . 

条 件 (3) 容 易 得 出 . 设 C 是 X 的 子 集 且 对 每 个 开 胞 腔 e., Cn 

e, 在 e. 中 是 闭 的 .我 们 要 证 明 广 CC) 在 YU( 王 .) 中 是 财 的 .由 
此 得 出 C 在 X 中 是 财 的 . 

首先 注意 到 广 !(C ynY=C 站 工 . 困 对 每 个 维 数 低 于 p 的 胞 
腔 ,Cnes 在 es 中 是 闭 的 ,所 以 CNY 在 Y 中 是 朵 的 .类 似 地 有 

F(T Ce Da 
在 这 里 我 们 利用 了 F(B, ) = e。 这 一 事实 .现在 由 假设 ,C[le, 在 e。 
中 是 闭 的 ,并 因此 在 X 中 是 闭 的 .我 们 应 用 的 连续 性 可 以 看 出 
fi(CN ej) 川 B 在 B 中 是 闭 的 . 因而 正如 所 期 望 的 那样 ， 
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广 (C) 是 闭 的 ， 口 

定理 38.3 (al) 令 和 是 一 个 CW 复 形 .那么 对 于 每 一 个 p， 
Xr? 都 是 Xe 的 闭 子 空间 ,而 且 磋 是 室 间 XICXIC… 的 凝聚 并 . 
因此 站 是 正规 的 . 

(b) 反之 , 设 对 于 每 个 pp, 义 , 是 一 个 子 复 形 ,而 且 X 等 于 
XI 的 户 维 骨架 .如果 大 是 诸 空间 X。 的 凝聚 并 ,那么 义 是 一 个 
CW 复 形 并 以 X, 为 其 pp 维 肖 架 . 

证 明 (a) 假设 对 每 个 p,C 门 X? 在 X? 中 是 闭 的 .那么 对 于 
每 一 个 至 多 p 维 的 胞 腔 e,,C 门 es 在 e 中 是 闭 的 .由 于 p 是 任意 
的 ,所 以 我 们 断定 C 在 X 中 是 闭 的 . 因而 和 具有 关于 了 于 空间 不 
是 凝聚 的 拓扑 . 正规 性 从 定理 37.4 得 出 . 

(b) 如 果 p<a ,那么 X, 站 X, =X， 既是 X。 的 闭 子 空间 又 是 
X, 的 闭 子 空间 .因此 ,由 定理 37.3 的 (b) ,在 X 上 有 一 个 关于 子 
空间 X, 凝聚 的 拓扑 ,而且 每 个 X, 在 X 中 是 财 的 .下 上 面 的 定理 ， 
每 个 空间 X, 都 是 正规 的 ,因此 由 定理 37.4,X 是 正规 的 (特别 还 
是 Hausdorff 的 ). 对 于 CW 复 形 而 言 ,条 件 (2) 是 平 几 的 .我 们 来 
检验 条 件 (3), 设 对 于 每 个 胞 腔 e ,Ce 在 e. 中 是 闭 的 ,那么 
CN X, 在 XX, 中 是 团 的 ,因为 X, 是 一 个 CW 复 形 . 于 是 C 在 和 中， 
是 闭 的 ,因为 XX 的 拓扑 关于 诸 空间 X, 是 凝聚 的 . 口 ] 

有 时 候 人 们 由 一 个 空间 开始 并 试图 赋 子 它 CW 复 形 的 结构 . 
我 们 在 例 1 一 例 3 就 是 这 样 做 的 . 另 一 方面 ,人 们 有 时 试图 通过 把 
球 黏 接 在 一 起 的 办 法 构造 出 本 身 是 CW 复 形 的 新 空间 .我 们 在 例 
7 中 正 是 这 样 做 的 . 一般 的 构造 方法 在 我 们 刚才 证 明 的 两 个 引 理 
中 描述 过 . 这 种 构造 方法 极 大 地 扩充 了 代数 拓扑 所 感 兴趣 的 空间 
类 . 


习 题 


1, 令 久 是 一 个 CW 复 形 ; 令 A 是 XX 的 一 个 紧 子 集 . 
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(a) 证 明 A 只 与 XX 的 有 限 多 个 开 胞 腔 相 交 . 在 这 个 证 明 中 ,你 在 什么 地 
方 要 用 到 “ 闭 包 有 限 性 ”? 

(b) 证 明 A 在 X 的 一 个 有 限 子 复 形 中 . 

2. 令 针 是 一 个 CW 复 形 . 设 六 :| 攻 | 一 和 是 和 的 一 个 三 角 前 分 , 它 能 诱 
导 每 个 骨架 Xr? 的 一 个 三 角 剂 分 . 

(a) 证 明太 诱导 每 个 集合 e。 的 一 个 三 角 痢 分 ， 

(b) 证 明 如 果 开 , 是 K 的 能 够 三 角 痢 分 闪 的 一 个 子 复 形 , 那 么 KK, 的 维 
数 至 多 为 p.[ 提 示 : 利 用 局 部 同调 群 .] 

3. 令 和 是 一 个 CW 复 形 . 证 明 X 的 拓扑 是 紧 生 成 的 . (参看 $37 的 习 
题 3.) 

4. 令 久 和 Y 都 是 CW 复 形 .那么 XxY 是 开 胞 腔 e x es 的 并 ， 人 g, 
是 XX 的 胸腔,es 是 Y 的 胸腔 . 

(a) 证 明 如 果 立 是 局 部 紧 的 ,那么 XxY 是 CW 复 形 . 

(b) 证 明 多 XxcY 一 般 是 CW 复 形 .( 参 看 $37 的 习题 3). 

5. 证 明 一 个 正则 胞 腔 复 形 能 被 三 角 剖 分 并 使 得 每 个 闭 胞 腔 是 一 个 子 复 
形 的 可 放空 间 . 


$39 CW 复 形 的 同调 


现在 我 们 来 说 明 如 何 计算 CW 复 形 的 奇异 同调 . 

贯穿 本 节 , 我 们 将 始终 用 XX 表示 一 个 带 有 开 胞 腔 e。 和 特征 映 
射 ££ 的 CW 复 形 .符号 日 , 一 般 表示 奇异 同调 ,但 是 者 X 碰巧 是 
可 三 角 剖 分 的 CW 复 形 ,那么 HH, 也 能 用 来 表示 单纯 同调 ,因为 在 
奇异 理论 和 单纯 理论 之 间 有 一 种 自然 同 构 . 

定义 ”如 果 是 一 个 CW 复 形 , 令 

DX HU 

令 3:D,(X) 一 Di(X) 定 义 为 复合 映射 


ds 
再 (TD —> Hi (X*!) 一 人 OCX X*™?) 


其 中 7 是 包含 映射 .了 =0 可 以 
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Hi (X°!) > H, (Xe , Ko) > H, (XT) 
是 正 合 的 这 一 事实 得 出 .我 们 把 链 复 形 9 (X) = 1D,(X),91 称 为 
X 的 胞 腔 链 复 形 . 

例 1 考虑 X 是 单纯 复 形 天 的 空间 而 且 X 的 开 胞 腔 是 KK 的 
开 单 形 的 情况 . 令 日 , 表示 通常 的 单纯 同调 .我 们 来 计算 日 , (XX?， 
X* ') .单纯 链 群 C;(K'?,K'* ) 当 i 关 p 时 为 零 ;而 当 i=p 时 
它 等 于 链 群 C,(K'”)= C,(K). 因 此 ， 

H,(X?, Xr!) 二 HK A C,(K). 
另外 ,这 个 胞 腔 链 复 形 中 的 边 绿 算 子 恰好 是 的 通常 的 单纯 边 绿 
算 子 .这 说 明 ,至 少 在 这 种 情况 下 胞 腔 链 复 形 能 够 用 于 计算 X 的 
同调 . 

一 般 来 说 ,我 们 的 目的 是 要 证 明 ,如 果 是 一 个 CW 复 形 , 那 
么 胞 腑 链 复 形 3( 久 ) 的 行为 很 像 单纯 链 复 形 6(K). 尤其 是 ,我 们 
要 证 明 群 D, (XX) 是 自由 Abel 群 并 且 带 有 一 个 大 致 说 来 是 由 维 
定向 胞 腔 组 成 的 基 . 而 且 我 们 还 要 说 明 链 复 形 F(X) 能 够 用 来 计算 
X 的 奇异 同调 . 

我 们 将 从 一 系列 引 理 开始 . 

引 理 39.1 给 定 X 的 一 个 p 维 开 胞 腔 e, ,那么 e, 的 任何 特 
征 映 射 

f.:(B?,S* )—> (e,,e,) 
在 相对 同调 中 诱导 一 个 同 构 . 

证 明 铬 p=0, 那 么 结果 是 平凡 的 . 令 p>0. 扣 0 是 B? 的 中 
心 ; 令 e。 表示 /(0) .请 注意 到 因为 £ 是 商 映 射 ,所 以 它 在 饱和 开 
集 Br -0 上 的 限制 

f,:(B? -0) -> (6, — e,) 
也 是 商 上 映射 .由 于 S”' 是 B?* 一 0 的 变形 收缩 核 ;所 以 这 个 变形 收 
缩 通 过 商 映射 
fxi:(B -0xI—>(e,-e.)xI 
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诱导 e - e。 到 e 上 的 一 个 变形 收缩 .参看 图 39.1 


图 39.1 


由 定理 30.8 可 知 , 下 列 图 表 中 左边 水 平方 向 的 包含 映射 诱导 
同调 中 的 同 构 ， 
(BP,SP!) 一 (BP?,B?’—0) <— (IntB?, IntB?—0) 
| | | 天 
(Ga,éa) 一 (zu,Ec 一 px) <— (eaea 一 8a) 


因为 图 表 中 右边 的 模 疝 包含 映射 是 切除 映射 ,所 以 它们 也 诱导 同 
调 的 同 构 . (在 上 面 的 水 平 线 上 ,切除 S*” ;在 下 面 的 水 平 线 上 , 切 
除 e, . ) 由 于 映射 下 ;IntB?->e, 是 一 个 将 0 映射 到 e, 的 同 胚 . 因 
此 在 图 表 中 右边 的 竖 向 映射 A 诱导 一 个 同调 的 同 构 . 从 而 得 出 我 
们 的 结果 . |] 
引 理 39.2 令 映 射 
f:X°* !'U 5B 一 Xe 
把 处 表示 成 一 个 从 Xr? ”与 p 维 球 的 拓扑 和 5B, 通过 映射 g: 5 
S, Xe 而 得 到 的 黏着 空间 ,其 中 S, = BdB, .那么 了 诱导 同调 的 
同 构 
H.,(53B,, ES, )>H.,(X*, Xr* !). 
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证 明 ”这 个 证 明 类 似 于 上 面 引 理 的 证 明 . f 在 空间 

XP ‘UE(B, ~0,) 
上 的 限制 了 是 一 个 商 映 射 ,其 中 0。 是 B, 的 中 心 .而 且 存 在 从 这 个 
室 间 到 X2* -1U 5S, 上 的 一 个 变形 收缩 .这 个 变形 通过 商 映 射 了 x 
jj 诱导 一 个 从 X? -Ue, 到 -1 上 的 变形 收缩 ,其 中 e, = f(0,). 
我 们 得 到 下 列 图 表 : 
(EBa, ESa) 一 ~ (ZBa, E(Ba—00)) <— (ZIntBa, Z((IntBa)—00)) 


了 1 由 
(PP —» (XP?,XP—Uéea) <— {Uen,U(ea—é0)) 


右边 的 了 是 一 个 同 肥 ,因为 它 是 1 -1 的 商 映 英 . 水 平方 回 的 映射 
都 是 包含 映射 ,而 且 因 为 与 以 前 同样 的 道理 ,它们 诱导 同调 的 同 
构 . | 

定理 39.3 群 日 (X?,X? ') 对 于 i 了 pp 为 零 ,而 对 于 i 二 pp 
是 自由 Abel 群 .如 果 7y 生成 HH,(B?,S* !), 那 么 当 遍历 玉 的 p 
维 胞 腔 的 特征 映射 的 一 个 集合 时 ,元 素 ( 户 )， (7Y) 组 成 日 , (XX?， 
X2? ” ) 的 一 个 基 . 

证 明 上 面 的 引 理 告诉 我 们 

H,(X?, X*-1)H.(EB, ,2S,), 

其 中 5B, 是 pp 维 球 的 拓扑 和 并 且 S, = BdB,. 因为 各 集合 B。 在 
5B, 中 是 互 不 相交 的 开 集 ,所 以 这 个 群 同 构 于 直 和 DH;(B,，,S,). 
从 而 定理 成 立 . 国 

定义 ”给 定 空间 的 三 元 组 ,那么 就 有 链 复 形 的 短 正 合 序列 

0 S(A) ,So(X) SCX) 0 
S,(B) SS,(B) 5.(A) 

而 且 它 产生 出 下 列 所 谓 三 元 组 的 正 合 同调 序列 : 
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…— H,(A,B)— H,(X,B)— H,(X,A) 
a H,i1(A,B) Ne 
这 个 序列 以 前 曾 在 习题 中 提 到 过 . 像 往常 一 样 ,一 个 连续 映射 
Fr:(X,4,B)(Y,C,D) 诱 导 相 应 正 合 同调 序列 的 一 个 同 态 . 
在 (XX,A,B)= (Xr*,X?!,X?* 2) 的 情况 下 ,上 面 序列 中 的 边 
缘 算 子 3, 等 于 胞 腔 链 复 形 9 (XI) 的 边缘 算 子 9. 这 可 从 3, 与 由 包 
含 肌 射 诱导 的 同 态 7 . 交换 这 个 事实 得 出 : 


| PK 人) 一 


一 2 


— HAX?, XP) Hi bi A 


现在 我 们 利用 这 个 事实 证 明 X 的 胞 腔 链 复 形 能 够 用 来 计算 
X 的 同调 .为 了 以 后 的 目的 ,我 们 打算 用 一 种 更 一 般 的 形式 证 明 这 
个 定理 .假设 我 们 有 一 个 空间 X, 它 可 以 与 成 一 系列 于 空间 

Xo CT KI CCK, CC 

的 并 .那么 我 们 能 构成 一 个 链 复 形 ,使 它 的 p 维 链 群 是 日 , (XX,， 
X,1) 并 且 它 的 边缘 算 子 是 三 元 组 (和 ,Xi X 2) 的 正 合 序列 
中 的 边缘 同 态 .我们 将 证 明 ,在 适当 的 假设 下 (在 CW 复 形 的 情况 
下 这 种 假设 就 能 满足 ) 这 个 链 复 形 给 出 X 的 同调 . 

定义 ”如 末 义 是 一 个 空间 ,那么 X 的 滤 子 是 XX 的 一 个 于 空 
间 的 序列 XoCX1C… ,其 并 是 XX. 我们 把 一 个 空间 X 连同 XX 的 
滤 子 一 起 称 为 一 个 滤 子 化 空间 . 如 果 X 和 YY 是 滤 子 化 空间 ,那么 
我 们 把 一 个 能 够 使 得 f(X,)CY, 对 所 有 pp 成 立 的 连续 映射 
f:X 一 了 称 作 是 保持 过 滤 的 . 

定理 39.4 令 久 是 由 子 空间 六 0 入 义 |C 己 … 滤 子 化 的 .对 于 
i<0, 令 X= 名 .假定 对 于 i 隆 p,H;(X。,X。-1)=0. 并 且 还 假设 
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在 义 中 给 定 任何 紧 集 C, 都 有 一 个 n 使 得 CCX,. 令 多 (XK) 是 如 

下 定义 的 链 复 形 : 置 DD, (外) = 昌 ,(X,, 义 1) 并 且 令 边缘 算 子 是 

一 个 三 元 组 的 正 合 序列 中 的 边 颖 同 坟 3, .那么 在 在 一 个 同 构 
A:H,(9(X))}— H,(X), 

它 关 于 由 保持 过 滤 的 连续 映射 请 导 的 同 坊 是 自然 的 . 

证 明 鉴于 这 个 证 明 的 动机 ,让 我 们 考虑 例 1 的 情况 ,在 那里 
XX, 是 一 个 单纯 复 形 的 p 维 骨 架 K'*? ,HH, 表示 单纯 同调 .那么 在 
此 情况 下 ,9 ( 关 )= 儿 (KK), 于 是 定理 成 立 .在 此 情况 下 还 成 立 

H,(K) = H,(K'?*D ,下 (2 ) ， 
因为 在 定义 日 ,(K ) 时 ,只 用 到 p+1 维 、p 维和 pp 一 1 维 链 . 我 们 
将 在 第 一 步 和 第 二 步 证 明 在 目前 的 情况 下 ,一 个 类 似 的 结果 成 立 . 
第 一 步 ”我 们 证 明 由 包含 映射 诱导 的 同 态 
oll AX) Ht 
是 同 构 .为 此 ,我 们 首先 指出 由 包含 映射 诱导 的 各 同 态 
H,(X,n) > H,(X,,2) — H,(X,,s) —> 
是 同 构 . 这 可 以 通过 下 列 办 法 得 出 :考查 正 合 序列 
Hni (A ori ou) Mr) HCA) 
> H, (Xpritl pe 
并 且 注 意 到 由 假设 当 i 二 1 时 ,两 端的 群 为 零 . 

于 是 要 证 的 结果 可 从 同调 的 紧 支 集 性 质 得 出 .为 证 明 i, 是 满 
射 , 令 8 是 万 ,(X) 的 一 个 元 .在 X 中 选取 一 个 紧 集 C 使 得 8 位 于 
在 包含 映射 诱导 的 同 态 下 瑟 ,(C) 一 志 ,(X) 的 象 中 .由 于 C 是 紧 
的 ,所 以 对 于 某 个 有 ,有 CCX, .那么 8 是 图 表 

H,(X,1) —> H,(Xp) -> H,(X) 
中 态 , (XX,;; ) 的 一 个 元 素 的 象 .因为 这 些 同 态 中 的 第 一 个 是 同 构 ， 
所 以 如 所 期 望 的 那样 ,8 是 妃 , (Xi) 的 一 个 元 素 的 象 . 
为 证 明 i , 的 核 为 0, 设 PE 五 (Xi) 酉 射 到 五,(X) 中 的 零 . 
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有 一 个 紧 集 C 使 得 8 映射 到 已, (C ) 中 的 零 .另外 对 于 某 个 有，C 
在 Xp 中 .那么 
H, (XX, ) Fn ) 

把 8 喘 射 到 零 .因为 这 个 映射 是 同 构 , 所 以 8=0. 

第 二 步 ” 我们 证 明 由 包含 映射 诱导 的 同 态 

了 : H, (Xo ) 一 H, (XX, , ,2) 

是 同 构 . 

一 旦 我 们 证 明了 由 包含 映射 诱导 的 各 同 态 

(Ai ,2 ) 一 > H(i ,Ko0) 一 H(A i 
都 是 同 构 , 那 么 结果 即 可 得 出 . 为 证 明 这 个 事实 ,考虑 三 元 组 
(六 + 1， 及 ,X 1) 的 正 合 序列 

H,(X; FE H, (Mor ,1) 
HN (a 

由 假设 ,对 于 ip 一 2, 两 端的 群 为 零 , 因 此 中 间 的 同 态 是 一 个 同 构 . 

第 三 步 ” 我们 现在 来 证 明定 理 . 给 定 一 个 空间 四 元 组 X 刁 
4 过 5 一 C ,那么 我 们 就 有 四 个 与 之 相伴 的 “三 元 组 的 正 合 序列 . 
我 们 能 够 十 分 方便 地 把 它们 排 成 四 条 交友 正 芝 曲 线 的 形式 .我 们 
将 考虑 特殊 情况 

(XA 

在 这 种 情况 下 ,由 假设 在 图 表 中 的 左上 和 角 和 右上 和 角 的 群 日, (B， 
C) 和 日 ,(X,A) 为 零 . 


0= HB8,O) H(X, CO) HAX,A)=0 


HnlX,A) 省 H,(4,B) 2 万 1(B,O) 
W 


= DHA 。 


由 于 名 ,把 态 ,(A,C) 同 构 地 映射 到 ker3 . 上 . 而且, 映射 
1 "kk 有、 把 ker9 ,映射 到 互 ,(X,C) 上 (因为 ， ,是 满 射 ); 它 的 核 恰 
好 是 ima . (因为 二 的 核 等 于 im9”, ) .因而 1 :1 诱导 一 个 同 构 
kerd ， 
im ， 
(关于 这 个 图 表 的 一 个 更 一 般 的 结果 曾 在 $ 26 的 习题 1 中 给 出 . ) 
将 此 结果 与 第 一 步 和 第 二 步 的 结果 相 结合 ,就 得 到 我 们 所 期 
望 的 同 构 


EH,(X,C) = H, (Xp X,2). 


kerd” 关 
ng， 


H,(X) -二 Ee A 二 H, (XN, ,及 2) 二 


最 后 面 的 群 等 于 H,(@ (XX)). 

这 个 同 构 的 自然 性 容易 证 实 . 如 果 f: 了 一 Y 保持 过 滤 ,那么 
上 面 同 构 中 的 前 两 个 显然 与 f, 交换 ,而 且 f, 能 把 第 三 步 中 对 于 
X 的 图 表 映 射 到 YY 的 相应 图 表 中 . 由 此 可 知 ,第 三 个 同 构 也 与 f， 
交换 ， 0 

现在 我 们 来 证 明 在 X 为 可 三 角 前 分 的 情况 下 对 此 定理 的 一 
个 补充 结果 . 

定理 39.5 令 居 是 册子 空间 XNCXICC… 滤 子 化 的 , 设 蚁 是 
单纯 复 形 天 的 空间 ,而且 每 个 子 空间 XX 是 KK 的 一 个 维 数 至 多 是 
p 的 子 复 形 的 空间 . 令 日 , 表示 单纯 同调 . 设 对 于 i 关 户 , (和 ， 
Xi)=0. 那 么 吾 (X Xi) 等 于 C,(K) 的 一 个 子 群 ,并 且 上 面 
定理 中 的 同 构 入 是 由 包含 映射 请 导 的 . 

实际 上 ,日 ,(XX, ,处 1) 是 C,(K) 的 一 个 子 群 , 它 是 由 的 所 
有 被 外, 承载 且 其 边 乡 被 X， | 承载 的 p 维 链 组 成 的 . 

证 明 X 中 的 任何 紧 子 集 位 于 K 的 一 个 有 限 子 复 形 中 ,因而 
必 在 某 X; 中 .因此 上 面 定 理 的 假设 被 满足 . 由 于 X, 不 包含 任何 
P+1 维 单 形 ,所 以 同调 群 日 , (XX, ,Xi ) 等 于 p 维 相 对 闭 链 组 成 
的 群 ,而 且 它 是 下 列 同 态 的 核 : 

DR 本 


BS 
RG. S20 OO 

因为 忒 ，1 不 包含 任何 p 维 单 形 ,所 以 左边 的 分 母 为 零 群 . 因而 
H,(X, ,X11) 等 于 KK 的 由 X, 承载 且 其 边缘 由 X, 承 载 的 p 维 
单纯 链 组 成 的 群 

我 们 必须 证 实 上 面 定 理 中 的 同 构 4 是 由 包含 映射 诱导 的 . 检 
查 上 面 的 证 明 我 们 可 以 看 出 A 是 通过 取 ker9'. 的 一 个 元 素 并 按 
照 下 列 图 表 把 它 映 射 到 妃 , (X) 中 而 得 到 的 : 


( 了 is 
Ho(Xp ,dp 2) —> (pt CU a” Hp(N) 


| 


ker 2',. 


由 于 每 个 映射 都 是 由 包含 映射 诱导 的 ,所 以 定理 成 立 . 图 

现在 我 们 来 看 单纯 复 形 的 同调 与 CW 复 形 的 同调 之 间 是 何 
等 地 相似 ! 让 我 们 引信 某 个 甚至 使 相似 性 更 强 的 术语 . 

对 于 CW 复 形 X 的 每 一 个 p 维 开 胞 腔 e。 而 言 , 群 H,(e, ,ev ) 
是 无 限 循环 的 .我 们 把 这 个 群 的 两 个 生成 元 称 为 e, 的 两 种 定向 . 
X 的 一 个 p 维 定向 胞 腔 是 一 个 p 维 开 胞 腔 e, 连同 e. 的 一 种 定向 . 

胞 腔 链 群 D,(X)= 日 , (X? , X? ) 是 一 个 自由 Abel 群 . 我们 
通过 把 X 的 每 一 个 p 维 开 胞 腔 e。 定向 ,并 且 转 换 到 吾 (2 ， 
X* ” ) 的 相应 元 素 而 得 到 它 的 一 个 基 .[ 即 ,通过 取 定 向 在 包含 映 
射 诱 导 的 同 态 

H,(e, ,es)—> H,(X?,X?*'!) 

之 下 的 象 . ] 由 定理 , 链 复 形 9 (X) 的 同调 与 X 的 奇异 同调 是 同 构 
的 . 

在 X 是 一 个 可 由 复 形 并 三角 剖 分 的 CW 复 形 的 具体 情况 下 ， 
并 且 令 玉 , 表示 单纯 同调 ,我 们 解释 这 些 说 法 如 下 :;X? 和 X?* ! 是 
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K 的 子 复 形 这 个 事实 就 蕴涵 着 每 一 个 p 维 开 胞 腔 e, 是 天 的 开 单 
形 之 并 ,因而 e. 是 K 的 一 个 子 复 形 的 可 放空 间 . 群 日, (e, ,e, ) 等 
于 由 e。 承载 并 且 其 边缘 由 e。 承载 的 p 维 链 组 成 的 群 .这 个 群 是 无 
限 循 环 的 .该 群 的 两 个 生成 元 中 任何 一 个 都 称 为 (e. ,e, ) 的 一 个 基 
本 闭 链 . 

胞 腔 链 群 D, (多 ) 等 于 XX 的 由 X? 承载 并 且 其 边 绿 由” 承 
载 的 所 有 p 维 单纯 链 组 成 的 群 .任何 这 样 的 pp 维 链 都 能 唯一 地 瑟 
成 适合 dime, = p 的 那些 偶 (e, ,e, ) 的 基本 闭 链 的 有 限 线性 组 合 . 

让 我 们 在 阁 干 熟悉 的 情况 下 来 解释 这 些 结果 . 

例 2 令 X 表 示 环 面 或 Klein 瓶 , 它 以 通常 的 方式 表示 成 矩 
形 工 的 商 空间 .参看 图 39.2. 


39 .2 


那么 X 是 可 三 角 谢 分 的 CW 复 形 , 它 具 有 一 个 2 维 开 胸腔 
ez ;两 个 1 维 开 胞 腔 e, 和 e (它们 分 别 是 A 和 8B 的 象 ) 和 一 个 0 
维 胞 膛 eo .于 是 
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D,(X) 2, D(X) ZOZ,D,X) YL. 

让 我 们 求 出 这 些 链 群 的 具体 生成 元 . 工 的 2 维 链 d, 它 是 上 的 反 
时 针 定 癌 的 所 有 2 维 单 形 之 和 ;经 检验 可 知 它 是 (L,BdL ) 的 闭 
链 . 因为 4 不 是 任何 其 它 闭 链 的 倍数 ,所 以 它 是 (LIL,BdL ) 的 一 个 
基本 闭 链 . 由 引 理 39.1,y= ga#(d) 是 (e,,e,) 的 一 个 基本 闭 链 . 

令 ci 是 沿 工 的 顶 边 的 1 维 单 形 之 和 . 令 cx,cs 和 ec4 是 沿 工 
其 它 边 的 链 , 如 图 39.3 所 示 . 于 是 ww; = gr (ci) 是 (81 ,ei) 的 一 个 
基本 闭 链 . 当然 ,g;(c;) 也 是 .类 位 地 ,zi = 二 g# (cs) 是 (el,e i) 的 
一 个 基本 闭 链 ,g， (cs) 辐 样 也 是 . 


D1 1 U4 
C2 Cd 
人 2 3 3 
图 39.3 


用 这 些 基 本 元 素 容易 计算 胞 鉴 链 复 形 9 (X) 中 的 边 绿 算 子 ， 
首先 我 们 在 复 形 工 中 计算 3 如 下: 
dci = Vs — Wis de; = Yo — Yi, 
od 
应 用 g， ,我 们 可 以 看 出 环 面 和 Klein 撼 都 有 3xw) = g# (3c1)=0 和 和 9 
二 g# (9c;)=0. 在 环 面 的 情况 下 ,937 = g# (3d)=0, 因 为 
g# (ci) 三 g#(c3) 和 g# (cs) 二 ga#(cs). 在 Klein 瓶 的 情形 ， 
97Y = g#(9d) = 2g#(c3) = 2zi， 
因为 gs(c)=g#(lcs) 和 gg (cs)= ~ gy (ca). 
这 样 以 来 , 当 X 是 环 面 时 , 胞 腔 链 复 形 信 4X) 的 回调 是 
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H,(X) 2, H(AX) LOL, HN) », 
便当 多 是 Klein 瓶 时 , 它 是 
MX 0 TXA7YELDD2 DCXYEE YZ. 


当然 ,以 前 我 们 币 过 同样 的 这 些 计 算 . 但 现在 它们 的 正确 性 是 
从 我 们 关于 CW 复 形 的 一 般 年 理 得 出 的 ,而 不 是 从 我 们 在 8$6 后 
半 部 分 所 使 用 的 特殊 论证 而 得 出 的 . 正 是 从 这 种 意义 上 说 ,我 们 关 
于 CW 复 形 的 结果 使 得 我 们 在 那里 研究 的 特殊 的 计算 方法 系统 
化 了 . 

例 3 令 5S" 是 一 个 nn 维 球面 .为 了 方便 起 见 ,假定 nn 之 1. 我 
们 能 够 把 S” 变 为 具有 一 个 n 维 开 胞 腔 和 一 个 0 维 胞 腔 和 的 CW 复 
形 . 由 此 可 郑 5S” 的 胞 腔 链 复 形 在 nn 维和 0 维 是 无 限 循 环 的 ,而 在 
其 它 维 数 为 零 . 因此, HH, (S”) 衬 Z, Ho(S") 衬 Z, 而 对 于 i 尖 0, nn， 
H.,(S")=0. 当 n=1 夺 类 似 的 计算 也 适用 . 


习 题 


1. 把 n 重 连 通 和 
下 林 … 井 下 和 己 : 莫 .… 提 忆 ? 
表示 成 可 三 角 谢 分 的 CW 复 形 并 求 出 相应 的 胞 腑 链 复 形 ;通过 这 种 办 法 来 
重新 计算 它们 的 同调 . 
2. 令 和 A 是 久 的 一 个 闭 了 和 集 ; 设 4 是 X 中 一 个 开 集 的 变形 收缩 核 . 如果 
XiA 是 通过 把 A 黄 缩 到 一 点 而 得 到 的 空间 ,证 本 
人 
| 提示 ;仔细 输 查 引 理 39.1 的 证 明 . ] 
3. 令 外 是 一 个 CW 复 形 ; 令 A 是 一 个 子 复 形 .证 明 包 含 映 射 诱导 一 个 
同 态 DD, (4A) 一 D,(X). 把 商 D,(X)/D, (A) 记 为 D,(X,A). 
(a) 证 明 如 有 果 X 是 可 训 分 的 CW 复 形 ,那么 8 (四, 六) 可 用 来 计算 (XX， 
A) 的 单纯 同调 ,[ 提 示 : 用 长 正 合 序列 证 明 包 含 映 射 D,(X,A) 一 C,(X,A) 
诱导 同调 的 同 构 ,] 
(b) 证 明 多 (X,A) 一 般 可 用 来 计算 (X,A) 的 奇异 同调 .[ 提 示 : 证 明 
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9 (X,4A) 同 构 干 这样 一 个 链 复 形 , 它 的 第 p 个 链 群 是 H, (XUA,X* “U 
4A) ,而 且 它 的 边缘 算 子 来 自 一 个 三 元 组 的 正 合 序列 .对 所 有 整数 户 , 令 和 = 
XUA. 以 有 H(X, ,有 A) 代替 昌 H(X,) 并 以 H:(X,A) 代 兰 H(X), 重 新 证 明定 
理 39.4. ] 

“4. 定理 令 人 =1c, ,9 是 一 个 非 贷 的 自由 链 复 形 使 得 昌 i( 呈 是 自由 
的 和 非 平 凡 的 .那么 有 一 个 CW 复 形 X, 它 的 胞 腔 链 复 形 同 构 于 中 

证 明 (a) 证 明 如 果 n 宇 1, 纵 出 一 个 n 维 单 形 z 和 一 个 同 态 . 

#:H(o,Bde)— H,(S",xo) 
那么 是 由 某 个 连续 函数 诱导 的 同 态 . (参看 $25 的 习题 3.) 

(b) 证 明 如 果 是 由 一 族 具 有 一 个 公共 点 的 x 维 球面 组 成 的 CW 复 形 
(n>0), 又 车 a€ HH,(X,p), 那 么 就 有 一 个 映射 f:(S" ,zo) 下 (了 , 记 ), 尼 的 
诱导 同 态 把 H, (S ,xzo) 的 一 个 生成 元 映射 到 ua. 

(c) 证 明 对 于 p>0, 我 们 能 够 写成 C, = U, 中 2Z, ,其 中 乙 是 p 维 闭 链 
群 ,而 对 于 p=0, 则 可 以 写成 Cu =3U 中 A ,其 中 A 是非 平凡 的 ， 

(d) 完成 证 明 ， 

5, 令 Go ,G1 ,… 是 一 系列 Abel 群 ,而 且 其 中 Go 是 自由 的 和 非 平 几 的 . 
在 假定 习题 4 中 的 定理 成 立 的 情况 下 ,证 明 有 一 个 CW 复 形 X 使 得 对 所 有 
i ,H.C(X)EG,. 


“$40 ”应 用 :射影 空间 和 透镜 空间 


现在 我 们 要 利用 CW 复 形 的 理论 来 计算 一 些 在 拓扑 学 和 几 
何 学 中 特别 重要 的 空间 一 一 射影 空间 的 同调 . 我们 还 要 研究 那些 
称 为 透镜 空间 的 经 典 3 维 流 形 . 

定义 ”我 们 在 ” 维 球面 3” 上 通过 对 每 一 个 zES 定义 
tz~( 一 工 ) 来 引信 一 种 等 价 关系 .所 得 到 的 商 空间 称 为 n 维 ( 实 ) 射 
影 空间 ,并 且 把 它 记 为 P”. 

商 映 射 p:S” 一 P” 是 一 个 闭 映射 ,因为 如 果 A 在 S$” 中 是 闭 
的 ,那么 A 的 饱和 p-'(p(A)) 等 于 集合 AUa(A), 其 中 4a;5" 一 


i 


+ ” 当 我 们 在 68 和 869 计算 这 些 空间 的 上 同调 环 时 ,本 节 的 结果 将 要 用 到 . 
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S"” 是 对 径 映 射 .因为 a 是 一 个 辐 胚 ,所 以 AUa(A) 在 S" 中 是 闭 
的 ,因而 (由 商 空 间 的 定义 ) 集 合 p(A) 在 P" 中 是 财 的 ， 

因此 ,P" 是 Hausdorff 空间 (实际 上 是正 规 的 ). 

如 果 我 们 把 R* 看 作 是 对 于 i>>n,z;=0 的 所 有 实数 序列 
(zi ,zx;，… ) 的 集合 ,那么 R*"CR”'. 结果 ,S”' CS’; 实际 上 ， 
S" "1! 是 S* 与 平面 zy =0 的 交 .于 是 等 价 关 于 x 一 (x) 在 S” 
中 与 在 S" 中 是 相同 的 ,因此 PCCP”. 实际 上 ,Pr "! 是 Pr 的 一 
个 闭 子 空间 .因为 车 C 是 P"! 的 一 个 子 集 ,那么 p (C) 在 S” 
中 是 闵 的 当 且 仅 当 它 在 S” 中 是 闭 的 .因此 C 在 Pr ”中 是 闭 的 当 
旦 仅 当 它 在 P* 中 是 闭 的 . 

定理 40.1 空间 要 是 一 个 在 适合 0 委 j 委 1 的 每 一 维 数 均 有 
一 个 胞 腔 的 CW 复 形 , 它 的 ; 维 骨 架 是 记 ， 

证 明 空间 P" 是 从 两 点 空间 S" 通过 等 同 这 两 点 而 得 到 的 . 
因而 P? 由 单独 一 个 点 组 成 . 

我 们 用 归纳 法 进行 证 明 . 假设 我 们 把 映射 p:S”->P” 很 制 在 
S" 的 闭 上 半球 面 E* 上 .因为 5" 是 紧 的 并 且 P" 是 Hausdorff 的 ， 
所 以 映射 p = p1E” 是 一 个 商 映 射 ; 而 且 它 把 E* 映射 到 P* 上 ， 
因为 每 个 等 价 类 | x, 一 | 至 少 包 含 的 一 操 . 它 在 开 的 上 半球 
面 IntE* 上 的 限制 也 是 一 个 商 映 射 . 由 于 是 1-1 的 ,所 以 它 是 
IntE" 到 P” 一 P" 的 一 个 同 胚 . 因而 Pr 一 P" ”是 一 个 n 维 开 胸 
腔 , 称 之 为 e,. 

由 于 映射 p' 把 BdE” = S"” 映射 到 P" “上 ,由 归纳 假设 , 它 
是 维 数 低 于 n 的 有 限 多 个 开 胞 腔 之 并 .因而 当 我 们 把 E' 与 B” 等 
同时 ,映射 户 就 成 为 e. 的 特征 映射 .由 此 可 见 ,P” 是 一 个 在 每 一 
维 数 下 均 有 一 个 开 胸 腔 的 CW 复 形 . 口 

请 注意 到 P' 一 一 有 一 个 1 维 开 胞 腔 和 一 个 0 维 胞 腔 一 一 同 
胚 于 Si . 

定义 ”考虑 射影 空间 的 递增 序列 严 和 PC…. 它 们 的 上 凝聚 
并 记 为 P” ,并且 称 为 无 穷 维 ( 实 ) 射 形 室 间 .从 定理 38.3(b) 可 知 ， 

和 7) 和. 


忆 是 一 个 CW 复 形 ,在 每 一 维 数 ;之 0 都 有 一 个 开 胞 腔 , 而且 它 
的 2 维 骨 架 是 P". 

现在 我 们 提供 一 种 以 复数 代替 实数 的 类 似 结构 . 令 C" 是 由 
使 得 对 于 ;> mx =0 的 所 有 复数 序列 z= jzi, xz 组 成 的 空 
间 .那么 对 所 有 x ,CCC" .有 一 个 我 们 称 之 为 “ 实 化 算 子 "的 明 
显 的 同 胚 c:C" "一 R”"“ 定 义 为 

oziyzz…p) = (Rez ,Imzi ,Rez; ,Imz,,*…), 
其 中 Rez, 和 Imz, 分 别 是 x, 的 实 部 和 虚 部 .让 我 们 定义 
|z1= lo(z)) = [DO) (Rez,) + (Imz)) 1 
= 

其 中 z; 是 = 的 共 恩 复数 .我 们 把 适合 |z| =1 的 所 有 点 z 组 成 的 
C” 的 子 空间 称 作 ” 维 复 球面 .在 算 子 e 下 , 它 对 应 于 球面 
S ,因此 无 论 是 我 们 把 它 看 作 是 在 C" 中 还 是 在 R" 中 ,我 
们 都 可 以 用 符号 S” "来 表示 它 . 

定义 ”让 我 们 通过 对 每 一 个 适合 |4|=1 的 复数 4 定义 

(wis 0 ~ Az ,Az 0, ) 

而 在 nn 维 复 球面 S” CEC” 上 引入 一 个 等 价 关 系 , 且 把 所 得 的 
商 空间 称 为 n 维 复 射 影 空 间 ,并 且 记 为 CP". 

商 映 射 2: S ”一 CP"” 是 一 个 闭 上 映射 . 因为 车 4 是 S2”… 中 
的 闭 集 ,那么 p”(p(A)) 是 5 x A 在 数 乘 映射 (4,z) 一 Az 之 下 
的 象 . 因为 这 个 映射 是 连续 的 ,而且 S' x A 是 紧 的 ,所 以 它 的 象 是 
紧 的 ,并 因此 在 S”* 中 是 闭 的 ,那么 由 定义 p(A) 在 CP* 中 是 闭 
的 . 

由 此 可 知 CP” 是 Hausdorff 空间 (实际 上 是 正规 的 ). 

如 同 实 射影 空间 的 情形 一 样 ,对 所 有 n,C*Cc”'!, 因 而 
S” CS ,于 是 转换 到 商 空间 ,就 有 CP” CCP" .实际 上 , 通 
过 与 以 前 同样 的 论证 可 知 ,CP”'! 是 CP” 的 一 个 闭 子 空间 ， 

换言之 ,CP" 的 元 素 是 对 于 zi > zz +1, 使 得 = =0 的 复数 序列 
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(zi zz 和 ) 的 等 价 类 . 若 在 一 个 等 价 类 中 有 一 个 序列 满足 等 式 
z+1 二 0, 那 么 该 等 价 类 中 的 每 一 个 序列 都 满足 ,而 且 由 定义 ,所 述 
的 类 就 属于 CP" . 

定理 40.2 空间 CP" 是 2n 维 的 CW 复 形 . 它 在 每 个 适合 
0 过 27 达 2 的 偶数 2j 维 均 有 一 个 开 胞 腔 , 并 且 CP 是 它 的 27 维 
骨架 . 

证 阴 空间 CP" 是 单独 一 个 点 .一 般 我 们 证 明 CP” -CP 
是 一 个 22 维 开 胞 腔 ,把 它 记 为 ez, .考虑 适合 zi 为 实数 的 所 有 
点 Zz 三 (zi ,zai10,…) 组 成 的 S™" ”的 子 集 . 在 算 子 6 下 ,这 对 
应 于 R”“ 中 具有 形式 

人 

且 其 Euclid 范 数 为 1 的 所 有 点 的 集合 .这 恰好 是 R"” 中 的 单位 球 
面 5S”, 它 是 S$ ”的 赤道 . 如果 我 们 通过 要 求 z, ,| 为 实数 而 且 是 
非 负 的 来 进一步 限制 这 个 集合 ,那么 x,1; >0 并且 得 到 这 个 赤道 
球面 的 上 半球 面 E”.p 在 下 2 上 的 限制 户 当 然 是 一 个 商 映射 , 因 
为 其 定义 域 是 紧 的 ,而 且 值 域 是 Hausdorft 的 . E77 的 边缘 是 通过 
置 z,,1 =0 而 得 到 的 球面 ;映射 p 将 S” 映射 到 CP 上. 我们 
将 证 明 p 把 IntE* 1-1 地 映射 到 e =CP"” 一 CP 上 ;那么 由 于 
它 是 1-1 的 商 上 映射 ,所 以 它 是 一 个 同 胚 .由 此 可 知 ,e, 是 一 个 2 
维 开 胞 腔 而 且 pp 是 e,, 的 特征 映射 . 

映射 六 :IntEY 一 ez 是 满 射 .给 定 ez =CP  -CP 的 一 点 ， 
那么 它 等 于 p(z) 对 于 S”"' 一 5 的 革 个 点 zz 二 (2&1; n+1， 
0,…) 成 立 . 于 是 |z| = 而 且 >=,， 天 0. 把 <， 写成 wx ,= re”, 其 
中 了 >0. 令 1=e ”, 那 么 

Az = (Azi ,Azs, 0.) E IntE?”. 

由 于 |4|==1, 所 以 p(Xz)= p(z). 从 而 p(z)E p(ntE7Y ). 

映射 p’ :IntE —*e,, 是 单 射 . 设 p(xz)= p(w), 其 中 z 和 
在 IntE“” 中 .那么 w= Xz, 因而 特别 有 ww = Az, .由 于 ww， 和 
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zw+1 是 实数 而 且 是 正 的 ,所 以 4 也 是 正 实数 .因为 14|=1, 所 以 我 
们 推出 4=1. 因 而 就 像 我 们 所 期 望 的 那样 ,z = zx. 而 

我 们 已 经 指出 过 ,CP 是 单独 一 个 点 .空间 CP' 是 通过 把 一 
个 2 维 胞 腑 附 贴 到 CP 上 而 得 到 的 ,因此 CP 同 肽 于 S. 

定义 ”考虑 空间 的 递增 序列 CP*"CCP!C…. 将 它们 的 凝聚 
并 记 为 CP” ,并 把 它 称 为 无 穷 维 复 射 影 空 间 . 由 定理 38.3, 它 是 一 
个 在 每 一 个 非 负 偶数 维 均 有 一 个 胞 腔 的 CW 复 形 ,而 且 CP"” 是 它 
的 27 维 骨 染 . 

复 射 影 空 间 的 同调 是 非常 容易 计算 的 . 

定理 40.3 如 果 i 是 偶数 而 且 0 过; 所 27 ,那么 群 H,(CP”) 
是 无 限 循 环 的 ,而 在 其 它 情 况 下 , 它 是 零 群 . 当 i 是 非 负 偶数 时 , 群 
H; (CP” ) 是 无 限 循 环 的 ,而 在 其 它 情 况 下 为 零 群 . 

证 了 明 ” 当 i 是 偶数 日 0 志 i 志 2 时 , 胞 踪 链 群 D; (CP" ) 是 无 
限 循环 的 ;否则 它 为 零 . 因 此 这 个 链 复 形 的 每 一 个 链 都 是 财 链 , 而 
且 尾 何 链 都 不 是 边缘 .类 似 地 计算 适用 于 CP”. 器 

计算 P" 的 同调 需要 做 更 多 的 工作 .对 于 0 委 & 扫 2” , 胞 腔 链 群 
D; (PP) 是 无 限 循 环 的 ;我 们 将 计算 胞 腔 链 复 形 中 的 边缘 算 子 .由 
于 P 的 & 维 开 胞 腔 es 等 于 亚 一 严 且 e= 产 ,所 以 我 们 有 
D;(P")= 日,(P , 户 1!). 因 而 我 们 必须 计算 边缘 算 子 

a, :Hn(P' ,PP)—> HHP,P'). 

首先 ,我 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 40.4 令 p:S" 一 P" 是 商 映 射 (nn 之 1). 令 j: Pr 一 (PP”， 
JP 1!) 是 包含 映射 .那么 当 n 是 偶数 时 ,复合 同志 

H,(S) > H,(P') > H,(P',P") 
是 堆 同 态 , 而 当 7 为 奇数 时 , 它 是 乘 以 2 的 乘法 ， 

链 水 平 上 的 证 明 ”我 们 假设 S” 是 可 三 角 谢 分 的 ,因而 对 径 
映射 e :S 一 S” 是 单纯 的 .再 假设 P" 是 可 三 角 痢 分 的 ,所 以 映射 
pp:S">P" 是 单纯 的 .( 参 看 后 面 的 引 理 40.7. ) 我 们 使 用 单纯 同 
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再 . 令 c, 是 (E3+ ,S” ) 的 一 个 基本 闭 链 .那么 由 定理 39. 1， 
PpP#(c,) 就 是 (P" ,P”"') 的 一 个 基本 闭 链 . 

考虑 S" 的 下 列 链 

eC 

是 一 个 团 链 ,因为 它 的 边缘 是 

ay = 9c,+ (~1)" a(dc) = ac + (-1)!9ec, = 0. 
这 个 等 式 是 从 下 列 事实 得 出 的 :ce:S ”一 3 的 映射 度 为 
(一 1)" ,因而 将 5S” 的 一 1 维 闭 链 群 喘 射 到 其 自身 的 ec# 等 于 乘 
以 ( 一 1)" 的 乘法 .而 且 , 7, 不 是 S” 的 任何 其 它 闭 链 的 倍数 ,因为 
七 在 E+ 上 的 限制 是 c, ,而 c. 是 (ES” ) 的 一 个 基本 闭 链 . 因 
而 y, 是 S” 的 一 个 基本 闭 链 . 

最 后 ,我 们 计算 得 

Pay) = palcs + (~ 1)™ a#(c,)). 
因为 p*a= pp, 所 以 我 们 推出 
a(t) sl) Jps (6). 

由 于 7 是 S” 的 一 个 基本 闭 链 而 且 pi (c,) 是 (P",P") 的 一 个 
基本 闭 链 ,所 以 定理 成 立 . z 

同调 水 平 的 证 明 ”这 个 证 明 类 似 于 上 面 的 让 明 , 只 是 计算 是 
在 同调 水 平 上 进行 而 不 是 在 链 水 平 上 进行 的 . 它 可 能 看 起 来 更 复 
杂 ,但 想法 基本 上 是 相同 的 . 

第 一 步 ”考虑 图 表 
wo EHAEr”,S™!) 
1, 
ks 0, 
HAS) — HS ST™) 一) 
ms | ls Da, (alS™"), 
HA(S",E”) 
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其 中 i ,k,1,m 是 包含 映射 ,而 a 是 对 径 映 射 . 令 ac 是 日 ,(EE”， 

S"” ) 的 一 个 生成 元 .考虑 晶 ,(S”,S””) 的 元 素 
了 

我 们 要 证 明 有 瑟 ,(S” ) 的 一 个 生成 元 8 使 得 &, (8) = >. 

首先 ,我 们 证 明 y = 有. (8) 对 某 个 8 成 立 .请 注意 到 因为 3， 

是 月 然 的 ,所 以 我 们 有 

了 二 TO (a lle) (ois (a)). 
因为 (a 1 S” ), 等 于 乘 以 (一 1)" 的 乘法 ,所 以 这 个 同调 类 为 零 . 
由 水 平 序列 的 正 合 性 ,存在 某 个 BE HH,(S” ) 使 得 有 &. (8)=Y. 

其 次 ,我们 证 明 8 生成 囊 ,(S") .现在 由 长 正 合 约 化 同调 序 
列 , xm 是 一 个 同 构 . (回想 n 实 1. ) 因 此 只 要 证 明 mx, (8) 生 成 日. 
(S” ,PE”) 就 行 了 .因为 mm (8B)== 江 (7), 所 以 我 们 将 会 算出 

J (I (a 

为 此 ,我 们 首先 指出 zi (a) 生 成 是 ,(S” ,FE ), 因 为 包含 映 
射 1*i 诱导 一 个 同调 的 同 构 . (参看 定理 31.8 的 证 明 . ) 然 后 我 们 
注意 到 1, a, i, (a) 是 平 几 的 .这 个 事实 是 下 列 交 换 图 表 的 一 个 
推论 ,其 中 未 标记 的 上 映射 均 为 包含 映射 . 


i! 


(Bd) ("5") 
1 | 
(Ey (SS 
| | 
SE (5° ,6b ) 


这 说 明正 如 我 们 所 期 望 的 那样 ,1, (7Y) 生 成 H,(S”,E” ). 
第 二 步 ” 我 们 来 证 明 引 理 . 考 虑 下 列 交换 图 表 : 


a EHa(E:,S™!) 


|: 


BP EHn(S") = 万 (SS Eilts) 
| ps | Ds* 
要 p: 
HAP) ——> Hn(P',P™) 


像 在 第 一 步 中 那样 ,选取 生成 元 a 和 8. 我们 要 计算 7, p(B8). 映 
射 


vd, 
是 CW 复 形 P" 的 n 维 胞 腔 的 特征 映射 ,因而 它 在 同调 中 诱导 一 
个 同 构 .从 而 p, i, (a) 是 H,(P*,P"!) 的 一 个 生成 元 .我 们 计算 
得 
3 Da (B= pk (p= poi (n+ (1) gi la)) 
= [1+(-1)"™ ]p,i. (a). 

其 中 我 们 利用 了 pa = p 这 个 事实 . 引 理 得 证 . Li] 

定理 40.5 如 果 nn 是 偶数 ,那么 同 态 

9, :HP ,PP)— H,(P,P") 

为 零 同 态 ; 若 nn 是 奇数 , 则 它 把 生成 元 映射 成 生成 元 的 两 售 . 

证 明 映射 pp :(E”™',S") 一 (P"”",P") 是 PP ”的 n+1 维 
开 胞 腔 的 特征 映射 .因此 它 诱导 同调 群 的 同 构 .考虑 交换 图 表 


3, 
Heil Br) 2 (3 ) 


| 


+ J 
HP PY) 一 一 HaP') 


HAP ' Pr 


由 (E” ,S" ) 的 长 正 合约 化 同调 序列 可 知 ,在 图 表 顶 部 的 映射 9， 
是 一 个 同 构 .由 上 面 的 引 理 , 当 n 为 偶数 时 ,(j。p), 是 等 同 态 .而 
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当 ? 为 奇数 时 , 它 是 乘 以 2 的 乘法 .定理 得 证 . [ 
定理 40.6 关于 射影 空间 的 同调 结果 如 下 : 
7/2， 1 是 奇数 且 0<i<27 +1， 
He i 二 之 1 十 二 
0， 其它 情 形 . 
i 人 i 是 奇数 且 0 < i < 2n， 
H.(P”)= 
， ”其 它 情况 . 
> 1 i 是 奇数 县 i > 0， 
0 其 它 情况 ， 
证 明 对 于 i 尘 0, 胞 腔 链 群 D, (P” ) 是 无 限 循环 的 ,而 且 增 广 
链 复 形 具 有 形式 
a 一 D,,_1(P ) a 2 -一 > Do(P ) -一 4. 
在 偶数 维 没 有 任何 闭 链 ;而 在 奇数 维 每 个 元 素 都 是 闭 链 而 且 生 成 
元 的 偶数 倍 是 边缘 链 .因而 当 i 是 正 奇 数 时 ,日 (P”) 是 2 阶 的 ,而 
在 其 它 情形 为 零 . 对 P”*” 和 PP” :的 计算 是 类 似 的 . 时 
现在 我 们 来 证 明 在 前 面 链 水 平 的 证 明 中 里 用 过 的 引 理 ， 
引 理 40.7 空间 S” 和 已 " 能 被 三 角 章 分 使 得 对 径 映 射 a: 
S" 一 S”" 和 投影 映射 pp:S”" 一 P" 都 是 单纯 映射 . 
证 明 第 一 步 ” 我 们 首先 来 证 明 在 R*” 中 有 一 个 复 形 工 使 
得 每 一 个 镜面 反射 
和 
诱导 上 到 其 自身 的 一 个 线性 同 构 ;而 自我 们 要 证 明 有 一 个 三 角 谢 
分 :|| 一 S” 与 每 一 个 映射 p; 交换 . 
对 于 nn 一 0, 结 果 是 平凡 的 .假定 外 是 R” 中 的 一 个 复 形 而 且 
疡 :| 开 | 一 SS 是 满足 假设 的 一 个 三 角 前 分 .在 R*”' 中 令 wo = (0， 
0,…,1 和 mi=(0,…,0, 一 1). 令 工 =(zoox 开 )UCox 政 ). 那 
人 对 于 i 二 1,…,n 十 1,p; 话 导 工 与 其 自身 的 一 个 线性 同 构 . 当 
y 二 《1 一 tx + tewo 时 ,由 
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k(y)= (v1-1 h(xr),t) 
定义 的 三 角 放 分 和 当 y= (1 一 2)x+ trwi 时 ,由 
k(y) = (VE 一 六 大 ( 妆 )， 一 过 ) 

诗 义 的 三 角 痢 分 与 每 个 p, 交换 . (这 与 我 们 在 定理 21.3 的 证 明 中 
所 使 用 过 的 是 同一 个 三 角 剖 分 .) 

第 二 步 ” 令 上 :| 上 | 一 S” 是 第 一 步 中 的 三 角 痢 分 . 对 径 上 映射 
与 有 诡 换 ,并 且 族 寻 工 到 其 是 身 的 一 个 线性 同 构 . 对 于 任何 国定 
的 N , 它 同样 也 诱导 sd*L 到 其 自身 的 一 个 线性 同 构 . 

让 我 们 选取 N 充分 大 以 使 得 对 于 sd 工 的 任何 顶点 v 来 说 ， 
v 和 a(wv) 的 任何 闭 星 形 是 不 相交 的 , 那么 我 们 就 能 利用 33 的 
“ 硕 点 标记 ”法 构造 一 个 复 形 使 其 底 空间 同 胚 于 P” :让 我 们 来 标记 
sd 的 顶点 ,对 于 每 一 个 顶点 wv, 赋予 v 和 a(w) 相 同 的 记号 . 令 
g:lsd 工 1 一 | Ml 是 由 这 种 标记 方法 而 得 到 的 商 映 射 .那么 这 个 映 
射 g 对 于 每 个 zE€ 1|L | 都 将 把 xz 与 a(z) 等 同 起 来 ,并 且 不 会 把 z 
与 | 二 | 的 任何 其 它 点 等 网. 因为 同 豚 & 与 a 交换 ,所 以 它 诱导 一 个 
1M 到 P" 的 同 胚 , 它 就 是 我 们 所 要 求 的 P" 的 三 角 前 分 . 国 

作为 这 些 方法 的 进一步 应 用 ,我们 现在 来 定义 一 类 称 为 租 镜 
空间 的 3 维 流 形 并 计算 它们 的 同调 .非常 有 趣 的 是 它们 竟然 构成 
了 直至 同 胚 和 同 伦 型 都 能 够 彻底 进行 分 类 的 极 少数 的 几 类 空间 之 
一 .以 后 我 们 将 讨论 这 种 分 类 . 

定义 邻 n 和 & 是 互 索 的 正 整 数 .我 们 构造 透镜 空间 L(x， 
& ) 作 为 球 B” 的 商 空间 如 下 :把 B” 的 一 般 点 写成 (z,t) 的 形式 ， 
其 中 z 是 复数 ,+ 是 实数 ,并 且 |>| +t 志 1. 令 和 = exp(2rif/n】). 
定义 三 SS 为 

fz) = (Az, — 1£). 

让 我 们 把 S$ = BdB” 的 下 半球 面 五 - 的 每 一 个 点 x = (z,1) 与 上 
半球 面 E; 的 点 Az) 等 闻 起 来 .我 们 把 这 样 得 到 的 商 空间 称 为 透 
镜 空 间 L(n,k). 

请 注意 到 C 到 其 自身 的 映射 z= 一 Az 恰好 是 经 过 角度 2rj za 的 
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旋转 .因而 f 等 于 S* 先 绕 z 轴 旋 转角 度 a =2xki/n PN 
zxoy 平面 的 镜面 反射 .参看 图 40.1， 


ix) (4 一 身 
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图 40.1 


令 p:B 一 L(n, 上 k) 是 商 上 映射 ,使 IntB 的 每 一 点 在 p 下 只 与 
其 自身 等 同 ,使 IntE? 的 每 一 点 与 IntE* 的 一 点 等 同 .然而 ,S 中 
赤道 上 的 点 (4z,0) 既 属于 已 - 又 属于 E5 , 它 的 等 价 类 包含 个 
点 , 即 点 

(Az,0), (M2, 0) (Az, 0) = (z,0). 

因为 k 和 nn 是 互 泰 的 ,所 以 这 些 点 互 不 相同 并 且 构 成 点 
(Az,0), (A’z,0),.…, (A"z,0) = (z,0) 
的 一 个 置换 ,这 些 点 均匀 等 间隔 地 排列 在 赤道 S 上 

定理 40.8 空间 上 L(n,k) 是 一 个 在 0,1,2,3 每 一 个 维 数 下 各 
有 一 个 胞 腔 的 CW 复 形 . 

证 明 我们 首先 证 明 商 映射 p 是 闭 的 , 因而 L(n,&) 是 
Hausdorff 空间 (实际 上 是 正规 空间 ). 令 A 在 B ”中 是 闭 的 .A 的 
饱和 和 集 p” p(A) 是 下 列 各 集合 之 并 ;这些 集 合 中 除了 包括 集合 A 
和 S 的 子 集 f(E- 间 A) 和 ff (E'; 门 A) 之 外 ,还 包括 S 的 下 
列 各 子 集 
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所 有 这 些 集合 都 是 紧 的 ,因而 它们 在 B* 中 都 是 闭 的 ,于 是 它们 的 
并 在 中 中 也 是 闭 的 .因为 p“p(A) 是 闭 的 ,所 以 p (4) 也 是 闭 
的 .从 而 p 是 一 个 闭 映射 . 

我 们 对 L(n ,上 k) 赋 予 CW 复 形 的 结构 如 下 :首先 在 赤道 上 选 
取 一 个 特定 的 点 a ,比方 说 a=(1,0); 令 pl(a) 是 L(n,k) 的 0 维 
胞 腔 e,. 

邻 A 表示 S' 上 从 a 到 =( ,0) 的 较 小 的 缴 . 于 是 如 | A 是 
一 个 商 有 映射, 因为 A 是 紧 的 而 且 L(n,k) 是 Hausdorff 的 . 它 将 a 
和 等 同 , 但 它 在 IntA 上 是 1-1 的 .因而 p(IntA ) 是 个 1 维 开 胞 
腔 ; 我 们 把 它 看 作 是 L(xn ,kk) 的 1 维 开 胞 腔 ej .映射 p|A 是 e; 的 
特征 映射 .注意 到 p ”pp(A4 ) 的 各 点 把 圆周 S 分 成 n 段 开 绝 , 其 
中 每 一 段 都 被 p 同 胚 地 上 映射 到 e 上 .参看 图 40.2. 


图 40.2 


同 理 ,映射 p1E* 是 一 个 商 上 映射 ,集合 p(IntE2 ) 是 一 个 2 维 
开 胞 腔 , 我 们 把 它 视 为 L(n,&) 的 2 维 开 胞 腔 e, ,并 且 六 | 天 -是 es。 
的 特征 映射 .最 后 ,集合 p(IntB’ ) 是 3 维 开 胞 腔 e;, 且 p 是 它 的 特 
征 映 射 . 
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请 注意 到 p(S ) 等 于 L(n,k) 的 1 维 骨 架 ,p(S”) 等 于 它 的 2 
维 骨 总. 男 

现在 我 们 来 计算 这 个 透镜 空间 的 同调 . 

定理 40.9 如 果 久 = 上 L(n,k), 那 么 净 的 胞 腔 链 复 形 具 有 下 
列 形式 

D;(X) 一 = Di(X) 一 = Di(X) 一 = Do(X)， 
其 中 每 个 群 D;( 义 ) 都 是 无 限 循 环 的 .因此 
Hs(X) 二 ZZ,H,(X) = 0, HI(X) 守 Zn, Ho(X) 守 YZ. 
因而 透镜 空间 工 (2,R) 和 了 (za ,7) 不 可 能 同 肛 , 甚 至 不 能 有 相同 
的 从 型 ,除非 六 = 了， 

证 明 由 于 B 和 LL(n,) 都 能 被 三 角 衣 分 ,因而 旋转 -反射 
映射 上 和 和 商 映射 p 都 是 单纯 的 .其 证 明 留 作 习 题 . 

同 前 面 一 样 , 令 A 是 S 的 以 ae=(1;,0) 和 8=(A,0) 为 病 氮 
的 弧 . 令 ci 是 生成 H(A, BdA) 的 一 个 闭 链 , 令 c, 是 生成 
H,(E* ,S'! ) 的 闭 链 , 令 cs 是 生成 瑟 ; (B- ,SS ) 的 财 链 , 它 们 的 符 
号 稍 后 将 被 确定 . 链 pa (ci)、pa (cs)、p# (cs) 分 别 生 成 链 群 
D(X).D,(X) 和 D;(X). 

选取 c, 的 符号 使 得 ac, = 5 一 a. 那么 我 们 将 证 明 链 
(¥) Ce 
生成 本 (Si) .一旦 这 个 事实 被 证 明 ,我们 就 会 注意 到 ,由 于 3c, 同 
样 也 生成 Hi(S ) ,因而 我 们 就 能 选取 c: 的 符号 使 得 9c, = zl . 然 
后 我 们 证 明 链 
(¥% *) z=c2— fa(cs) 
生成 号 (3 ) .一 旦 给 出 这 个 事实 ,我 们 就 能 选取 c， 的 符 寻 使 得 3 
C3 二 多 2 . 

首先 ,我 们 来 考虑 z| . 令 g:S' 一 S! 是 有 映射 g(xz,0) = (iz， 
0), 它 等 于 经 过 2x/n 角 的 旋转 .将 z; 的 表达 式 中 的 项 进行 重 排 ， 

我 们 得 
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zt = Cl 十 区 ct) 十 十 区 《ci) 
由 于 39ci 二 gs (a) 一 4. 因此 
dzi = [gas(a)}— altlg#(ta) — gs(a)] + .+ 
[gta)—- gg (a)] = 0. 

因而 z) 是 一 个 闭 链 , 因为 它 在 A 上 的 限制 等 于 ci, 而 ci 是 
H(A ,BdA ) 的 一 个 基本 闭 链 , 所 以 zi 是 S' 的 基本 闭 链 .从 而 zi 
生成 Hi(S ). 

现在 让 我 们 来 考虑 >: . 为 证 明 z, 是 一 个 闭 链 ,我 们 计算 出 

az, = 9c; -六 (ac) = zi ~ fa (21) = 0, 

因为 通过 用 公式 ( * ) 直 接 计 算 可 得 f(z ) = zi 因为 z, 在 五 < 
上 的 限制 是 (E- ,S ) 的 一 个 基本 闭 链 ,所 以 链 >; 是 S 的 基本 六 
链 , 从 而 它 生成 Hi(S*)、， 

现在 我 们 能 够 很 容易 地 计算 出 X 的 胞 腔 链 复 形 中 的 边缘 算 
区 和 三 

9patc) = pa(b)— pala) = 0, 
因而 边缘 算 子 D(X) - Do(X) 是 平凡 的 .其 次 ， 
dp#(c2)= palzi) = palcs + falci) t+ + fh (ci)) 
= np#(c1), 
因为 对 S$ 中 的 所 有 x 和 对 于 所 有 j,p( 六 (xz)) = p(x). 因 而 映 
里 D,(z) 一 Di(z) 是 乘 以 x 的 乘法 .第 三 ， 
ap#(cs) = pa(z2) = 六 ic 一 (ch = 0, 

因为 对 于 FE- 中 的 x,p(f(z))= p(xz). 因 而 D(X)->D,( 匀 ) 是 
平凡 的 . LL 
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1. 证 明 PP 同 胚 于 通过 对 每 一 个 x€ S"” 把 zz 与 x 等 同 而 得 到 Br" 的 
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商 空间 . 
2. (a) 证 明 天 是 2 维 流 形 而 CP" 是 22 维 流 形 . 
(b) 证 明 更 一 般 地 知 一 个 有 限 维 CW 复 形 是 齐 性 的 , 则 它 是 一 个 流 形 ， 
3. 令 A 是 平面 上 的 一 个 正 n 边 形 区 域 ; 令 B 是 A 的 双 角 锥 .把 L(n， 
上 ) 描 述 成 B 的 商 空间 ;推断 B? 和 LL(n,&) 都 能 外 Q 三 角 剖 分 ,因而 两 映射 是 
单纯 的 . 
4. 定理 ”如果 
二 十 i(modn) 或 kl 二 + 1(modn) 
那么 L(tn, 上 k) 同 用 于 工 (rm ,4). 
证 明 (a) 通过 考虑 中 中 的 反射 映射 (zt) 一 (z: 一 世 ) 证 明 & 圭 ~/ 
(modn) 的 情形 . 
(b) 为 了 方便 起 见 , 令 1 委 &< na. 考虑 用 zfn 的 元 素 标 记 的 n 个 互 不 相 
交 的 3 维 单 形 
aibc di ,a bco ds Gnbacnt, . 
参看 图 40.3. 证 明 L(n,k) 可 以 从 这 些 单 形 按照 下 述 的 作法 得 出 : 先 对 zjn 
中 的 每 个 i, 用 一 个 保持 顶点 次 序 的 线性 同 目 把 a,b.d; 粘 接 到 ai b+ citl 
上 ,然后 再 用 一 个 保持 顶点 次 序 的 线性 辣 有 证 把 a,d,6, 精 接 到 c,d ,sairi 上. 


pl b; 
图 40.3 


(c) 按 下 列 次 序 重 新 写 出 {b) 中 的 单 形 
arbrceds » darborcardar sambnCm dn ， 
参看 图 40.4. 先 执 行 (b) 的 第 二 种 粘 接 运算 ,再 执行 (b) 的 第 一 种 烙 接 运 
算 .证 明 这 就 给 出 L(n,/) 的 一 种 描述 ,其 中 1 是 /与 n 之 间 的 整数 使 得 妨 二 
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1{modn ). 


be bo 
图 40.4 


(d) 证 明定 理 . 

5. 证 明 工 (2 ,下 ) 是 一 个 3 维 紧 流 形 . 

我 们 特别 指出 ,习题 4 中 所 述 定理 的 道成 立 , 但 证 明 非 常 困难 . 

在 20 世纪 30 年代,R:Reidemeister 定义 了 一 个 与 单纯 复 形 相伴 的 数 , 称 
为 它 的 挠 系数 .这 个 数 是 一 个 组 合 不 变量 , 它 意味 着 两 个 具有 同 构 的 重 分 的 
复 形 必 有 相同 的 掖 系数 .通过 计算 透镜 空间 的 抑 系 数 ,Reidemeister 证 明了 ， 
如 果 单 纯 复 形 工 (z ,7 和 L(a 0 有 同 构 的 重 分 ,那么 ,或 者 Rs 土 (modn )， 
或 者 kl 大寺 1(modn). 

为 了 完成 这 个 逆 定 理 的 证 明 , (在 20 世纪 50 年代) 对 于 下 .下 .Moise 来 
说 ,和 刹 下 的 是 要 证 明 两 个 同 胚 的 可 三 角 前 分 的 3 维 流 形 必 有 辣 构 的 重 分 . 

这 样 一 来 透镜 空间 的 同 肝 分 类 就 成 为 已 知 的 .我 们 将 在 后 面 的 一 章 中 讨 
论 它 们 的 伦 型 分 类 . 
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第 五 章 上 同 调 


对 于 每 一 个 拓扑 空间 X ,我 们 已 经 使 它 与 一 系列 Abel 群 相 联 
系 ,我 们 把 这 些 群 称 为 它 的 同调 群 .现在 我 们 要 使 X 与 男 外 一 系 
列 Abel 群 相 联系 ,并 把 这 些 群 称 为 X 的 上 同调 群 .上 同调 群 是 在 
同调 群 给 出 很 久 以 后 才 被 定义 的 .其 原因 是 不 难 理解 的 ,因为 它们 
与 同调 群 相 比 ,在 几何 上 更 是 远 非 自然 的 .它们 起 源 于 代数 而 不 是 
起 源 于 几何 .从 菜 种 (有 得 明确 的 ) 代 数 意义 上 说 ,它们 "对偶 ' 于 同 
调 群 . 在 过 去 ,拓扑 学 家 曾 使 用 过 象 " 伪 闭 链 ”这样 的 术语 来 表示 这 
些 群 的 元 素 , 这 就 包含 着 对 于 把 它们 作为 研究 对 象 的 合法 性 抱 有 
一 定 程度 的 慎 疑 .然而 ,这 些 群 在 理论 上 是 重要 的 ,而 且 在 实践 中 
是 有 用 的 ,这 一 点 终于 变 得 明天 化 了 . 

流 形 的 对 偶 定 理 、 拓 扑 学 与 微分 几何 的 联系 (de Rham 定理 )、 
拓扑 学 与 分 析 学 之 间 的 联系 ( 带 层 系数 的 上 同调 ) 一 一 所 有 这 些 结 
果 都 要 用 上 同调 来 系统 阐述 .甚至 像 直 至 同 胚 的 空间 分 类 或 直至 
同 伦 的 映射 分 类 这 样 的 纯 拓 扑 问题 ,对 于 上 同调 而 言 都 是 值得 称 
道 的 . 以 后 我 们 将 要 返回 到 其 中 的 某 些 问题 上 来 ， 

我 们 将 始终 假定 读者 熟悉 范畴 和 图 子 的 语言 (28)， 


41 ”Hom 归于 


与 任何 一 对 Abel 群 4,G 相 联系 的 是 第 三 个 Abel 群 , 它 是 从 
4 到 G 中 的 所 有 同 态 构成 的 群 Hom( A ,G). 这 个 群 将 以 一 种 基 
本 的 方法 包括 在 上 同调 群 的 定义 之 中 .本 节 我 们 就 来 研究 它 的 大 
二 性质 、 
定义 ”如 果 A 和 G 都 是 Abel 群 ,假如 A 到 GG 的 两 个 同 态 相 
加 是 通过 把 它们 在 G 中 的 值 相 如 来 这 现 的 ,那么 A 到 G 中 的 及 
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有 同 态 的 集合 Hom( A ,G) 就 成 为 一 个 Abel 群 ， 
这 就 是 说 ,对 于 aEA ,我 们 定义 ($+ g(a)= $a)+ g(a). 
映射 $+ y 是 一 个 同 态 ,因为 ($+ yj)(0)=0, 而 且 
(p+ otat+b)= $lat+b)+ vlat+b) 
= $a)}+ pa)}t+ $b)+ yb) 
= ($+ ya)+ ($+ (8). 
Hom( A ,G) 的 单位 元 是 把 A 映射 到 G 的 单位 元 的 函数 . 同 态 $ 
的 逆 是 对 于 每 个 a € A ,把 a 鼎 射 成 -8(a) 的 同 态 . 

例 1 Hom(Z,G) 与 群 G 本 身 同 构 ,这 个 同 构 对 同 态 $;Z> 
G 指派 元 素 $(1). 

更 一 般 地 ,如 果 A 是 以 ei,…,e, 为 基 的 一 个 有 限 秩 的 自由 
Abel 群 ,那么 Hom(A,G) 与 G 的 n 个 拷贝 的 直 和 GOD… 中 G 同 
构 . 这 个 同 构 对 于 同 态 %:4->G 指派 n 元 组 (ge),…,$(e,)). 
请 注意 这 个 同 构 不 是 “自然 的 ”, 而 是 依 束 于 4 的 基 的 选取 . 还 要 
注意 到 它 依 赖 于 A 的 秩 的 有 限 性 . 如 果 A 是 具有 非 有 限 的 基 
je jcy 的 日 由 Abel 群 ,那么 对 应 关 >(#$(e,)),ej 不 是 把 $ 映射 到 
G 的 拷贝 的 直 和 中 ,ecyG。 的 元 素 , 而 是 映射 到 直 积 了.ejG。 的 元 
素 . (相关 定义 参看 $4.) 

以 后 我 们 将 把 这 些 事实 正式 叙述 为 一 个 定理 . 

定义 同 态 六 4A- 一 昌 引 出 一 个 反 回 的 对 偶 同 态 

上 
映射 上 对 同 态 gz:B 一 G 指派 复合 同 态 
A— BG. 
Bf(¢$)=$°f. 
峰 射 了 是 一 个 同 态 ,这 是 因为 了 (0)=0 而 且 
[fl$ + pa)= ($+ oF(a)) = $f(a)) + yf(a)) 
= [f($)](a) + [f(y))(a). 
请 注意 到 对 于 固定 的 G ,指派 
网 3 全 上 


A~>THomn(A,G) 和 一 让 
定义 从 Abel 群 和 同 态 的 范畴 到 其 自身 的 一 个 反 变 函 子 . 因 为 若 
ia :A 一 A 是 恒 等 同 态 , 那 么 i ($)= oi=$, 所 以 isn 是 Hom(A， 
G) 的 恒 等 映 射 .而 且 如 果 下 面 左边 的 图 表 交 换 , 那 么 右边 的 图 表 
也 区 换 : 


4 C Hom(4,0) 


NX“ 


Hom(B ,On 


因为 ($8) 二 $89- 及 = 二 8$。(g。f), 而 由 定义 f(g($))= 
f($°g)=($°g)°f. 

我 们 列举 这 个 事实 的 若干 推论 . 

定理 41.1 令 卫 是 一 个 同 态 ; 令 三 是 它 的 对 偶 同 态 . 

(a) 如 果 了 是 一 个 同 构 , 那 么 三 也 是 一 个 同 构 . 

(b) 如 果 f 是 零 同 态 ,那么 f 也 是 零 同 态 . 

(c) 如 果 /是 满 同 态 ,那么 上 也 是 满 同 态 . 即 


ee 
的 正 合 性 蔓 涵 着 


站 
的 正 合 性 . 

证 明 (a) 和 (b) 是 直接 的 .为 证 明 (c), 设 f 是 满 的 . 令 jE 
Hom(C,G) 并 设 f(y)=0= yy°。f. 那 么 对 每 一 个 bE€B， 
J(f(5))=0. 当 5b 遍历 B 时 ,元 宗 f(5) 遍 历 C 的 所 有 元 素 .因而 
对 每 一 个 cEC,WCc)=0. [| 

更 一 般 地 ,关于 正 合 序列 的 对 偶 我 们 有 下 列 结果 . 

定理 41.2 如 果 序 列 


和 
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是 正 合 的 ,那么 对 偶 序列 


We i RN en A go ed 

也 是 正 合 的 .此 外 ,如 果 三 是 单 射 并 且 第 一 个 序列 分 裂 , 那 么 三 是 
满 射 并 且 第 二 个 序列 分 列 . 

证 明 g 的 内 射 性 从 上 面 的 定理 得 出 .我 们 来 检验 Homt(B， 
G) 处 的 正 合 性 .因为 h =g。f 是 零 同 态 ,因而 = 广 g 也 是 零 同 
态 . 另 一 方面 , 设 f(y) = 0, 我 们 证 明 y= g($) 对 于 某 个 $E€ 
Hom(C,G) 成 立 .因为 f(y) = y*f 是 零 同 态 ,所 以 y 在 群 f(A) 
上 为 零 . 因而 上 4 诱导 一 个 同 态 :BIf(A) 一 G. 原 序列 的 正 合 性 
蕴涵 着 g 诱导 一 个 同 构 g :BIf(A) 王 C, 如 下 列 图 表 所 示 


CG a BB 2 CC 
RS | 4 
B/RA) 


映射 $=y。(g') 是 C 到 G 中 一 个 同 态 ,而 且 如 所 期 望 的 

那样 ， 
g($)=$eg=y °°(g) eg=Y. 

现在 设 f 把 A 1-1 地 映射 到 B 中 的 一 个 直 和 项 上 . 令 zx: 了 一 
A 是 一 个 态 射 使 得 x- f= i .那么 fx 是 Hom(A,G) 的 单位 元 ， 
因而 上 是 满 射 而 且 r :Hom(A,G)->Hom(B ,G) 分 型 对 偶 序 列 . 

吕 ] 

我 们 要 特别 注意 ,一般 来 说 一 个 短 正 合 序列 的 正 合 性 并 不 蕴 
涵 其 对 倡 序列 的 正 合 性 .例如 ,者 f:Z>Z 等 于 乘 以 2 的 来 法 , 那 
么 序列 

0 一 Z 一 ~Z-~Z12->0 

是 正 合 的 .但 了 不 是 满 射 .实际 上 , 若 $EHom(Z,Z), 那 么 f($) 


=%。 丰 是 把 Z 映 和 人 偶数 集 的 一 个 同 态 . 因而 f 的 象 不 是 Hom(Z， 
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Z) 的 全 部 ， 

我 们 曾 把 Hom 单独 看 成 第 一 个 变量 的 孙子 .但 是 它 也 可 以 看 
作 是 两 个 变量 的 函 子 .在 这 种 情况 下 , 它 有 一 种 混合 变化 , 它 按 第 
一 个 变量 是 反 变 的 , 按 第 二 个 变量 是 共 变 的 .我 们 把 这 种 说 法 正式 
叙述 如 下 : 

定义 ”给 定 同 态 :4 一 A 和 Ap:G 一 G, 我 们 按 下 述 办 法 定 
义 一 个 映射 

Hom( ea ,8) :Hom{(A ,G )— Hom(A,G), 
令 它 把 同 态 :A 一 G 映射 到 同 态 8*g va:4A 一 G. 

可 以 验证 Hom(a ,8) 确 实 是 一 个 同 态 . 而 且 函 子 性 质 成 立 : 映 
射 Hom(i ,ic) 是 恒 等 映 射 , 并 且 若 w :A 一 A ,8 :G 一 G , 那 
么 由 定义 

Hom(a 。a,8° 8B) = Hom(a,8)° Hom(o ,8 ). 
(两 边 都 把 几 : A 一 G 映射 到 8°B guiea.) 

按 这 种 记号 , 当 我 们 把 Hom 看 作 单 独 第 一 个 变量 的 函 子 时 ， 
所 得 到 的 “对 偶 同 态 ”a 恰好 是 映射 Hom(a ,ic). 

我 们 也 可 以 把 Hom 看 作 单 独 第 二 个 变量 的 孙子 ;对 于 这 种 情 
况 ,我 们 把 它 留 到 习题 中 . 

现在 我 们 来 证 明 Hom 末了 于 的 大 干 性 质 . 

定理 41.3 (a) 我 们 有 下 列 同 构 : 

Hom( Ht,erA, ,0G) He;Hom(A,,G), 
Hom( A, HeG,) HejyHom( A ,G,). 

(b) Hom(Z,G) 与 G 有 一 个 自然 同 构 .如 果 f:Z>Z 等 于 乘 
以 mm 的 来 法 ,那么 也 是 . 

(c) Hom(Z/m ,GG )=ker(G —>G). 

证 明 ”性质 (a) 从 代数 中 关于 积 的 同 态 的 一 般 事 实 立即 得 出 ， 
(b) 的 证 明 也 是 直接 的 , 同 态 :Hom(Z,G) 一 G 对 同 态 8 一 G 
指派 $ 在 1 处 的 值 . 即 4($)=$(1). 因 为 $ 完 全 由 它 在 1 处 的 值 
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决定 ,又 因为 这 个 值 可 以 任意 选取 ,所 以 是 Hom(Z,G) 与 G 的 
一 个 同 构 . 

令 f;7->Z 是 乘 以 mx 的 来 法 .那么 

大 (及 )(Z) = $fF(z)) = $mz) = mg$ (lz), 

所 以 f(#$)= zm$. 因 而 f 在 Hom(Z,G) 中 等 于 弱 以 mx 的 乘法 .在 
Hom(Z,G) 与 G 的 同 构 * 下 ,映射 了 又 对 应 于 G 中 的 冬 以 mx 的 
屁 法 . 

现在 我 们 来 证 明 (c). 由 正 合 序 列 


0~>Z—> ZL-—> Xm—0 
开始 .那么 序列 


Hom(Z,G) < 一 Hom(Z,G) <-Hom(Z/mG) 0 
是 正 合 的 ,于 是 (c) 成 立 . 图 
我 们 注意 到 在 这 个 定理 的 (a) 中 所 给 出 的 同 构 是 “自然 的 ”, 特 
别 是 ,车 给 定 了 同 态 &.:A。 一 B, 和 yy:H>G, 那 么 从 同 构 的 定义 
立即 得 出 下 列 图 表 交 换 ， 
Hom( 中 4uw,O) 


kk 


lI Hom( 4 os G0) 


Hom(@¢ a ,VW ) IlHom(¢ a :V) 


Hom(® Ba, 古 ) EE I Hom( Ba, HD. 


类 似 的 评注 适用 于 (a) 中 的 男 一 个 同 构 . 

上 面 的 定理 使 我 们 能 够 计算 Hom(A,G), 只 要 A 是 有 限 生 
成 的 ,因为 Hom(A ,G) 等 于 具有 形式 Hom(Z,G) 和 Hom(Z mr ， 
G) 的 项 的 直 和 ,我 们 可 以 利用 规则 


Hom(Z,G) GG, Hom(Zm,G) = ker(0G 一 ~G) 
来 计算 这 些 项 . 当 G 也 是 有 限 生 成 时 ,这 些 群 可 以 写成 循环 群 的 
直 和 .我 们 需要 下 列 引 理 , 其 证 明和 留 作 习 题 . 
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引 理 41.4 看 在 一 个 正 合 序列 


0—= Zld — Zin—— Zin— Zld —)0, 
其 中 d= gcd (m,n). 


下 题 


1. 证 明知 工 是 G 的 找 子 群 ,那么 Hom(G ,2Z) 守 Hom( G/T,Z). 
2. 令 G&G 固定 ,考虑 下 列 从 Abel 群 的 范畴 到 其 自身 的 沙子 : 
A—Hom(G,A) 和 f=> Hom(ic,/). 
(a) 证 明 这 个 孙子 保持 序列 
0 一 上 一 了 一 C 
的 正 合 性 ， 
(b) 证 明 这 个 函 子 保持 分 裂 短 正 合 序列 . 


3. (a) 证 明 Z/n 一 >Zin 的 核 是 由 1ajdl 生 成 的 ,其 中 也 = gcd(m zz) 

(b) 证 明 循 环 群 的 商 是 循环 的 . 

fc) 证 明 引 理 41.4. 

4. 对 于 一 个 Abel 群 来 说 ,如 果 对 每 个 xzE G 和 每 个 整数 ,都 存在 y€ 
G 使 得 ny = zz, 则 我 们 称 Abel 群 G 是 可 除 的 .例如 ,有 理 数 在 加 法 运算 下 形 
成 一 个 可 除 群 . 

定理 令 G 是 可 除 的 .那么 营 

日 一 点 一 了 一方 一 由 
是 正 合 的 , 则 
0 Hom(A,G) < Hom(B,G) < Hom(C,G)—0 

也 是 正 合 的 . 

证 明 ”只 要 证 明 若 ACB 目 $:A 一 G 是 一 个 同 态 ,那么 $ 能 扩张 成 一 
个 同 态 J:B>C 就 行 了 . 

(a) 当 B 是 由 A 的 元 素 和 单独 一 个 附加 元 素 &5 生成 时 证 明 这 个 事实 . 

(b) 令 多 是 B 的 由 包 人 省 关系 全 序 化 的 一 族 子 群 . 令 1y | HE 名 | 是 一 族 
同 态 , 其 中 对 于 每 个 电 , fy 把 日 映射 到 G 中 ,使 得 任何 两 个 同 态 在 它们 的 定 
义 域 的 公共 部 分 都 是 一 致 的 .证 明 多 的 元 素 之 并 是 B 的 子 群 ,而 且 这 些 同 态 
能 够 扩张 成 这 个 并 到 G 中 的 同 态 . 
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(c) 用 Zorn 引 理 论证 完成 证 明 . 

5. 令 R 是 带 有 单位 元 1 的 交换 环 . 令 A 和 虽 是 民 模 《假如 悉 了 和 定义 ， 
可 以 参看 (48)) 

(a) 令 Homr (4,B) 表 示 A 到 B 中 的 所 有 R 模 同 态 的 集合 .证 明 它 以 一 
种 自然 方式 具有 R 模 的 结构 .证 明和 在 f,g 是 RR 模 同 态 , 则 Hom( 了 ,8g) 了 岂 是 ， 

(b) 对 于 R 模 叙 述 并 证 明定 理 41.2 和 定理 41.3 的 类 似 结果 . 

(ec) 考虑 R 是 一 个 域 的 特殊 情况 .那么 A 和 8B 是 下 上 的 向 量 空 间 , 而 且 
Homr(A , 吾 ) 也 是 五 上 的 向 量 空间 .证 明 在 这 种 情况 下 ,每 个 正 合 序列 分 型， 
因而 洋子 Hom 保持 正 合 序列 . 


$42 单纯 上 同调 群 


本 节 我 们 来 定义 单纯 复 形 的 上 同调 群 ,并 且 计 算 春 于 基本 例 
了 于 

定义 令 民 是 一 个 单纯 复 形 ; 令 G 是 一 个 Abel 群 .KK 的 带 
G 中 系数 的 p 维 上 链 群 是 

CK;G) = Hom(C,(K),G). 
我 们 把 上 边缘 算 子 6 定义 为 边缘 算 子 3: Co (天 ) 一 Co( 开 ) 的 对 
偶 . 因 而 
eg 
因此 ,6 将 维 数 提升 1 维 . 我 们 定义 Z:(K;G) 是 这 个 同 态 的 核 , 定 
义 B?”(K;G) 是 它 的 象 ,而 有 日 定义 
下 (KG) = Z:(K;G)/B’:(K;G), 

(注意 到 5 =0, 因 为 9 =0). 这 些 群 分 别称 为 K 的 带 G 中 系数 的 
上 闭 链 群 、 上 边缘 链 群 和 上 同调 群 . 当 G 等 于 整数 群 时 , 则 我 们 把 
G 从 记号 中 省 略 . 

如 果 c? 是 p 维 上 链 ,c, 是 p 维 链 , 那 么 我 们 用 记号 (ec? ,c,) 表 
示 ce? 在 c。 上 的 值 ,而 不 用 比较 熟悉 的 函数 记号 ce (c, ) .按照 这 种 
记号 ,上 边缘 算 子 的 定义 就 变 为 
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上 同调 的 这 种 定义 ,正如 记号 本 身 所 预示 的 那样 ,实际 上 是 高 
度 代数 化 的 .那么 能 否 把 所 涉及 的 群 从 几何 上 表示 出 来 呢 ? 我 们 
马上 就 会 看 到 ,答案 在 一 定 程度 上 是 肯定 的 ”. 

回想 到 p 维 链 群 C,(K ) 是 自由 Abel 群 , 它 有 一 个 从 KK 的 p 
维 单 形 任 意 定 向 而 得 到 的 标准 基 , 而 且 可 以 用 相应 的 基本 链 作为 
一 个 基 . 令 io, 1 ,ey 是 这 族 定 向 单 形 .那么 C, (KK ) 的 元 素 能 够 表示 
成 基本 链 ec 的 有 限 线 性 组 合 Bn.0, .于 是 Hom(C,(K),G) 的 一 个 
元 素 c? 由 它 在 每 个 元 o。 上 的 值 g, 决定 ,而 且 这 些 值 是 可 以 任意 
指派 的 ,并 没有 要 求 ce 在 除 有 限 多 个 以 外 的 所 有 oc 上 为 零 . 

假设 我 们 令 c* 表示 带 Z 系数 的 基本 上 链 , 而 且 它 在 元 素 6 
上 的 值 是 1, 而 在 所 有 其 它 基 元 上 的 值 是 0. 那 么 阁 gE G, 则 我 们 
令 go 表示 这 样 一 个 上 链 , 它 的 在 c. 是 g ,而 在 所 有 其 它 基 元 上 
为 0. 利 用 这 个 记号 ,我 们 常常 可 以 把 c? 表示 成 (可 能 是 无 限 的 ) 
形式 和 

”4 

c? 的 这 种 表示 为 什么 是 合理 的 呢 ? 我 们 证 明 其 合理 性 如 下 . 

假设 我 们 令 C, 表示 C,(K) 的 由 o, 生成 的 无 限 循环 子 群 . 那 
么 CC,( 开 ) = 中 ,Cu ,而 且 就 像 我 们 早 就 指出 的 那样 ， 
(x) eK;G) = Hom(®D,C,,G) LHom(C,,G), 
末了 这 个 群 是 G 的 拷贝 的 直 积 .在 同 构 (* ) 之 下 ,上 链 c? 对 应 于 
直 积 的 元 素 (gcy ).cy 我们 将 用 形式 和 的 记号 而 不 是 用 ”多 元 组 、 
的 记号 来 表示 直 积 的 这 个 元 素 . 

当 我 们 用 它 来 计算 上 边缘 算 子 时 ,这 个 记号 特别 方便 .我 们 能 
够 断言 , 若 c?* 二 gc。, 那 人 么 
( 关 关 ) 6c? = 2Zg, (60, )， 
就 像 我 们 有 一 个 真正 和 而 不 是 形式 和 .为 验证 这 个 公式 ,证 我 们 将 
每 个 p+ 1 维 单 形 r 定向 并 证 明 当 我 们 在 zc 上 赋值 时 右边 有 意义 
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而 且 两 边 一 致 . 设 


其 中 对 每 个 i,e, = 土 1. 那么 
《ce ,rT) 一 《c ,9ry = Sea) = 3 
而 且 
(gs(60° ),r)= go ,rT) = gad ,9T) 
Lm a0 三 
0 其 它 情 况 . 
因而 Sc?* 和 58,(6o* ) 在 r 上 有 相同 的 值 ,所 以 (* x ) 式 成 立 ， 
由 (* * ) 式 ,为 了 计算 de? ,只 要 对 每 个 p 维 定向 单 形 o 计算 
6c" 就 行 了 .我 们 可 以 利用 公式 
Gc = ZeTt; 
来 进行 计算 ,其 中 求 和 是 对 所 有 以 o 为 面 的 p+1 维 单 形 r 进行 
的 ,而 且 s = 士 1 是 c 出 现在 3r; 的 表达 式 中 时 所 带 的 符号 .我 们 
可 以 简单 地 通过 对 公式 两 边 在 一 般 p + 1 维 单 形 r 上 赋值 来 验证 
1 AR: 
现在 让 我 们 把 这 些 事实 应 用 于 某 些 例 子 . 在 这 里 仅 做 少量 几 
vo e 2 个 计算 ,而 把 计算 上 同调 群 的 一 般 回 
题 留 到 后 面 的 一 节 解 决 . 
例 1 考虑 在 图 42.1 中 所 画 出 
en e。 的 复 形 K. 让 我 们 来 计算 几 个 上 链 的 
上 边缘 . 令 1 表示 顶点 的 集合 ; 令 
|e:} 表 示 边 集 , 其 中 各 边 的 定向 如 图 


0 2 ?， ”所 示 ; 令 16,1 表示 定向 如 图 所 示 的 2 
维 单 形 的 集合 . 我 们 计算 se; , 它 在 
图 42.1 ci 上 的 值 为 1, 在 oe。 上 的 值 为 -1， 


因为 es 在 3c; 和 ac 中 出 现时 分 别 带 有 符号 +1 和 一 1. 因 而 
Bes = If 一 9 . 
类 伏地 推理 可 以 证 明 
Gu! = el 二 es 一 ey. 

在 这 个 复 形 中 存在 任何 上 闭 链 吗 ? 是 的 ,cr 和 cz 都 是 上 财 链 ， 
这 是 因为 K 没有 任何 3 维 单 形 这 一 平凡 的 原因 .它们 之 中 的 每 一 
个 前 是 上 边缘 链 , 因 为 

Get =—-0or, be: =— 060». 
可 以 验证 ,1 维 上 链 

这 ey 十 es es 

也 是 一 个 上 财 链 ,而 且 磁 巧 它 还 是 一 个 上 边缘 链 , 因为 它 等 于 
(vw? 十 v2 ). 类 似 地 可 以 验证 0 维 上 链 

c= vty 十 
是 一 个 上 闭 链 ,但 它 不 可 能 是 上 边缘 链 , 因 为 不 存在 任何 一 1 维 上 
链 . 

例 2 用 一 种 比 以 前 所 考 开 的 三 角 剖 分 稍为 简化 的 形式 来 沽 

虑 环 面 .参看 图 42.2. 考虑 图 中 所 画 出 的 1 维 上 链 z! =e? +…+ 
el .可 以 验证 它 是 一 个 上 闭 链 ,上 链 = er +…+e2 也 是 上 闭 
链 .而 且 它 们 碰巧 还 是 上 同调 的 ,因为 8(c” +h*+j*)=xz 一 


:Ws 


d'.( 其 中 和 j 位 于 经 过 c 的 竖 线 上 .) 

这 个 例子 说 明了 这 样 一 个 事实 ; 当 我 们 可 以 把 1 维 闭 链 看 作 
一 条 闭 曲线 时 ,看 待 1 维 上 闭 链 的 最 佳 方式 是 把 它 想像 成 一 个 尖 
桩 篇 和 多! 

以 后 我 们 将 计算 环 面 工 的 上 同调 并 证 明 上 闭 链 > 表示 
HH (全) 的 生成 元 之 一 . (参看 $4.7.) 

例 3 考虑 在 图 42.3 中 所 画 出 的 复 形 K .我 们 来 计算 它 的 上 
同调 群 .一 般 0 维 链 是 一 个 形 如 c = Zup: 的 和 .由 于 《6c ,ei)= 

《co" ,9e;), 所 以 我 们 看 出 ,6c 在 

£1 上 取 值 为 N23 n1; 在 2 上 值 

为 ;一 2, 等 等 , 如果 c 是 一 个 

e4 e， 上 团 链 , 那 么 必 有 ni = ?2 = ?3 二 

m4 ,因此 ce” 具有 nZv; 的 形式 . 

. 于 是 我 们 推出 H'(K) 实 Z, 而 且 

V4 E3 Us 是 由 Ev 生成 的 . 

现在 令 c 是 一 个 1 维 上 链 ， 

ES 它 平凡 地 是 一 个 上 闭 链 .我 们 证 明 

cl 上 同调 于 er 的 某 个 倍数 .只 要 证 明 对 于 每 个 i,e; 上 同调 于 

er 即 可 ,而 这 是 能 够 直接 做 到 的 .例如 ,e3 上 同调 于 ef 是 因为 
(vi + 过 )=ei 一 el .类 似 的 说 法 也 适用 于 其 它 e;. 

此 外 ,er 的 任何 倍数 都 不 是 上 边缘 .因为 奉令 z 是 财 链 el + 
e+es +e4, 那 么 对 于 任何 0 维 上 闭 链 c ,都 有 (Ec ,xz)= 《ce ， 
3z)=10. 但 是 nel ,z)=7, 因 而 ner 不 是 上 边缘 ,除非 交 =0. 

我 们 推 得 ,H (KK ) 实 2Z 而 且 是 由 er 生成 的 . 它 同 样 也 是 由 
ez ~.e3 和 es 生成 的 . 

请 注意 到 如 果 K 不 是 四 边 形 而 是 一 般 的 = 边 形 ,那么 同样 的 
论证 也 适用 . 

例 4 在 上 例 中 ,K 的 同调 群 和 上 同调 群 是 相等 的 . 唯恐 你 会 
误 认为 这 种 情况 总 能 发 生 ,请 考虑 下 面 的 例子 . 
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如 1 C| [i 


令 S 表示 由 图 42.4 中 的 标记 矩形 所 代表 的 Klein 瓶 .我 们 要 
证 明 所 (3S) 是 非 平凡 的 ,而 我 们 已 经 知道 H,(S)=0. 将 的 2 
维 单 形 按 上 反 时 针 方 向 定 问 .用 S 的 2 维 单 形 的 诱导 定 回 ,并 令 7 
表示 它们 的 和 .于 是 7 不 是 财 链 , 因 为 97y = 2zi, 其 中 zi = La， 
zj +lLad,ej+Le al 


图 42.4 


令 gog 表示 S 的 单个 2 维 单 形 ,如 图 所 示 . 那 么 c "是 S 的 一 个 
上 闭 链 ,因为 S 没有 3 维 的 单 形 . 此 外 ,ac ”不 是 上 边缘 .因为 若 c: 
是 任意 一 个 1 维 上 链 , 那 么 《Bc' ,7Y)=《c',97)=2《ec ,zi1), 它 是 
一 个 偶数 ,而 (co”,Y)=1. 因 此 c ”表示 有 HH (S) 的 一 个 非 平 几 元 . 

现在 实际 上 o’ 表示 日 (SS) 中 的 一 个 2 阶 元 .可 以 验证 ,图 中 
所 男 出 的 1 维 上 链 (er +… 二 eo ) 的 上 边 绿 等 于 20”. 

现在 我 们 来 考虑 零 维 上 同调 群 ,并 计算 它们 . 

定理 42.1 令 开 是 一 个 复 形 .那么 百 ( 玫 1G) 等 于 所 有 使 得 
每 当 vw 和 ww 属于 的 同一 个 分 支 时 就 有 (cc ,vw)=《c ,rw) 的 上 0 
维 上 链 cv” 构成 的 群 . 

特别 是 , 若 |K | 是 连通 的 ,那么 HI(K) 守 ZZ, 而 且 它 是 由 在 KK 
的 每 个 顶点 上 取 值 为 1 的 上 链 生 成 的 ， 

证 明 ”我 们 注意 到 HH (K;G) 等 于 0 维 上 团 链 构成 的 群 , 因 


i 


为 没有 0 维 的 上 边缘 .如 果 vw 和 w 属于 | 天 | 的 同一 个 分 支 , 那 么 
就 有 的 一 个 1 维 链 c, 使 得 ac; = -也 .于 是 对 任何 上 闭 链 c ， 
必然 有 
0 = (cc = (eo,90) = (cr,v) — (ce ,w). 
反之 , 令 c" 是 一 个 上 链 使 得 每 当 wv 和 w 在 |K | 的 同一 分 支 时 就 
有 《cc ,v) 一 《c' ,rw)=0. 那 么 对 于 的 每 个 1 维 定 癌 单 形 c， 
On. 
从 而 我 们 推出 5c? =0. 于 是 定理 得 证 . [ 
上 述 定 理 说 明 ,一 般 H"(K) 同 构 于 一 些 无 限 循 环 群 的 下 积 ， 
这 些 群 是 由 对 应 于 |K | 的 每 一 个 分 支 有 一 个 群 而 构成 的 .为 一 方 
面 , 群 Ho(K ) 同 构 于 这 些 群 的 直 和 .这 是 同调 群 和 上 同调 群 的 为 
一 个 不 同 之 处 . z 
定义 ”给 定 一 个 复 形 K ,我 们 将 标准 增 广 
CIK) 一 > Co(K) 一 了 
对 偶 化 就 得 到 一 个 同 态 (e )， 
ER 
我 们 称 之 为 上 增 广 . 它 是 单 射 , 而 且 Si。e=0. 我 们 定义 天 的 约 化 
上 同调 为 : 当 g >0 时 , 令 下 (KG)= 下 (KG) ,而 令 
H'(K;,G) = ker6 /ime . 
定理 42.2 如 果 |K| 是 连通 的 ,那么 上 H(K;G)=0. 更 一 般 
地 ,对 于 任何 复 形 天 ， 
HI'(K;G) HR(K;G)OG. 
证 了 明 ”如 果 |K | 是 连通 的 ,那么 (KK ) 为 零 群 ,因而 Ci(K) 
一 Co( 并 ) 一 7 一 0 是 正 合 的 .由 此 可 知 ， 
CK;G)<— COC(K;G)—G——0 
是 正 合 的 ,因而 HICK;G ) 为 零 .定理 的 其 余部 分 留 作 习题 . 口 
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习 题 


1. 考虑 例 1 的 复 形 并 . 求 出 在 每 一 个 维 数 下 的 上 闭 链 群 的 基 . 证 明 在 正 
维 数 下 K 的 上 同调 为 零 . 

2. 检验 例 2 、 例 3 和 例 4 的 计算 . 

3. {a) 设 已 给 出 同 态 

Ci - CE -一 pA 
其 中 e 上 二 0 并且 es 是 满 态 射 .考虑 对 偶 序 列 
Hom(C.,G) < Hom( C0,0) < Honz G) 

证 明 ime 是 Hom( Co , G) 中 的 一 个 直 和 项 ,并 因此 也 是 ker$ 中 的 直 加 项 .[ 提 

(b) 试 推导 出 

kerg 全 DG, 
因而 特别 地 ， 
HM(K;G) 二 =H(K;G)@G. 

4. 令 KK 是 一 个 复 形 ,其 空间 为 实 直线 而 其 顶点 是 整数 . 令 a, = [n,n 十 

1]. 通 过 求 一 个 特殊 上 链 使 其 上 边缘 为 
Da ' 

而 由 此 证 明 Hi (K)=0. 

"5, 令 K 是 一 个 有 限 复 形 . 

(a) 利用 关于 链 复 形 的 标准 基 的 定理 (8$1l), 用 尼 的 Betti 数 和 挠 系数 
来 表示 于 (KK). 

(b) 以 KK 的 Betti 数 和 挡 系 数 表示 (K;G). 管 案 中 将 包括 群 G, GI 


mG 和 ker(G -一 =G)， 
(c) 当 X 分别 为 环 面 .Klein 瓶 或 者 射影 平面 时 ,计算 下 (XIG). 


$ 43 ”相对 上 同调 


为 了 继续 关于 单纯 上 同调 的 讨论 ,我们 来 定义 相对 上 同调 群 . 
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我 们 还 要 考虑 由 单纯 映射 诱导 的 同 态 和 上 同调 中 的 长 正 合 序列 . 
在 某 些 方面 ,相对 上 间 调 类 似 于 相对 同调 ,而 在 男 一 些 方面 ,我 们 
将 会 看 到 , 它 又 是 相当 不 同 的 . 

定义 令 民 是 一 个 复 形 ,Ko 是 天 的 一 个 子 复 形 ; 令 G 是 一 
个 Abel 群 . 我们 定义 p 维 相 对 上 链 群 为 

C(K,Ko;G) = Hom(C,(K, Ko),G). 
我 们 把 相对 上 边缘 算 子 8 定义 为 相对 边缘 算 子 的 对 偶 ; 把 Z*(K， 
Ko;G) 定 义 为 同 态 
:CKR,Ko:G) — CO (K, Ko;G) 
的 核 ; 并 把 Br”(, Ko;G) 定 义 为 它 的 象 ; 而 且 定 义 
HI(K,Ko;G) = Z(K, Ko;G)B’(K, Ko;G). 

我 们 把 这 些 群 分 别称 为 相对 上 闭 链 群 ,相对 上 边缘 链 群 和 相对 上 
则 调和 群 . 

我 们 已 经 有 办 法 画 出 上 链 和 上 闭 链 .那么 我 们 如 何 来 画 出 相 
对 上 链 和 相对 上 闭 链 呢 ? 这 里 的 情形 跟 同 调 中 的 情形 是 很 不 相同 
的 .我 们 解释 这 种 差异 如 下 : 

对 于 链 来 说 ,我 们 有 正 合 序列 


0-> CCKo) —* CO,(K)— >C,(K,Ko)—0, 


其 中 C,(K,) 是 C,(K) 的 子 群 ,C,(K, Ko) 是 它们 的 两 .因为 相对 
链 群 是 自由 的 ,所 以 这 个 序列 分 裂 . 因此 序列 

0<- CKRoG) CK,G) < OK, Ko;G) «0 
是 正 合 的 并 且 是 分 裂 的 .这 就 是 导致 下 列 惊 人 的 事实 ， 

把 C?(K,K。;G) 看 成 C*(K;G) 的 子 群 ,并 把 C* (Ko。;G) 看 
作 C?(K;G) 的 商 群 ,这 是 很 自然 的 . 

让 我 们 更 加 仔细 地 来 考察 这 种 情况 .一 个 相对 上 链 是 一 个 把 
C,(K, Ko) 映射 到 G 中 的 同 态 映射 .这 种 同 态 组 成 的 群 恰好 对 应 
于 C,(K) 到 G 中 的 所 有 使 得 在 子 群 C, (Ko) 上 为 零 的 同 态 组 成 
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的 群 .这 恰好 是 C,(K) 到 G 中 的 所 有 同 态 组 成 的 群 的 一 个 子 群 . 
因而 C?(K ,Ko;G) 自 然 可 以 看 作 是 由 那些 在 K。 的 每 个 定向 单 
形 上 为 零 的 上 链 组 成 的 C?(K;G) 的 子 群 .从 某 种 意义 上 议 ， 
C*(K,Ko;G) 是 KK 的 那些 “由 KK 一 Ko 承 条 的 上 链 组 成 的 群 .上 
边缘 算 子 把 C*(K;G ) 的 这 个 子 群 映射 到 其 自身 中 : 设 C? 在 Ko 
的 每 一 个 单 形 上 为 零 .如果 tc 是 Ko 的 一 个 p+ 1 维 单 形 , 那 么 9t 
被 Ko 承载 ,因此 
(Or a 0 

因而 映射 7 可 以 看 作 一 个 包含 映射 .为 了 解释 i ,我 们 注意 到 它 把 
K 的 上 链 C? 映射 到 上 链 C?。i, 这 个 上 链 恰 好 是 C2 在 C (Kos) 上 
的 限制 .我 们 把 这 些 结果 总 结 如 下 ， 

如 果 我 们 以 序列 

0 一 CKo)—>C,(K)— HC,(K, Ko)—>0 

开始 ,那么 射影 映射 j 的 对 偶 是 包含 映射 j ,而 包含 映射 i 的 对 偶 
是 限制 映射 7 

现在 让 我 们 来 考虑 由 单纯 映射 诱导 的 上 同调 的 同 态 . 

回想 到 若 f;(K, Ko) 一 (L,Lo) 是 单纯 映射 ,那么 就 有 一 个 
相应 的 链 映 射 

fa:C,(K,Ko)— CX Tl 

f# 的 对 偶 把 上 链 映 射 到 上 和 链 , 我 们 通常 把 这 个 对 偶 链 映射 记 为 
.因为 fi 与 3 交换 ,从 而 映射 广 与 8 交换 ,这 是 因为 等 式 f。 
3=3。 f; 的 对 偶 是 等 式 6. f* = f#*。6. 因 此 f+ 把 上 闭 链 上 映射 到 上 
闭 链 并 且 把 上 边缘 映射 到 上 边缘 .我 们 们 把 它 称 为 上 链 映射 , 它 诱 
导 上 同调 群 的 同 态 


PK,K;G) < PL,L,:G). 


其 至 在 上 链 水 平 上 , 肾 子 性 质 也 成 立 . 因为 如 果 i 是 但 等 映射 , 那 
么 让 就 是 恒 等 映 射 ,那么 i* 也 是 .类 似 地 ,把 等 式 (g°。f)# = g#。 
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fa 对偶 化 就 给 出 等 式 (g*f)* =E 。g . 

恰似 在 同调 的 情形 ,在 涉及 相对 群 的 上 同调 中 ,我 们 也 有 长 正 
合 序 列 . 但 是 存在 一 些 差 别 . 

定理 43.1 令 开 是 一 个 复 形 ; 令 Ko 是 一 个 子 复 形 .那么 存 
在 长 正 合 序 列 

HP(Ko,G) < HP(K,G) 
— HI(K,Ko;G) < HI (Ko,G) < 

如 果 Ko 是 非 空 的 ,那么 在 约 化 上 同调 中 存在 一 个 类 似 的 序列 . 单 
纯 映 射 j:( 开 , 拱 o) 一 ( 工 ,Lo) 诱 导 长 正 合 上 同调 序列 的 同 态 . 

证 明 ”本 定理 可 以 通过 把 之 字形 引 理 应 用 于 下 列 图 表 而 得 出 


rm Wm 


. 
0 < ce < 一 CeHKIGO < 一 CPiK, Ko;0) — 0 


0 <- CPKoOG) < CHK;G) < 一 CeK RD —— 0. 


因为 i 和 j 均 与 9 交换 ,所 以 对 偶 上 映射 i 和 7 都 与 6 交换 . 68” 使 维 
数 上 升 1 维 这 个 事实 可 从 之 字形 引 理 的 证 明 得 出 . 《如果 把 本 页 上 
下 颠倒 ,那么 这 些 秆 号 看 上 去 就 像 是 该 引 理 证 明 中 的 那些 入 号 
Te 

一 旦 我 们 在 图 表 的 底部 添加 序列 


0 <— CURKoG) < 一 CUKG) < CUK,RG) 0 
:| 

”一 -一 一 G 
那么 约 化 上 同调 中 的 序列 就 可 以 类 似 地 导出 .因为 e 是 单 射 . 所 以 


在 一 1 维 情况 下 ,没有 非 平 几 的 上 同调 群 出 现 . 醒 
现在 让 我 们 利用 这 个 序列 来 计算 几 个 例子 中 的 上 同调 群 . 


a 


0 


0 =—— 0 


例 1 考虑 一 个 正方 形 K 模 其 
边缘 KK。 的 情形 ,如 图 4.31 所 示 . 我 
们 把 相对 上 链 的 群 看 作 K 的 由 K - 
Ko 所 承载 的 那些 上 链 . 

of 和 cy 都 是 这 样 的 上 链 ,而且 
每 一 个 都 (平凡 地 ) 是 一 个 上 闭 链 . 在 
1 维 情 况 下 ,只 有 一 个 被 K 一 Ko 承 
载 的 上 链 e? , 它 的 上 边缘 是 _ 

Bes = 0 一 Gy ， 图 43.1 
因而 群 HY (KK, Ku) 是 无 限 循环 的 ,而 且 是 由 上 同调 类 | cr | = 
io7 | 生成 的 ， 

因为 被 K 一 Ko 承载 的 唯一 上 链 不 是 上 闭 链 ,所 以 群 H'(K， 
Ko) 为 零 . 又 因为 没有 任何 被 K - 攻 。 承 载 的 0 维 上 链 , 所 以 群 
H (天 ,天 。) 也 是 零 群 . 

现在 考虑 正 合 序列 

H(KO)— HR HK,K) HK HI(K)<— HI(K, Ko,) 

0 一 (全 ZZ -7 一 () 二 0. 

我 们 刚才 计算 过 (天 ,天 o) 的 上 同调 ,而且 我 们 在 842 的 例 3 中 求 
出 了 K。 的 上 同调 , 8 是 什么 ? 群 日 (Ko) 由 上 闭 链 ey 生成 .为 
了 计算 38" je? 1, 我们 首先 “把 er 拉 回 "到 六 上 (把 它 看 作 天 的 
上 闭 链 ), 取 它 在 玉 中 的 上 边缘 6e? ,并 把 结果 看 作 模 K。 的 上 
闭 链 . 由 直接 计算 , 像 KK 的 上 链 一 样 , 6ef = -cr .因为 就 像 刚 证 
明 的 那样 ,o? 生成 于 (K ,Ko) , 故 由 此 可 知 ,6"” 是 一 个 同 构 . 

因此 ,在 这 个 正 合 上 同调 序列 中 的 两 个 未 知 群 必 为 零 群 . 

例 2 考虑 Miibius 带 M 模 其 边缘 五 ,如 图 43.2 所 示 , 我 们 来 
计算 (AM ,五 ) 的 上 同调 和 M 的 上 同调 . 

每 一 个 上 链 ao; 都 (平凡 地 ) 是 一 个 上 闭 链 ,因而 它们 形成 2 
维 相 对 上 闭 链 群 Z* (JM ,五 ) 的 基 . 同样 er ,…,es 组 成 1 维 相 对 
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人 如 2 站 3 
6 一 一 各 
6 
M 
14 Us 也 


D3 HY } 
图 43.2 


上 和 链 群 C(IM ,EE) 的 基 . (1M 的 其 它 1 维 单 形 在 中 ,) 奉 以 男 外 
不 同 的 基 人 代替 Z*(M,E) 和 C (M,FE) 的 上 述 基 将 是 方便 的 .让 
我 们 取 
G1 1901 一 52 02 — 03 303 — 04 04 — 0s 105 一 06 
作为 Z*(M ,EE) 的 基 , 取 
ey ,2 ;C3 ,C4 ee ,C1 EB es 

作为 C'(M,E) 的 基 . 那 么 我 们 就 能 很 容易 地 算出 日 (M ,EE). 我 
们 看 到 6e;? =c7 一 ci=1T 3 和 人 (er +… 十 eg )=201. 
因而 型 (OM,E) 实 Z/2, 而 且 蚌 由 cy 生成 的 . 

群 Hi(M ,EE) 为 零 , 因 为 没有 1 维 的 相对 上 闭 链 :这 可 从 5 把 
我 们 所 选取 的 C(M,E) 的 基 上 映射 到 C CM ,EE) 的 一 个 子 群 的 基 
这 个 事实 得 出 , (也 可 以 直接 证 明 仅 当 对 所 有 i,n; =0 时 nier + 
… 二 1626 才 是 一 个 上 闭 链 . ) 

现在 考虑 正 合 序列 

H(E)<— HF(M) < HR(M,E)<- HI(E)< H'(M) < H'(M,E) 


0 < {7) 7 
我 们 刚才 已 经 计算 出 HH? (M,E); 容 易 证 明 五 (已 ) 是 无 限 循环 
的 ,因为 是 一 个 68 边 形 . (参看 $42 的 例 3.) 我 们 来 计算 8”. 群 
末 (五 ) 是 由 e; 生成 的 ,其 中 e 是 FE 的 任何 1 维 定向 单 形 .选取 
er 如 图 43.2 所 示 , 那 么 由 直接 计算 ,686”e?7 = 一 af ;因而 8" 是 满 
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射 , 由 此 立即 得 出 H*(M)=0,H'(M) 衬 z. 
习 题 


1. 如 同 在 例 2 中 那样 , 令 M 表示 Miibius 带 .求生 成 Hi'(M) 的 上 闭 链 . 

2. 考虑 圆柱 面 C 模 其 一 边 五 . 

(a) 计算 开 (C ,五 ). 

(b) 刊 用 偶 (C , 王 ) 的 长 正 合同 调 序 列 计 算 于 (C). 

nn 维 相 对 酚 流 形 

一 个 单纯 偶 (天 ,Ko ) 称 为 n 维 相对 伪 流 形 , 如 果 

(i) |K| 一 1K | 的 闲 包 等 于 nn 维 单 形 的 并 ， 

(ab KK 的 每 一 个 不 在 K。 中 的 n 一 1 维 单 形 怡 好 是 KK 的 两 个 n 维 单 形 的 
一 个 公共 面 . 

(ii) 给 定 KK 的 两 个 不 在 Ko 中 的 5 维 单 形 o 和 oa ,那么 就 有 K 的 一 系 
列 不 在 Ko 中 的 n 维 单 形 

T= Og "yO 一 0 

使 得 对 于 每 个 io 人 ci 都 是 一 个 不 在 K。 中 的 n -1 维 单 形 .如 果 Ko。 = 
好 , 则 我 们 将 K 简称 为 站 维 伪 流 形 ， 

3. 下 列 空间 中 ,哪些 空间 按照 它们 熟悉 的 前 分 是 伪 流 形 ? 

(a} 5S!. 

(b) S°. 

(c) 字母 0. 

(d) S 和 一 个 交 SS 于 一 点 的 圆周 之 并 . 

te) 具有 一 个 公共 点 的 两 个 S” 的 拷贝 之 并 . 

(f{) S*” 当 其 南极 和 北极 被 等 同时 . 

4. 证 明 2 维 紧 流 形 按 其 通 汕 三 角 训 分 是 伪 流 形 .( 以 后 我 们 将 会 看 到 尾 
何 连 通 的 n 维 可 剖 分 流 形 都 是 维 盆 流 形 .) 

5. 令 (K, Ko) 是 一 个 n 维 相 对 檀 流 形 . 

(a) 给 定 o 关 oa 均 不 在 K。 中 .证 明 存 在 一 个 序列 

oO = gy sO = 0 

像 在 (二) 中 的 情形 一 样 ,不 再 重 述 ， 

在 这 种 情况 下 ,一 旦 o 被 定 辣 , 则 对 于 每 个 i, 均 有 so; 的 唯一 定向 使 得 


"en 


3c ;+3c 在 o;_1 门 0; 上 系数 为 0. 我 们 把 由 此 所 得 到 的 m = o 的 定向 称 作 
是 由 o 的 给 定 的 定向 关于 所 给 的 序列 诱导 的 . 

(b) 令 5 是 固 定 的 和 已 定 同 的 , 如果 对 于 每 一 个 o 关 0o ,由 o 的 和 定 癌 所 诱 
导 的 o 的 定向 不 依赖 于 连接 它们 的 序列 , 则 把 (K ,Ko ) 称 作 是 可 定向 的 . 否 
则 ,把 CK ,Ko ) 称 作 不 可 定向 的 . 

证 明 如 果 KK 是 有 限 的 ,那么 

H,(K, Ko)7, HF (K, Ko)Z, 攻 (KK, Kv) 是 可 定 问 的 ， 

H,(K,Ko)=0, 8"(K, Ko) 二 ZW2, 者 (K ,Ko) 是 不 可 定向 的 ， 

[提示 :如 果 y 是 KK 的 所 有 不 在 KK。 中 的 任意 定向 的 ” 维 单 形 之 和 ,那么 对 于 
每 个 n -1 维 相 对 上 和 链 eo “, 《Ge”“ ,7) 是 侦 数 .因此 ,o' 不 构成 上 上 边缘 .| 

(ce) 推 证 至 少 在 有 限 的 情形 ,可 定向 性 不 依赖 于 a 的 选取 ,实际 上 , 它 只 
依赖 于 拓 扑 侦 (|K|, | Ko |) 而 不 依赖 于 所 涉及 的 具体 剖 分 . 

(d) 证 明 如 果 KK 是 有 限 的 ,那么 

H(K,K0:D2) WW2 HI(K, Ko;D2). 


344 上 同调 论 


既然 我 们 对 单纯 上 同调 群 已 有 某 些 感性 认识 ,那么 让 我 们 更 
“一般 地 来 论述 上 同调 理论 .我 们 将 建立 单纯 上 同调 论 和 奇异 上 同 
调 论 , 并 且 证 明 对 于 可 三 第 剂 分 空间 来 说 它们 是 自然 同 构 的 ,还 将 
验证 Filenberg-Steenrod 公理 的 上 同调 形式 . 

首先 ,让 我 们 在 链 复 形 的 水 平 上 进行 . 


链 复 形 的 上 同调 


令 %= |1C, ,31 是 一 个 链 复 形 ; 令 G 是 一 个 Abel 群 .那么 我 们 
定义 多 的 市 G 中 系数 的 p 维 上 和 链 群 为 
Cr(€;G) = Hom(C, ,G); 
定义 上 边缘 算 子 $ 是 边缘 算 子 的 对 偶 ; 由 此 可 知 6* =0. 我 们 把 群 
和 同 态 的 族 | C*(%;G),51 称 为 名 的 带 G 中 系数 的 上 链 复 形 . 跟 
通常 一 样 ,把 同 态 
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6:C(GEG) 一 CC (YG) 
的 核 记 为 6 G); 把 它 的 象 记 为 B*”(@; G), 并 且 定 义 的 带 
G 中 系数 的 p 维 上 同调 群 为 
Hr(€;G) = ZI(E; GB (EC;G). 
如 果 |%;e| 是 增 广 链 复 形 ,那么 就 有 相应 的 上 链 复 形 


a a 
其 中 s 是 单 射 . 我们 定义 名 的 约 化 上 同调 群 为 : 当 gq >>0 时 , 令 
Fi(€;G)= HI(G;G), 当 g=0 时 
H'(@;G) = ker$, /imes. 
容易 看 出 , 如果 吾 " () 为 零 , 那 么 HY(%; G) 也 为 零 , 因 为 
Ci 一 Co 一 Z>0 的 正 合 性 蕴涵 着 对 偶 序列 的 正 合 性 .一 般 ( 参 看 
$ 42 的 习题 ) ,我们 有 
HI'(€;G) FH'(Y;G)OG. 
定义 设 %= 1C, ,al 和 5&= |1C 2， ,2 者 是 链 复 形 ; 设 多 :经 > 人 
是 一 个 链 映 射 , 使 得 9 。 $= $8。39. 那 么 对 侦 同 态 
COC? (6;G) Cr ;G) 
与 8 交换 ;我 们 把 这 样 的 同 态 称 为 上 链 上 映射 . 它 把 上 闭 链 映射 到 
上 闭 链 ,把 上 边缘 映射 到 上 边缘 ,因此 它 诱 导出 上 同调 群 的 同 态 


HP?(G;G) < PG;G). 
指派 
E> HIGG) 和 有 一 由 

满足 通常 的 函 子 性 质 . 实 际 上 ,它们 在 链 水 平 上 已 经 成 立 . 

如 果 {@,e 1 和 18 ee 是 增 广 链 复 形 ,并 且 $$: 人 = 是 一 个 保 
持 增 广 的 链 上 映射 ,那么 e'。#$=。, 因 而 8 = .在 这 种 情况 下 ,4 
除 诱 导 种 义 上 同调 的 同 态 之 外 ,还 诱导 约 化 上 同调 的 同 态 . 

现在 设 $3、y:>% 是 链 映 射 ,并 设 D 是 它们 之 间 的 链 同 伦 ， 
所 以 
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Da+3D= $y. 
那么 万 :CE ,G) 一 C*(%;G) 是 一 个 满足 
0D +D3 = $y 
的 同 态 .我 们 把 它 称 为 $ 和 vy 之 间 的 上 链 同 伦 . 如 果 有 这 样 一 个 
万 存在 ,那么 由 此 立即 可 知 ,诱导 的 上 同调 的 同 态 $8 和 yg* 是 相 
等 的 .对 于 给 定 的 任何 上 闭 链 >?* ,我们 有 
$2t) + S(t) = Dz? + 0. 
从 这 个 观察 结果 能 得 出 下 列 结 论 : 
定理 44.1 令 淖 各 是 链 复 形 ; 令 $8; 史 >@ 是 链 等 价 . 那么 
$$。 和 $$" 分别 是 同调 的 同 构 和 上 同调 的 同 构 . 如 果 外 和 是 增 广 
的 并 且 多 是 保持 增 广 的 ,那么 上, 和” 分别 是 约 化 同调 的 同 构 和 
约 化 上 同调 的 同 构 . 
证 明 ”由 于 名 是 一 个 链 等 价 , 所 以 有 一 个 链 上 映射 jg: -> 使 
得 $y 和 y*$ 都 链 同 伦 于 恒 等 映 射 .那么 %*g 和 $y 均 上 链 同 
伦 于 恒 等 映射 ,因而 gy -$8" 和 $y' 分 别 等 于 下 (4 ) 的 恒 等 映 
射 和 下 ( 打 的 恒 等 映 射 . 
同样 的 论证 对 于 约 化 上 同调 也 成 立 . 口 ] 
最 后 , 设 


1 
是 链 复 形 的 一 个 得 正 合 序列 ,而且 它 在 每 一 维 数 下 都 是 分 裂 的 . 
(例如 当 8 是 目 由 链 复 形 时 ,这 种 情况 就 会 发 生 . ) 那 么 对 偶 序 列 
0 C6;G) < 0 (BG) 08;G) -0 
是 正 合 的 .应 用 之 字形 引 理 ,我 们 就 得 上 同调 中 的 长 正 合 序列 
oH (G;G) -一 下 (96) < 
HP?(8;6)<— He (G;G) < 
其 中 6" 是 由 上 边缘 算 子 按 通 弟 的 方式 请 村 的 .这 个 序列 按 下 述 的 


意义 是 自然 的 :如 果 f 是 链 复 形 的 短 正 合 序列 间 的 同 态 ,那么 了 
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就 是 对 偶 序 列 的 同 态 ,而 且 f°" 是 相应 的 长 正 合 上 园 调 序列 的 同 


A 


上 同调 的 公理 


现在 我 们 来 陈述 Eilenberg-Steenrod 公理 的 上 同调 形式 . 

给 定 空 间 偶 (X ,4A) 的 一 个 容许 类 吧 和 一 个 Abel 群 G ,那么 
关于 加 的 带 G 中 系数 的 上 同调 理论 由 下 列 内 容 组 成 ; 

(1) 对 每 个 整数 p 和 吧 中 的 每 个 空间 偶 (X ,4) 和 证 义 的 一 个 
函数 , 它 的 值 是 一 个 Abel 群 也 (X,A;G)， 

(2) 一 个 函数 , 它 对 每 一 个 连续 映射 hh:(X,A) 一 (Y,B) 和 
每 个 整数 p 指派 一 个 同 态 


HP(X,ASG) 4— HP(Y,B;G) 


(3) 一 个 消 数 , 它 对 x 中 的 每 一 个 空间 偶 (X,A) 和 每 个 整数 
p 指派 一 个 同 态 


3 ey ge 
而 且 满 足下 列 公理 : 
公理 1 若 i 是 恒 等 映射 , 则 i' 是 恒 等 映 射 . 
公理 2 (ko 有 h) ”=h’ ek. 
公理 3 人 是 图 子 的 自然 变换 . 
公理 4 序列 


HAG) < (XG) < 


de ey Cy 0 wa 
是 正 合 的 ,其 中 i 和; 是 包含 映射 . 
公理 5 若 h 二 k, 则 =” 
公理 6 给 定 (X,A), 令 UU 是 X 中 的 一 个 开 集 ,使 得 UC 
IntA .如 果 ( 关 一 U, 有 A 一口) 是 容许 的 ,那么 包含 映射 j 诱导 上 同 
调 的 同 构 
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W(X- U,A- UG)<— HR(X,A;G). 
公理 7 大 PP 是 一 个 单 点 空间 ,那么 对 于 p 取 0, 针 (P;G)= 
0 ,而 对 于 p=0， 
EMO ede 
紧 支 集 公理 在 上 同调 论 中 没有 与 之 相对 应 的 公理 . 
奇异 上 同调 论 


现在 我 们 来 考虑 奇异 理论 并 证 明 它 满足 上 述 公 理 . 
我 们 把 拓扑 空间 偶 (X,A4) 的 带 有 Abel 群 G 中 的 系数 的 奇异 
上 间 调 群 定义 为 
P(X,A;G) = HI(S(X, A);G), 
其 中  (X,A) 是 (X, 有 A) 的 奇异 链 复 形 . 像 往常 一 样 ,着 A = 名 ， 
则 我 们 从 记号 中 把 它 省 去 ; 若 G 是 整数 群 , 则 我 们 也 把 它 从 记号 
中 省 去 . 
我 们 把 与 WX) 的 标准 增 广 相关 的 约 化 上 同调 群 定 为 
R(X;G) = HI(Y(X);G). 
给 定 一 个 连续 映射 :(X,A)>(Y,B), 则 有 一 个 由 hy (TT)= 
h°* 丁 定义 的 链 上 映射 
hs :S,(X,A) — SY DBD), 
我 们 按照 惯例 以 h* 表示 六 ;的 对 偶 上 链 映射 .站 # 诱导 一 个 同 态 


HX,A;CG) 4 (CY,B;G). 
( 当 A 和 8B 是 空 集 时 ,同样 的 结果 在 约 化 同调 中 也 成 立 ,因为 h，。 
是 保持 增 广 的 . ) 甚 至 在 链 水 平 上 函 子 性 质 (公理 1 和 公理 2) 也 成 
立 .因为 S,(X,A) 是 自由 的 ,所 以 链 复 形 的 短 正 合 序列 
0-> S,(A)— S,(X)— S,(X,A)—0 
是 分 裂 的 . 因此 之 字形 引 理 就 可 为 我 们 给 出 一 个 长 正 合 序列 


Rl 


< H(AG)— HB(X;G)<- R(X,A;,G) 


二 

由 之 字形 引 理 的 自然 性 ,连续 上 映射 由:(X,4)- 一 (Y, 昌 ) 诱 导 长 正 
合 上 同调 序列 的 同 态 . ( 若 A 是 非 空 的 , 则 对 约 化 上 同调 有 类 似 的 
结果 成 立 . ) 因 而 公理 3 和 公理 4 成 立 . 

如 果 有 hh,k:(X,A)->(Y,B) 是 同 伦 的 ,那么 hs 和 上 有 ,是 链 同 
伦 的 ,正如 我 们 在 定理 30.7 中 所 证 明 的 那样 .于 是 h* 和 &* 是 上 
链 同 伦 的 ,所 以 ”=k”. 

为 了 计算 单 点 空间 P 的 上 同调 ,我 们 回想 到 (参看 定理 30.3) 
P 的 奇异 链 复 形 具 有 形式 

ZZ 0. 
于 是 P 的 上 链 复 形 具 有 形式 
.<= po = i 

由 此 可 知 , 当 i=0 时 , 末 (P;G) 同 构 于 GG, 而 在 其 它 情况 下 为 零 . 

最 后 ,我 们 要 谈 到 奇异 上 同调 的 切除 性 质 .需要 特别 指出 的 一 
点 是 我 们 对 同调 所 作出 论证 不 能 自动 地 适用 于 上 同调 . 设 “ 

ji:(X-U,A-U)— (xX,A) 

是 一 个 切除 映射 .如 果 我 们 证 明了 j; 是 一 个 链 等 价 ,那么 也 就 没 
有 什么 困难 了 ,因为 j* 就 将 是 一 个 上 链 等 价 , 而 且 由 此 即 可 得 知 
7" 是 一 个 同 构 . 但 是 我 们 只 证 明了 一 个 较 弱 的 结果 :j, 是 一 个 同 
构 . (参看 定理 31.7. ) 因 而 为 使 这 个 结果 能 保持 到 上 同调 上 ,我们 
还 有 一 些 工作 要 做 . 

我 们 所 需要 的 是 将 在 下 一 节 予 以 证 明 的 下 列 事实 : 

令 如 和 四 是 自由 链 复 形 ; 令 g: 弛 >@ 是 一 个 链 映射 , 它 在 所 有 
维 数 下 均 诱 导 同 调 的 同 枸 .那么 风 在 所 有 纵 数 下 ,对 所 有 系数 群 
G ,都 能 诱导 上 同调 的 同 构 . 

奇异 上 同调 的 切除 性 质 是 一 个 直接 推论 :给 定 UCACX, 适 
合 DCIntA ,考虑 包含 映射 

由 


j:(X—-U,A-— U)— (X,A). 
因为 所 涉及 的 链 复 形 是 自由 的 ,又 因为 j; 在 同调 中 诱导 一 个 同 
构 , 所 以 它 在 上 同调 中 也 诱导 一 个 同 构 . 
请 注意 到 奇异 上 同调 也 像 奇 异同 调 一 样 ,满足 一 个 比 公理 中 
所 叙述 的 还 要 稍 强 一 些 的 切除 性 质 .为 使 切除 性 质 成 立 ,我 们 需要 
UCIntA ,但 并 不 需要 U 是 开 的 . 


单纯 上 同调 论 


我 们 已 经 论述 了 单纯 上 同调 的 某 些 方面 .我 们 定义 了 单纯 复 
形 偶 (K , Ko) 的 上 同调 群 ,并 且说 明了 一 个 单纯 映射 了 怎样 诱导 
这 些 群 的 同 态 . 恰 如 对 于 同调 的 情形 一 样 , 要 证 明 一 个 任意 的 连续 
瑞 射 诱导 一 个 同 态 ,仍然 要 做 一 些 工 作 . 

结构 沿用 $14 一 $18 的 模式 .首先 我 们 回想 起 ,如 果 卫 和 8 
是 对 同一 个 连续 映射 的 两 个 单纯 逼近 ,那么 它们 是 连接 的 ,因而 相 
应 的 链 映射 Jf 和 g+ 是 链 同 伦 的 .由 此 可 知 , 广 和 8 是 上 链 同 伦 
的 ,所 以 上 同调 的 同 态 f* 和 g* 是 相等 的 .此 外 ,着 K 是 K 的 一 
个 重 分 ,又 若 g:(K ,并 0) 一 ( 开 , 并 0) 是 对 恒 等 映 射 的 一 个 单纯 逼 
近 ,那么 g# 是 一 个 链 等 价 ,因而 g ”是 一 个 上 链 等 价 , 而 且 g 是 
一 个 同 构 . 

然后 ,我 们 定义 由 连续 上 映 冉 h:(|K|, 1Ko1)—>(|L|, Lt) 
诱导 的 同 态 如 下 :选取 K 的 一 个 重 分 KK" 使 得 hh 有 一 个 单纯 通 近 
fF:(K’ ,K'0) 一 (L,Lo). 选 取 g:(K ,Ko) 一 (K, Ko) 是 午 等 映 冉 
的 单纯 逼近 .最 后 ,定义 

a 

为 了 验证 h’ 不 依赖 于 所 涉及 的 选取 ,并 且 证 实 它 的 尔 子 性 
质 ,就 必须 包含 非常 类 似 于 在 8$18 中 当 我 们 验证 同 态 h, 的 相应 
性 质 时 所 给 出 的 那些 论证 .实际 上 ,我 们 恰好 能 够 利用 如 同 在 那 一 
节 中 所 出 现 的 同样 的 图 表 , 并 且 完 全 保留 所 有 诱导 同 态 的 箭 号 ! 
我 们 把 细节 留 给 读者 . 
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现在 验证 Eilenberg-Steenrod 公理 是 容易 的 .对 长 正 合 上 同 序 
列 的 存在 性 ,我们 已 经 指出 过 .序列 的 自然 性 归结 为 证 明 在 单纯 映 
射 情 况 下 的 自然 性 ,而 这 一 点 我 们 已 经 做 过 . 辐 伦 公 理 、 切 除 公理 
的 单纯 形式 ,以 及 维 数 公理 完全 像 它们 在 奇异 上 同调 中 那样 得 出 . 
这 其 中 并 无 任何 新 的 令 人 感 兴趣 的 事情 发 生 . 

单纯 上 同调 群 的 拓扑 不 变性 ,实际 上 是 伦 型 不 变性 ,立即 可 以 
得 出 . 


单纯 上 同调 与 奇异 上 同调 之 间 的 同 构 


令 开 是 一 个 单纯 复 形 .我 们 在 $ 34 中 曾 定义 了 一 个 链 映射 
7: 听政) — (IK|), 

它 在 同调 中 诱导 一 个 同 构 . 虽 然 ? 依赖 于 K 的 顶点 的 偏 序 的 选 
取 , 但 是 诱导 同 态 7 . 却 不 依赖 于 此 .因为 7 与 子 复 形 的 包含 映射 
交换 ,所 以 它 在 相对 群 上 诱导 一 个 同 态 ,该 同 态 也 是 一 个 同 构 . 现 
在 我 们 来 证 明 同 样 的 结果 对 于 上 同调 也 成 立 . 

定理 44.2 令 (K,Ko) 是 单纯 复 形 偶 .那么 1 诱导 上 同调 的 
同 构 

HP (EK ,KoO);G) < HIOKI, Kol);G), 

它 不 依赖 于 K 的 顶点 的 偏 序 选取 . 它 与 8* 交换 并 且 与 连续 映射 
诱导 的 同 态 交 换 . 

证 明 ”假若 按 选 定 的 序 ,wo 达 … 达 wv,, 则 链 上 映射 7 把 天 的 年 
向 单 形 [ vo ,…, v, | 映射 到 K 的 线性 奇异 单 形 江 wo ,… ,wv,). 因 为 
所 涉及 到 的 链 复 形 是 自由 的 并 且 y” 诱导 同调 的 同 构 ,所 以 它 也 诱 
导 上 同调 的 同 构 .而 且 因 为 w 与 包含 映射 交换 ,所 以 它 诱导 相对 
上 同调 的 同 态 . 由 之 字形 引 理 的 自然 性 ,这 个 同 态 与 上 边缘 算 子 
6* 交换 ,因此 ,由 五 项 引 理 , 它 是 相对 上 同调 中 的 同 构 . 

为 证 明定 理 的 其 余部 分 ,我 们 必须 更 仔细 地 考察 y 的 定义 . 
我 们 把 映射 y 定义 为 复合 映射 
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C (KE) 一 -=C (KEK) 一 ~-S, (区 1)， 
其 中 如 果 按 选 定 的 序 , z<…< z ,那么 名 ([ vo,，…,v,]) 等 于 有 
序 单 形 (wo,…,v,), 而 且 

B(( wo 0)) = (voor ). 
在 $13 中 ,我 们 曾 把 $ 的 链 同 伦 道 定义 为 

1 若 各 tw 互 不 相同 ， 
J two, , tp )) = 
0， 其 它 情况 . 

虽然 点 依赖 于 顶点 的 序 , 但 5 和 6 却 不 依赖 于 此 .7 不 依赖 于 顶 
点 次 序 这 个 事实 可 从 等 式 n” = 二 (yg) 。0 得 出 . 

为 了 证 明 n "与 诱导 同 态 交换 ,我 们 首先 考虑 单纯 上 映 映 的 
情况 .我 们 在 证 明定 理 13.7 中 已 经 证 明了 fs 与 y 交换 ,而 在 证 
明定 理 34.4 中 ,又 证 明了 f; 与 8 交换 .由 此 可 知 ,f* 与 和 9 的 
对 偶 交 换 , 因 而 f° 与 n" 交换 ,为 把 这 个 结果 扩展 到 任意 连续 映 
射 的 情况 ,我 们 可 以 遵循 定理 34.5 的 模式 进行 . [ 


习 题 


1. 著 X 是 一 个 道路 连通 空间 ,证明 于 (X) 兰 Z, 并 求 出 一 个 生成 上 团 
链 . 

2. 叙述 并 证 明 单 纯 上 同调 中 的 Mayer-Vietoris 定理 . 你 能 够 对 于 任意 系 
数 来 证 明 这 个 定理 吗 ? 

3，(a) 令 A,A)CX. 证 明 若 1A, ,Az| 是 一 个 切除 对 ,那么 包含 映射 

PA) 4 SA) — PAL UU A,) 

不 但 在 同调 中 诱导 一 -个 同 构 ,而 且 在 上 同调 中 诱导 一 个 同 构 . 

(b) 试 叙 述 并 证 明 奇 异 上 同调 中 的 Mayer-Vietoris 定理 ， 

具有 紧 支 撑 单 纯 上 同调 . 

令 K 是 一 个 复 形 . 令 C?(K;G) 表 示 从 C,(K) 到 G 中 的 那些 使 得 在 区 
的 除 有 限 多 个 以 外 的 所 有 定向 单 形 上 为 零 的 同 态 所 组 成 的 群 .我 们 把 这 些 同 
态 称 为 具有 紧 支 撑 的 上 链 . 
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4. (a) 证 明 若 KK 是 局 部 有 限 的 ,那么 5 把 C?* 映射 到 CC .我 们 把 所 得 
到 的 上 同调 群 记 为 FE (K;G), 并 称 之 为 具有 紧 支 撑 的 上 同调 群 . 

(b) 如 果 KK 是 这 样 一 个 复 形 , 其 空间 是 卫 且 它 的 顶点 是 整数 ,证 明 
HI(K)Z, HI (K)=0. 

(ec) 证明 车 |K| 是 连通 的 并 且 是 非 紧 的 ,那么 Hc(K)=0. 

5, 对 于 一 个 揣 射 4;X 一 Y 了 来 说 ,如 果 对 于 Y 的 每 一 个 紧 子 集 DD, 集 合 
及 '( 品 ) 均 为 的 紧 子 集 , 则 我 们 把 这 个 上 映射 称 为 真 的 ( 逆 紧 的 ) .一 个 真 同 
伦 是 其 自身 为 真 映射 的 同 伦 . 

(a) 证 明 指 派 

K— HK;G) 和 hh 

定义 这 样 一 个 沙子 , 它 是 从 局 部 有 限 的 单纯 复 形 和 它们 的 可 放 空 间 上 的 敢 么 
的 连续 映射 的 范畴 到 Abel 群 和 同 态 的 范畴 的 . [提示 : 阁 h 是 真有 映射 , 则 瞩 的 
任何 单纯 逼近 也 是 真 映 射 . 如 果 f 和 g 都 是 连续 的 而 且 是 真 的 ,而 D 是 它们 
之 间 的 链 同 伦 , 证 明 D 把 有 限 上 链 映 射 到 有 限 上 链 . 如 果 4:@(K) 一 %(K') 
是 重 分 算 子 ,并 且 g:K 一 KK 是 对 恒 等 映 射 的 单纯 逼近 ,证 明 * 和 g; 的 对 偶 
均 把 有 限 上 链 喘 射 到 有 限 上 链 .对 于 1*g+* 与 恒 等 映 射 之 间 的 链 同 伦 的 对 偶 
证 明 同 样 的 结论 .] 

(b) 证 明 如 果 

hk: IKI—1L)| 

是 真 同 伦 的 ,那么 作为 具有 紧 支 撑 的 上 同调 的 同 态 就 有 天 ”= 及 "” .| 提示 :证 
明 如 果 D 是 在 证 明定 理 19.2 中 所 构造 的 链 同 伦 , 那 么 DD 把 有 限 上 链 上 映射 到 
有 限 上 链 . ] 

(c) 把 (a) 和 (b) 的 结果 扩展 到 相对 上 同调 上 . 上 共有 紧 支 撑 的 上 同调 的 长 
正 合 序列 存在 玛 ? 如 果 存 在 , 它 对 关于 诱导 同 态 是 自然 的 吗 ? 

(d) 对 于 具有 紧 支 撑 的 上 同调 有 相应 的 切除 定理 吗 ? 

“6. 对 于 在 $5 的 习题 中 所 引进 的 基于 无 穷 链 上 的 同调 群 重 作 习 题 5. 


$45 自由 链 复 形 的 上 同调 


直到 现在 为 止 ,我 们 仅 对 少数 几 个 简单 的 空间 计算 了 它们 的 

上 同调 群 .我 们 希望 能 够 更 广泛 地 计算 上 同调 群 .我 们 知道 ,对 于 

CW 复 形 来 说 , 胞 腔 链 复 形 2(X) 能 够 用 于 计算 X 的 同调 群 ,我 们 
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将 要 证 明 它 也 能 用 来 计算 上 同调 群 .我 们 将 在 $47 证 明 这 一 点 . 
该 证 明 依 赖 于 本 刷 我 们 要 证 明 的 关于 自由 链 复 形 的 两 个 定理 . 

第 一 个 定理 说 明 . 对 于 自由 链 复 形 名 和 9 来 说 ,同调 群 的 任 
何 同 态 日 , (一 日 , (92) 都 是 由 一 个 链 上 映射 $ 诱导 的 .第 二 个 定理 
是 说 , 若 自 由 链 复 形 的 链 上 映射 $:>9 在 同调 中 诱导 一 个 同 构 , 那 
么 它 也 在 上 同调 中 诱导 一 个 同 构 . 这 第 二 个 定理 的 一 个 独立 证 明 
将 在 第 七 章 中 给 出 ,因此 如 果 你 愿意 的 话 ,暂时 你 可 以 上 共 是 假定 这 
个 定理 . 

定义 ”我 们 把 Abel 群 的 一 个 短 正 合 序列 

0 一 4 一 了 一 CC 一 0， 

其 中 A 和 和 B 是 自由 的 , 称 为 C 的 一 个 自由 分 解 .任何 Abel 群 C 
都 有 自由 分 解 .我 们 可 以 把 B 取 为 由 C 的 元 素 生 成 的 目 由 Abel 
群 ,把 A 取 为 目 然 射影 了 ->C 的 核 .这 吏 给 出 C 的 所 谓 典 型 自由 
分 解 . 

自由 分 解 具 有 下 列 有 用 的 性 质 : 假 设 我 们 给 出 了 图 表 


多 网 


二 


47 
A 
其 中 水 平 序列 是 正 合 的 ,4 和 B 是 自由 的 .在 这 种 情况 下 ,存在 使 
这 个 图 表 交 换 的 同 态 a: A 一 A 和 8.:B-B.. 

证 明 是 容易 的 ,选取 B 的 一 个 基 , 若 5 是 一 个 基 元 素 , 则 令 8 
把 5 映射 成 集合 (yy ) “(Y(yg(5)) 的 任何 元 素 . 因 为 y 是 满 射 ,所 
以 这 个 集合 是 非 空 的 .少许 图 表 追 踪 即 可 说 明 8 把 img 映射 到 
im$ 中 .因为 加 是 一 个 单 态 射 ,所 以 8 诱导 一 个 同 态 c:A 一 A 

现在 我 们 来 证 明基 本 定理 中 的 第 一 个 . 

定理 45.1 令 虽 和 是 自由 链 复 形 . 如果 7: H,(%@) 一 
HH,( 作 ) 是 一 个 对 所 有 pp 定义 的 同 态 ,那么 存在 一 个 诱导 7 的 链 
映射 9: 和 
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事实 上 ,如 果 B:Z, 一 2Z', 是 闭 链 群 的 诱导 7 的 任何 一 个 同 
态 ,那么 8 能够 扩张 成 一 个 链 映 射 $. 

证 明 在 链 复 形 8 中, 令 Z, 表示 上 维 闭 链 , 令 B, 表示 p 维 
边缘 链 .类 似 地 , 令 Z 和 B ,是 外 的 p 维 团 链 和 pp 维 边 缘 链 . 因 
为 这 些 群 是 目 由 Abel 群 ,所 以 对 所 有 p 都 存在 同 态 a 和 8 使 得 下 
列 图 表 交 换 : 


0 一 一 ~- 5， 一 一 2Z, —— 也 (G) —> 0 
Eo |7 
0 一 ~ Bi 一 ~ 7, —> HG) 一 (0. 
我 们 试图 把 8 扩张 成 C, 到 C', 的 一 个 链 映射 . 为 考虑 短 正 合 
序列 
0 一 ~ Z， 一 -~ C E J 
15 1 & 


¥ 30 


0 —> 72, 一 一 C0 —> 5 ， 一 -~ 10 


——» 站 


因为 B,. ;和 B',_1 是 自由 的 ,所 以 两 个 序列 分 裂 .选取 子 群 

U, 和 UU, 使 得 
C, = 2 U,, C= ZB UU,. 

那么 :Us,>B,-! 和 3'0:U ,>B',-1 都 是 同 构 . 我 们 定义 $;C, 
C', 如 下 :在 二 和 项 Z, 上 令 它 等 于 B;2Z, 一 2Z ，, 而 在 下 和 项 U, 上 
令 它 等 于 由 a 诱导 的 映射 UU, 一 U', ,那么 第 一 个 方块 自动 成 为 交 
换 的 .由 定义 ,对 于 U, 的 任何 元 素 , 第 二 个 方块 是 交换 的 .而 且 由 
正 合 性 , 它 对 于 Z, 的 任何 元 素 交 换 ,因为 

ataoz,) = a(0) =0, dog(z,) = 90(B(z,)) = 0. 
从 而 它 对 Cs 的 任何 元 系 交 换 . 

现在 我 们 来 证 明 是 链 映射 . 考 形 图 表 
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do 


(2 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 和 


| pl -El 


A 


| f 1 
Cp > Bp ip 人 人 Cp 


其 中 未 标记 的 映射 都 是 包含 映射 .由 a 和 8 的 定义 ,中 间 的 方块 交 
换 ; 正 如 刚才 所 证 明 的 ,两 端的 方块 交换 .因而 区 是 一 个 链 上 映射， 

诱导 最 初 所 设 的 同调 同 态 * 这 个 事实 可 从 8 的 定义 得 出 . 

[L 

系 45.2 设 |%B,el 和 1%’,e | 是 自由 的 增 广 链 复 形 ,如 果 7: 
五, (> 日 ,(Y ) 是 一 个 对 所 有 pp 定义 的 同 态 ,那么 y 是 由 一 个 保 
持 增 广 的 链 映 射 :站 > 请 时 的 ， 

证 阴 考虑 从 和 得 到 的 增 广 链 复 形 ,它们 以 作为 其 一 
1 维 的 群 , 并 且 分 别 以 es 和 # 作为 从 0 维 到 一 1 维 的 边缘 算 子 .我 
们 定义 8 在 -1 维 时 等 于 恒 等 映 射 (其 中 同调 为 零 ) ,而 在 其 它 维 
数 时 ,是 诱导 的 闭 链 群 的 任何 同 态 . 于 是 上 面 的 定理 适用 ;所 得 
到 的 链 上 映 冉 $8 将 目 动 保持 增 广 . 

现在 我 们 来 证 明 第 二 个 基本 定理 .我 们 从 考虑 一 种 特殊 情况 
开始 . 

引 理 45.3 令 


1 

是 自由 链 复 形 的 一 个 正 合 序 列 ,如 果 风 在 所 有 维 数 下 均 族 导 同 调 
的 同 构 , 那 么 它 也 请 村 上 同调 的 同 构 . 

证 阴 同调 中 长 正 合 序列 的 存在 性 和 4$, 是 同 构 的 事实 荀 涵 
着 对 所 有 户 , 媚 (全 =0. 为 证 明 % 是 一 个 同 构 , 只 需 证 明 对 所 有 
p, Hi(8;G)=0. 

令 B,CZ,CE, 分 别 表示 6 的 p 维 边 缘 链 、p 维 闭 链 和 pp 维 
链 . 因为 B。_| 是 自由 的 ,所 以 短 正 合 序列 


可 
0 -~ 2, ~— E,—* B,1—>0 
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分 多 .而 且 Z, = B, ,因为 & 的 同调 为 零 . 因此 我 们 能 够 写成 EE, = 
B, 中 U,, 其 中 3 把 B, 映射 到 零 ,并 且 把 LU 同 构 地 映射 到 BI 
上 ,于 是 
Hom( E,,G) Hom(B,,G) 0 Hom(U,,G). 

可 以 证 实 ,6 诱导 这 样 一 个 同 态 , 它 把 Hom(B,,G) 同 构 地 上 映射 到 
Hom( U,,1,G) 上 ,并 且 把 Hom( U,,G) 映 射 到 零 . 那 么 Hom( DJ ， 
GG) 表示 《 的 上 闭 链 群 而 且 它 等 于 6 的 象 .因而 天 (86;G)=0. 口 

定理 的 这 种 特殊 情况 就 是 我 们 在 上 一 节 中 实际 用 到 的 全 部 . 
可 是 以 后 我 们 将 需要 一 般 的 形式 .一 般 情况 可 以 通过 下 列 引 理 而 
归结 为 特殊 情况 . 

引 理 45.4 令 虽 和 急 是 自由 链 复 形 , 令 $: 络 > 力 是 一 个 链 映 
射 .那么 存在 一 个 自由 链 复 形 信和 两 个 单 链 映 射 i: 作 > 和 j :> 
使 得 ) 在 所 有 维 数 下 都 请 导 同 调 的 同 构 ,而 且 图 表 


在 - i 
| 

US 
i)! 


直至 链 同 伦 交 摘 . 而 且 , 商 名 fimi 和 /imj 是 自由 的 . 

证 明 ”多 的 定义 完全 是 一 个 “从 帽子 抽象 出 来 "的 定义 . 以 后 
我 们 将 解释 它 的 几何 动机 . 有 时 ,我 们 把 它 称 为 % 的 “代数 映射 
柱 ”. 

把 9 定义 为 这 样 一 个 链 复 形 , 它 在 p 维 的 链 群 由 

D, i CO 
给 出 . 令 久 中 的 边缘 算 子 由 下 列 等 式 定义 
9 (ec,,0,0)= (9c,,0,0), 
3 (0,d,,0)= (0,34d, ,0), 
9 (0,0,c, 1)= (~— cp is gc 1), — 9c.1). 
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你 可 以 毫 无 困难 地 验证 3 .3 =0. 从 定义 显然 有 ,自然 包含 映射 i 
C, 一 D， 和 j:D,~>D', 是 链 映射 . 显然 还 有 D', 和 商 DD',/imi 与 
Djinmy 都 有 自由 的 . 
我 们 由 等 式 
Dilec,) = (0,0,c,) 
定义 一 个 链 同 伦 DD:C,->D',,. 可 以 验证 它 满足 等 式 
aD+Da= 7 $-i.. 
最 后 ,我 们 证 明 7 在 同调 中 诱导 一 个 同 构 . 为 此 只 要 证 明 链 复 
形 作 季 的 同调 为 零 .29 13 的 第 户 个 链 群 同 构 于 C 中 Co -1，, 面 且 
诱导 的 边 绿 算 子 7 由 下 列 等 式 给 出 : 
人 
如 果 (c,, 5c,-1) 是 这 个 链 复 形 的 一 个 闭 链 ,那么 尤其 可 以 得 出 
9cs 一 cp-1 二 0. 直接 计算 得 
(Od Ee) 一 一 本 
因而 (c, , cs,_i) 是 一 个 边缘 链 . 加 
定理 45.5 令 多 和 外 是 自由 链 复 形 ; 令 ;:E>9 是 一 个 链 映 
射 .如 果 多 在 所 有 维 数 下 均 诱 导 同 调 的 同 构 , 那 么 多 也 在 所 有 维 
数 下 诱导 上 同调 的 同 构 . 
证 明 ”给 定 $, 令 1:8>9 和 j:9>93 如 同上 面 引 理 中 一 样 . 
则 我 们 有 上 且 由 链 复 形 的 正 合 序列 
0 一 《一 =g —» 9/€—0, 
0—> -> 9 ->9/9->0. 
由 上 面 的 引 理 ,映射 j 诱导 一 个 同调 的 同 构 ; 而 i 诱导 同调 的 同 构 
则 是 因为 ; 和 #4 都 诱导 同调 的 同 构 而 且 i 链 同 伦 于 j。$. 因此 ,由 
引 理 45.3, 在 所 有 维 数 下 ,i 和 j 分 别 诱导 上 同调 的 同 构 i* 和 })”. 
由 于 i 链 同 伦 于 jg ,所 以 我 们 有 i ”= $8" 。j”. 因 此 ,$8 也 是 上 同 
调 的 同 构 . 口 
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系 45.6 令 旬 和 外 是 自由 链 复 形 .如 果 对 所 有 p,H, (名 ) 实 
H, (3), 那 么 对 于 所 有 p 和 G,(%€;G) 衬 H? (9;G). 广 

评注 ”现在 我 们 来 阐明 潜藏 于 链 复 形 2 的 定义 背后 的 几何 
动机 . 

粗略 地 说 ,要 用 把 XX 散 入 到 一 个 同 伦 等 价 于 Y 的 空间 中 的 骨 
人 来 代替 一 个 任意 连续 映射 hh : 匀 一 Y, 对 此 在 同 伦 论 中 有 一 种 标 
准 作法 .更 确 地 说 就 是 有 一 个 空间 Y 和 两 个 阴 入 映射 i 和 ; 使 得 
图 表 


直至 同 伦 交 换 ,而 且 使 得 ; 是 一 个 同 伦 等 价 .由 此 立即 可 知 ,h 是 
一 个 同 伦 等 价 当 且 仅 当 是 一 个 同 伦 等 价 .用 这 种 方法 ,关于 映射 
六 的 问题 就 可 归结 为 关于 和 萄 人 i 的 问题 ， 

我 们 把 这 种 作法 称 为 映射 柱 构 造 法 .我 们 在 这 里 来 描述 它 并 
且 解 释 链 复 形 是 怎样 成 为 一 个 代数 的 类 似 物 的 . 

给 定 h: 久 一 Y, 让 我 们 从 久 xXIT 和 YY 的 不 交 并 通过 把 天 xX0 
的 每 一 点 (x ,0) 与 Y 的 点 h(xz) 等 同 来 构造 一 个 商 空间 ,把 所 得 到 
的 粘着 空间 Y 称 为 h 的 上 映射 柱 .我 们 把 它 画 成 看 起 来 像 是 一 个 
“大 礼帽 "的 形状 ,参看 图 45.1. 

令 x:(XX 了 UY->Y 是 两 映射.x 在 Y 上 的 限制 定义 一 个 
从 Y 到 六 中 的 舱 人 ,并 且 映 射 i(z)= x(z,1) 定 义 关 到 YY 中 的 
一 个 媒人 .显然 j7(Y) 是 的 一 个 变形 收缩 核 .我 们 恰好 “把 上 面 
的 礼帽 向 下 推 欧 到 ”7(Y) 上 .显然 正 因 映 射 i:X 一 Y 同 伦 于 映射 
jh; 故 又 恰好 可 “把 i( 义 ) 推 移 下 去 ”. 

我 们 试图 从 代数 上 仿效 这 种 构造 方法 .因而 为 了 方便 起 见 , 让 
我 们 假定 Y 可 按 下 述 方 式 三 角 训 分 :i( 久 ) 和 ;( 了 ) 都 是 子 复 形 而 
月 对 于 o EX, 每 个 集合 x(o XxX 了) 也 是 子 复 形 . 为 了 记号 简化 .让 
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图 45.1 


我 们 把 六 和 i(X) 等 同 . 把 Y 与 ij(Y) 等 同 .现在 史 X) 起 着 链 复 
形 扣 的 作用 . (YY) 起 着 9 的 作用 、%( YY ) 起 着 9 的 作用 . 映射 
hs :A(X)->E(Y) 起 着 链 上 映射 上 的 作用 . 

从 代数 上 看 , 链 复 形 9 像 什么 呢 7? 假设 我 们 把 分 成 CW 
复 形 的 胞 腔 . 则 p 维 开 胞 腔 将 由 XX 的 pb 维 开 单 形 Into,、Y 的 p 维 
开 单 形 Intr, 以 及 在 X 和 Y 之 则 的 形 如 x (lntos_; X Int7) 的 开 
胞 腔 组 成 .那么 Y 的 第 p 个 链 群 实质 上 恰好 是 

COX TC CY Ct 
因为 “在 胞 腔 之 间 ” 的 群 同 构 于 C,_1( 久 ), Y 的 边缘 算 子 怎样 作用 
在 这 些 链 填 呢 ? 显然 它 的 作用 怡 好 像 9x 在 X 中 和 av 在 Y 中 的 作 
用 .那么 它 对 于 第 三 种 胞 腔 起 什么 作用 呢 ? 在 空间 XxT 中 ,容易 
看 出 
a(oxI)=ox0~-ocx1l+t+(90)xl1. 
(请 务必 仔细 注意 符号 . ) 当 XXX0 通 过 4 烙 接 到 Y 上 时 ,这 个 公 
式 变 为 
9 (Intoe Xx IntI) = ha(o)}— ot (93c)xI. 
最 后 , 当 我 们 把 Y 的 p 维 链 与 群 C,(X) 吕 C,(Y 了 ) 电 C,-;(X) 等 
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9 (0,0,0,1) 一 【一 Op-l ;内 # (a + 90,.1). 
(实际 上 ,为 了 使 9。39 =0, 最 后 一 个 符号 必定 是 一 .) 此 时 ,代数 瞎 
射 柱 和 拓扑 映射 柱 之 间 的 联系 就 很 清楚 了 1 
让 我 们 给 出 这 个 定理 的 一 个 应 用 . 它 是 联系 上 同调 与 同调 的 
一 个 公式 .在 第 七 章 它 将 被 进一步 推广 . 
定义 ”如 果 = {C ,9 是 一 个 链 复 形 , 那 么 就 有 一 个 映射 
Hom(C,,G) x C,— G, 
它 把 链 偶 (cr ,c, ) 映 射 成 G 的 元 素 《c?,c,); 它 是 双 线 性 的 ,我 们 
把 它 称 为 “赋值 有 映 射 ”. 它 诱导 一 个 双 线 性 上 映射 
H(€;G) x 万 人 (的 一 个， 
我 们 将 它 称 为 Kronecker 指标 . 我 们 同样 用 (a? ,8 表示 a? 和 8p， 
在 这 个 映射 下 的 象 . 
容易 看 出 ,Kronecker 指标 是 完全 确定 的 ,因为 
(Dd Ed 0 
(2 Od a DO 
如 果 xz* 是 上 闭 链 ,xz, 是 闭 链 ,那么 两 式 中 的 末 项 消失 . 
定义 ”把 Kronecker 映射 
x:H(E;G) — Hom( H,(%),G) 
定义 为 使 a 变 成 同 态 (a， ) 的 映射 将 是 方便 的 .形式 上 ,我 们 定 
x 
(Ka? )(B,) = 《op 
因为 Kronecker 指标 按 第 一 个 变量 是 线性 的 ,所 以 映射 < 是 一 个 
同 态 .我 们 把 验证 x 是 “自然 的 " 留 给 读者 . (参看 习题 2.) - 
下 列 引 理 是 基本 的 ; 它 的 证 明 没 有 用 到 本 节 中 的 任何 定理 . 
引 理 45,7 令 外 是 一 个 自由 链 复 形 , 那 么 就 有 一 个 自然 的 正 
合 序 列 
0 < 一 Hom( H,(%) ,GG) <— HP (CG) <— kerk <— 0. 
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它 分 裂 ,但 不 是 自然 分 裂 . 

证 明 我们 将 构造 一 个 同 态 

A :Hom(H,(®,G)— HP(€;G) 

使 得 c*)” 是 恒 等 映 射 . 由 此 即 可 得 出 ,x 是 满 射 ,而 且 所 论 的 序列 
分 裂 . 

令 B, ,2Z,,C, 分 别 表示 名 中 的 边缘 链 、 闭 链 和 和 链 . 我 们 从 射影 
同 态 

r:Z > 2,1B, = H,(®) 
开始 . 正 合 序 列 0 一 Z, 一 C, 一 B,_1 一 0 说 明 Z, 是 C, 中 的 一 个 直 
和 项 . 因此 ,x 能 扩张 成 一 个 同 态 4:C, 一 蝇 , (人). 通 过 令 下 ,= 
H,(%) 并 有 目 令 8 中 的 所 有 边缘 算 子 为 零 而 定义 一 个 链 复 形 8. 那 
么 
H,{(8) = E, = H,(®), 
Hi(é;G) = Hom(E,,G) = Hom( H,(@),G). 
因为 86 中 的 边缘 算 子 为 零 , 所 以 贞 射 4: 8 是 链 上 映射 . 因为 
Mac)= 19cp411 = 二 0, 所 以 同调 中 的 诱导 同 态 
A,:H,(€) > H,(€) = H,(%) 
是 恒 等 映射 ( 且 因 此 是 一 个 同 构 ). 因 为 奉 z, 是 一 个 闭 链 ,那么 
A (lel) = A(tz2s) = rxt2p) = ix 

上 同调 中 的 诱导 同 态 


Hr(%€;G) <— HP(G;G) = Hom( H,(®@),G) 
一 般 不 是 同 构 . : 
现在 复合 映射 <. * 是 Hom( HH,(%),G) 的 恒 等 映射 ,因为 若 
1z 1 EH, (8) 有 YEHom(H,(@),G), 那 么 
CA* (CFO esd) = (< (7), {zs}) = (XC(y), 2,) 
= (YACz,)) 一 了 (| 再 
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定理 45.8 令 名 是 一 个 自由 链 复 形 . 如 果 日 ,(% 对 所 有 者 
是 自由 的 ,那么 上 对 所 有 户 均 为 同 构 . 

证 明 令 A: 史 >8 如 同上 面 引 理 中 一 样 .因为 名 的 同调 是 自 
由 的 ,所 以 & 是 自由 链 复 形 而 且 定理 45.5 适用 . 因为 链 上 映 喘 1: 
乡 >& 在 所 有 维 数 下 都 诱导 同调 的 同 构 和 .。 ,所 以 A” 是 一 个 同 构 . 
k“*)“ 是 恒 等 映 射 的 事实 蕴涵 着 x 也 是 一 个 同 构 . 口 

这 个 定理 说 明 , 如 果 名 的 同调 在 所 有 维 数 下 是 有 自由 的 , 那 
么 上 同调 群 H*(%; G) 能 用 一 种 自然 的 方式 看 作 是 同调 群 HH,(%) 
的 对 偶 群 Hom( 日, (的 ,G). 我 们 将 在 第 七 章 中 推广 这 个 定理 . 实 
际 上 ,我 们 所 需要 的 全 部 就 是 单 群 电 ,_, (名 是 自由 的 . 


习 十 


1. 检验 在 引 理 45.4 的 证 明 中 所 定义 的 算 子 9 满足 3 。9 =0. 
2. (a) 证 明 Kronecker 映射 < 关于 由 链 揣 射 诱导 的 辐 态 是 自然 的 .印证 
明 , 者 $$;:@ 久 是 链 上 映射 ,那么 下 列 图 表 交 换 : 


Kk 


Hom(H,(@), 0) H'(€30) 
区 I 
Hom(H,(Z),0) H'(Y ,0). 


(b) Kronecker 指标 的 自然 性 自身 有 点 难于 用 公式 表达 ,因为 它 按 一 个 
变量 是 共 变 的 而 按 另 一 个 变量 却 是 反 变 的 . 令 $$:%@> 外 是 一 个 链 上 映射 ,证 明 
若 oaE 下 (23CG) 而 PE 日,( 中 ,那么 

《$B” Coa),B) = ha, pF (BP)). 
3. 邻 久 和 Y 是 两 个 空间 并 有 昌 使 得 H,(X),H"(X), HH,(Y),HP(Y) 都 
是 无 限 循环 的 . 令 f:X 一 Y 是 一 个 连续 映射 .证 明 车 
Fa NY 
等 于 乘 以 d 的 乘法 ,那么 
F(T F(X) 
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(直至 符号 ) 也 是 乘 以 4 的 乘法 .[ 提 示 : 证 明 < 是 一 个 同 构 .] 
4. 因为 在 引 理 45.7 的 证 明 中 ,对 于 同 态 4: C, 一 HH, (器 的 定义 包含 着 
任意 选择 ,所 以 我 们 不 能 指望 分 异同 态 
A :Hom(H,(@),G)— HI (YY;G) 
是 自然 的 .事实 上 , 它 不 是 自然 的 ,证 明 如 下 : 
(a) 求 自由 链 复 形 名 . 令 和 链 映射 $8 名 > 外 使 得 对 于 4 的 任何 选取 都 不 
能 使 下 列 图 表 交 换 ， 


Hom(H,(E), 0) H'(€ ;©O) 


| 


宁 
Hom(HAD).G) = HZ,0). 


“ (b) 求 空 间 X、Y 和 一 个 连续 肌 射 f/: XX 一 了 ,使 得 当 置 = XX), 儿 = 
和 YY) 和 $= f# 时 能 够 实现 (a) 的 情形 . 


* § 46 自由 链 复 形 中 的 链 等 价 ! 


现在 我 们 来 证 明定 理 45.5 的 另 一 种 形式 .另外 我 们 还 假定 给 
出 了 自由 链 复 形 的 一 个 链 上 映射 %: 乡 >9, 它 在 所 有 维 数 下 均 诱 对 
同调 的 同 构 .我 们 证 明 如 果 名 和 多 满足 在 低 于 某 一 个 维 数 时 两 者 
均 为 零 这 个 (相当 弱 的 ) 附 加 条 件 ,那么 由 此 可 得 ,不 仅 $" 是 一 个 
同 构 ,而 且 链 映射 $ 本 身 是 一 个 链 等 价 .证 明 将 涉及 到 我 们 在 上 
一 节 中 所 构造 的 “代数 映射 柱 ”. 

首先 ,我 们 需要 一 个 基本 引 理 ,为 了 以 后 的 应 用 我 们 把 它 叙 述 
成 比 目 前 所 需要 的 更 为 一 般 化 的 形 去. 

引 理 46.1 令 6E 和 六 是 非 负 链 复 形 . 设 对 于 户 >0, 瑟 ,是 自 
由 的 ,而 且 对 力 >0, 已 (多 =0. 那 么 在 0 维 一 致 的 任何 两 个 链 映 射 
,28:8>Z3 是 链 同 伦 的 : 


+ 在 $56 和 $60 当 我 们 证 明 某 些 正 合 序 列 的 自然 性 时 将 要 用 到 本 节 的 结果 . 
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证 明 和 定义 卫 :Fo 一 开 为 零 .那么 因为 在 0 维 时 g = 了 ,所 以 
等 式 9D + D393=g ~ 了 在 0 维 时 成 立 . 设 喇 在 p ~1 维 时 已 被 定 
义 , 其 中 户 >0. 选 取 五 。 的 一 个 基 . 若 e 是 一 个 基 元 素 , 那 么 g(e) 
-re)- 了 tae) 是 完全 确定 的 ,而 且 它 是 一 个 财 链 (由 通常 计算 
可 知 ). 定 义 D(e) 是 已 ,的 一 个 元 素 ,其 边缘 等 于 这 个 闭 链 ， 口 

正如 你 可 能 猜测 到 的 那样 ,我 们 能 够 从 等 调 承 载 子 定理 仔细 
推导 出 这 个 结果 .但 是 它 不 值得 我 们 去 做 这 种 艰难 尝试 . 

定理 46.2 仿 叶 和 允 是 在 低 于 某 个 维 时 为 零 的 自由 链 复 形 ; 
令 $:; 史 > 卫 是 一 个 链 上 映射 .如果 多 在 所 有 维 数 下 都 诱导 同 调 的 同 
构 , 那 么 多 是 一 个 链 等 价 . 

证 明 ”现在 我 们 重新 考虑 在 引 理 45.4 的 证 明 中 所 定义 的 链 
复 形 9 .包含 上 映射 

ps Us D0 
链 同 伦 于 jy。#$, 其 中 j:D, 一 D', 是 包含 映射 .由 于 ; 和 % 诱导 同调 
的 同 构 , 所 以 i 亦 如 此 .由 此 可 知 , 链 复 形 8= /在 所 有 维 数 下 
都 有 为 零 的 同调 .于 是 
E, > D, ©® C1. 
诱导 的 边缘 算 子 满足 公式 
eile = (9d, + p{c,1), te 

我 们 把 上 述 引 理应 用 于 链 复 形 8 和 从 8 到 其 自身 的 任何 两 个 
链 上 映射 f 和 g. 链 复 形 & 在 低 于 某 一 维 数 时 为 零 ( 因 为 和 是 这 
样 ). 我 们 不 妨 取 这 个 维 数 就 是 1 维 .我 们 知道 对 所 有 p,E, 是 自 
由 的 且 磋 ,( 扑 =0. 由 于 任何 两 个 链 上 映射 f,g:8->68 在 0 维 (平凡 
地 ) 一 致 ,所 以 它们 是 链 同 伦 的 .特别 是 ,在 恒 等 映射 和 零 链 上 映射 之 
闻 有 一 个 链 同 伦 . 即 有 一 个 同 态 D:E, 一 EE,; 1 满足 等 式 

3D + D3 = 恒 等 映射 . 

我 们 所 需要 的 全 部 链 映 射 和 链 同 伦 就 隐 含 在 这 个 公式 之 中 . 

回想 起 五, 伍 也 ,中 C ,我 们 定义 同 态 90, Jj,4 ,pr 为 
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D(qd,,0) = (oa Ja) € Dn 由 Co 
D(0,c) = (Ac ,pc 1)) ED 中心 : 
然后 ,我 们 拼命 地 进行 计算 ! 首先 我 们 算出 
Da(d,,0)= (8(394d,), g(ad,)), 
aD(d,,0)= (90(d,) + py(d,), -9g(d,)). 
把 这 两 个 等 式 相 加 ,就 得 出 等 式 
d,= 0{(9d,) + 90(d,) + $y(d,), 
0= y(3d,) -9p(d,). 
第 二 个 等 式 说 明 yy:D,~>C, 是 一 个 链 上 映射 ,而 第 一 个 等 式 说 明 6: 
D, 一 DD,+1 是 $*y 与 但 等 映射 之 间 链 同 伦 .其 次 我 们 算出 
DatO es De 0 DO ge) 
= (Bp(e, 1) php{ es, 1)) — (Al9c,1), 14(9c,1)), 
3D{(0,c,1)= 9(A(co1), pce 1)) 
= (dA(cp1) + Bul ces), — 9pu( co-1)). 
把 这 些 等 式 的 第 二 坐标 相 加 ,就 得 到 等 式 
Cp = pp{esi) — pl9cs1) — 9p(cp-1), 
此 式 说 明 yu 是 y*$ 与 恒 等 映 射 之 间 的 链 同 伦 . 
从 而 我 们 的 定理 得 证 . 器] 
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1. 含 X 是 一 个 空间 ; 令 .x 是 X 的 一 族 子 集 , 它 们 的 内 部 覆盖 多 .证 明 包 
含 映射 
i (XX) — AX) 
是 链 等 价 . 
2. 令 7:%(K) 一 (|K|) 是 $34 中 的 链 映射 , 它 诱导 单纯 同调 与 奇异 同 
调 的 一 个 同 构 . 证 明 7 是 一 个 链 等 价 ， 
让 3d48 和. 


347 CW 复 形 的 上 同调 


现在 我 们 能 够 计算 一 些 熟 悉 空 间 的 上 同调 群 ,并 且 求 出 生成 
这 些 群 的 具体 上 闭 链 .我 们 在 进行 这 些 计算 时 所 使 用 的 基本 定理 
便 是 下 面 的 : 

定理 47.1 令 针 是 一 个 CW 复 形 ; 令 9(X) 是 它 的 胞 腔 链 复 
形 .那么 对 所 有 的 户 和 G， 

下 (2CXJC) 全 下 (XiG)， 
如 末 及 是 由 复 形 KK 三角 庆 分 的 一 个 可 剂 分 CW 复 形 ,那么 这 个 同 
构 是 由 包含 映射 3(X) 一 吼 开 ) 所 诱导 的 ， 

证 明 %(X) 和 K(X) 都 是 自由 链 复 形 . 由 于 它们 的 同调 群 同 
构 ,因而 由 系 45.6, 它 们 的 上 同调 群 也 是 同 构 的 .在 X 是 可 三 角 放 分 
的 情形 ,包含 映射 ;1:9(X) 一 各 (XI) 诱 导 所 论 的 同调 的 同 构 .( 参 硕 
定理 39.5. ) 那 么 i 也 诱导 上 同调 的 同 构 . 口 

系 47.2 邻 nn 记 0, 那 么 

H(S;G) 之 G， 对 于 i=0 和 i= nn， 
H(B,S" ";G) 实 G， 对 于 i=n. 
对 于 ?的 其 它 值 ,这 些 上 同调 群 为 零 ， 

证 明 第 一 个 结论 可 从 下 列 事实 得 出 :S" 的 胞 腔 链 复 形 在 0 
维和 x 维 是 无 限 循环 的 ,而 在 其 它 情 况 下 为 零 ; 而 且 所 有 边缘 算 
子 都 为 零 .第 二 个 绪论 可 从 约 化 上 同调 中 的 长 正 合 序列 得 出 ,而 且 
要 用 到 如 下 的 事实 : B” 的 约 化 上 同调 为 零 ,这 是 因为 B" 是 可 缩 
的 ， 醒 

例 1 邻 X 表 示 环 面 工 或 Klein 瓶 S$. 二 者 均 可 表 为 具有 一 
个 2 维 开 胞 腔 、 两 个 1 维 开 胞 腔 和 一 个 0 维 胞 腔 的 CW 复 形 .在 
8 39 的 例 2 中 ,我 们 已 计算 出 蔷 的 胞 腔 链 复 形 具有 下 列 形式 


PE A a a 
令 y 生 成 D:(X); 令 wi 和 zi 是 D(XX) 的 一 个 基 . 我 们 知道 在 环 
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面 的 情况 下 ,3, 和 9, 为 零 .转化 为 对 偶 序列 ,我 们 算出 
FE(TIG) 兰 G，BH(TIG) 估 G 四 G， 下 (TG) 宇 G 
在 Klein 找 的 情况 ,我们 知道 3, 为 零 ,而 且 我 们 能 够 选取 wi 
和 zj 使 得 9, y = 2z; .对 侦 序 列 具 有 形式 


Py as fe ee 
这 里 Hom(D;(S),G) 估 G 四 6G, 其 中 第 一 个 直 和 项 表示 那些 在 
zi 上 为 零 的 同 态 Dis) 一 G; 第 二 个 直 和 项 表示 那些 在 w， 上 
为 零 的 同 态 VD;(S) 一 G. 因 为 3 是 平凡 的 ,所 以 它 的 对 偶 0 也 
是 平凡 的 .我 们 计算 5, 如 下 : 

(82$,7) = ($0,7) = 2($,z1) = 0, 

(28.7) = (D7) = 20, 21). 

因而 5, 把 第 一 个 直 和 项 映射 为 零 ,在 第 二 个 直 和 项 上 它 等 于 乘 以 
2 的 乘法 .我 们 推出 

HSIG) 全 G12G, HS3IG) 二 


6 四 ker(G 一 > G),B(SiG) 宕 G. 
特别 地 ， 
H’*(S) 二 2, HI(S)Z, H(S)Z. 

在 上 面 的 例子 中 所 给 出 的 计算 是 典型 的 .一 旦 有 了 胞 腔 链 复 
形 23(X) , 则 计算 上 同调 群 并 不 困难 . 

然而 , 却 有 一 个 随 之 而 来 的 更 困难 的 问题 , 那 就 是 寻求 生成 这 
些 群 的 具体 的 单纯 上 闭 链 的 问题 .在 下 一 节 . 当 我 们 研究 上 积 时 ， 
我 们 将 需要 有 这 样 的 上 闭 链 在 手 .那么 我 们 将 如 何 求 出 它们 呢 ? 

在 局 调 的 情况 下 ,要 求 出 X 的 生成 同调 的 单纯 闭 链 并 不 困 
难 . 让 我 们 把 工 和 S 表示 成 矩形 工 的 商 空间 ,如 图 47.1 所 示 . 革 
的 链 d 一 一 它 是 上 的 反 时 定向 的 所 有 2 维 单 形 之 和 一 一 是 ( 工 ， 
BdL) 的 一 个 基本 闭 链 ,因而 它 的 象 Y= gs (a) 生成 胞 腔 链 群 
D;(X) .类似 地 , 链 
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图 47.1 


是 胞 腔 链 群 DCX) 的 一 个 基 . 据 我 们 所 知 ,这些 链 是 代表 9(X) 
的 同调 的 某 些 元 素 的 闵 链 . 现在 因为 同 枸 H.(2(X)) 宇 H,(X) 是 
由 包含 映射 i: 3(X) 一 扩 ) 诱 导 的 ,所 以 同样 是 这 些 链 一 一 现在 
可 以 看 成 久久) 中 的 链 一 一 就 表示 X 的 单纯 同调 的 元 素 . 
可 是 ,对 于 上 同调 的 情况 就 不 那么 容易 了 .在 这 种 情况 下 会 发 

生 什 么 事情 呢 ? 当然 我 们 可 以 求 出 胞 腔 链 复 形 9(X) 的 上 同调 的 
生成 元 :把 基本 闭 链 y 映射 到 1 的 同 态 4:D,(X) 一 Z 生成 
Hom( D, (XX),Z) 宇 Z .而 且 由 

C$,r0) = 1, ($,z1) = 0, 

《zi = 0, (VW,z1) = 1. 


wl 


定义 的 同 态 %,V:D(X) 一 72 是 群 Hom(D;(X),Z) 宇 ZZ 的 一 
个 基 . 对 于 环 面 而 言 ,6 为 零 , 因 而 4 生成 H(@B(T)) 并 且 $ 和 vy 
表示 Hi (3( 丁 )) 的 一 个 基 . 对 于 Klein 瓶 而 言 ,我们 有 6$ =0, 5y = 
24, 因 而 A 表示 下 (9(S)) 兰 Z12 的 非 零 元 ,而 且 $$ 表示 
HH (9%(S)) 宇 2Z 的 一 个 生成 元 . 

然而 ,与 同调 中 的 情况 不 同 , 同 态 *,$,y 不 能 被 “看 成 "单纯 
复 形 的 上 闭 链 .因为 包含 映射 iD,(X) 一 CC.(X) 诱 导 一 个 
反 向 同 态 


Hom(D,(X),Z) < 一 Hom(CC(X),Z)， 
这 个 同 态 是 一 个 限制 映射 .为 了 求 出 单纯 复 形 X 的 那些 生成 X 的 
单纯 上 同调 的 上 闭 链 ,我 们 必须 把 A,$,y 拉 回 到 上 闭 链 
z :CA(X)—>Z, 
vw ,x :CX)—> 7. 
它们 在 子 群 D,(X) 和 D(X) 上 的 限制 分 别 等 于 A,$ 和 光 . 

虽然 没有 求 这 种 上 闵 链 的 一 般 程 序 ,但 是 在 目前 的 情况 下 , 因 
为 我 们 知道 ,我 们 已 把 上 闭 链 假定 为 像 一 个 “ 尖 桩 篇 管 ”, 所 以 就 像 
我 们 马上 要 说 明 的 那样 ,我 们 能 够 求 出 所 要 求 的 上 闭 链 而 不 会 遇 
到 太 多 困难 . 

例 2 环 面 的 上 同调 的 生成 元 . 如同 在 上 面 的 例子 中 那样 我 
们 把 工 表示 成 矩形 的 商 空间 . 念 rw 和 zi 如 上 例 所 述 . 由 直接 计 
算 可 知 ,图 47.2 中 所 画 出 的 上 链 ww' 和 > 是 工 的 上 闭 链 .而 旦 ， 
当 我 们 在 生成 D, (X) 的 闭 链 ww 和 = 上 峰值 时 ,我 们 就 得 到 

《zol 一 《ww zi) = 10, 

(Re 
因而 wl! 是 的 " 拉 回 ” ,x! 是 4 的 拉 回 .因此 它们 表示 日 (本 ) 的 
下 

类 似 地 ,若是 工 的 反 时 针 定 向 的 任何 2 维 单 形 ,那么 o。 是 
工 的 一 个 上 闭 链 . 因为 co” ,7Y) = 1 所 以 o 在 C(X) 的 子 群 
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图 47.2 


D;(X) 上 的 限制 等 于 ,因此 ”是 1 的 拉 回 .因而 ce” 表示 
天 (T) 的 一 个 生成 元 .( 更 一 般 地 , 若 工 的 所 有 2 维 单 形 是 反 时 针 
定 问 的 ,那么 工 的 上 链 2 war 是 4 的 拉 回 当 且 仅 当 2n; =1.) 

例 3 Kiein 瓶 的 整 系数 上 同调 的 生成 元 .我 们 遵循 上 例 的 模 
式 .在 图 47.2 中 交换 矩形 右边 上 的 记号 4 和 ee, 那么 它 就 表示 
Klein 瓶 .于 是 w! 仍然 表示 一 个 上 财 链 ; 它 生 成 五 (S). 而 且 上 
链 o" 表示 天 (S) 的 非 零 元 . (更 一 般 地 ,上 链 > no; 表示 HH (S) 
的 非 零 元 , 当 且 仪 当 2n,; 是 奇数 .) 

例 4 Klein 瓶 的 带 Z/2 的 系数 的 上 同调 的 生成 元 .上 同调 群 
由 

H(S;2/2)=22,H (58;27/2)H2V72, HH (5S;22)=22 

给 出 .上 面 的 论证 方式 适用 于 证 明 图 47.2 中 的 上 链 w 和 > 生 
成 奔 维 上 同调 .( 如 果 你 愿意 的 话 , 可 以 把 箭头 去 掉 , 因 为 在 群 2/2 
中 1= -1. 因 而 把 z: 作为 一 个 上 闭 链 是 没有 问题 的 . ) 上 链 c” 
(或 者 更 一 般 地 cy +… + ox ,其 中 为 奇数 ) 生 成 下 (S;ZA2). 

例 5 P* 的 带 Z/2 系数 的 上 同调 .我 们 有 

亲民 2 而 2 
如 果 o 是 一 个 2 维 单 形 ,那么 上 链 o “生成 2 维 群 ,在 图 47.3 中 所 
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画 出 的 上 闭 链 生成 互 (P ;2/2), 因 为 它 在 生成 D(X) 的 财 链 
[asbl+[ib,cj+lce ,dl+ ld,ej+t lie,fl+[f,al 
上 的 值 是 1. 


1. 计 算 PP 和 PP” 的 分 别 带 有 整 系 数 、Z/2 的 系数 和 有 理 系 数 的 上 同调 ， 

2. 计 算 CP 和 CP” 的 上 同调 . 

3. 计 算 厂 ( 工 划 丁 ) .如果 像 在 $5 的 习题 中 所 指出 的 那样 , 丁 # 芽 是 可 
三 角 章 分 的 ,那么 请 求 出 生成 上 同调 的 单纯 上 闭 链 . 

4. 计 算 户 并 户 间 P 户 间 P 的 带 Z2 系数 的 上 同调 . 求 出 生成 上 同调 的 
单纯 上 闭 链 . z 

5. 计 算 Kilein 瓶 S 的 带 Z6 系数 的 上 同调 ;并 像 在 例 3 和 例 4 中 那样 求 
出 有 代表 性 的 上 闭 链 . 

6. 计算 五 福 笨 伯 幅 X 的 带 了 系数 和 2W5 系数 的 上 同调 . (参看 36 的 习 
题 6. ) 将 和 三角 齐 分 并 求 出 生成 这 些 上 同调 的 上 闭 链 . 

7. 计 算 透 镜 空 间 L(n ,上 ) 的 带 系数 和 Zn 系数 的 上 同调 . 

8. 三 角 放 分 S: 和 环 面 T; 令 f:T 一 >S* 是 一 个 单纯 映射 .通过 比较 
fs 入 在 生成 元 上 的 值 ,证 明 : 如 果 了 . :Hi(T)- 一 Hh(S?) 等 于 乘 以 4d 
的 乘法 ,那么 f° ;日 (S) 一 >H(T) 也 是 .与 $45 的 习题 3 相 比 较 , 
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$ 45 的 结果 告诉 我 们 , 如 果 同 调 群 不 能 区 分 两 种 空间 ,那么 
上 同调 群 也 不 能 区 分 .于 是 人 们 可 能 要 问 : 为 什么 要 费心 来 研究 
上 同调 ? 它 究竟 能 用 来 干什么 ?” 

对 于 这 个 问题 有 几 种 不 同 的 答案 .一 种 管 案 是 , 当 人 们 人 研究 把 
从 一 个 空间 到 男 一 个 空间 的 上 映射 进行 直至 同 伦 的 分 类 问题 时 ,上 
同调 就 会 自然 出 现 . 另 一 种 答案 则 认为 , 当 人 们 对 流 形 上 的 微分 形 
式 进行 积分 时 ,要 涉及 到 上 同调 .还 有 另外 一 种 答案 , 那 就 是 本 节 
我 们 要 给 出 的 .我 们 将 要 证 明 上 同调 群 有 一 种 附加 的 代数 结 
构 一 一 环 的 结构 ;而 有 旦 要 证 明 这 种 环 能 够 把 群 本 身 所 不 能 区 分 的 
空间 区 分 开 来 . 

我 们 将 通过 对 于 乘法 运算 给 出 一 个 具体 的 上 链 公 式 来 定义 上 
同调 的 环 结 构 . 这 表明 了 环 结构 在 历史 上 最 初 是 如 何 得 到 的 .该 公 
式 大 约 是 在 1936 年 由 Alexander, Cech 和 Whitney 所 发 现 的 .在 当 
时 , 它 看 起 来 似乎 是 很 神秘 的 , 它 的 几何 意义 也 根本 不 清楚 .而且 ， 
为 什么 在 上 同调 中 有 乘法 运算 ,而 在 同调 中 却 没 有 ,这 是 很 令 人 费 
解 的 . : 

在 紧 定 向 流 形 的 情况 下 , 它 的 同调 有 一 个 环 结构 ,这 是 早 就 为 
人 所 知 的 .我 们 把 这 个 环 中 的 乘法 运算 称 为 交 积 ,而 且 它 有 明显 的 
几何 意义 .得 是 要 把 这 种 乘法 推广 到 更 一 般 的 空间 上 去 的 所 有 尝 
斌 都 失败 了 .为 什么 对 于 一 般 空 间 存 在 上 同调 环 但 不 存在 同调 环 
这 个 问题 ,直到 1942 年 , 当 Lefschetz 对 上 同调 中 的 乘法 运算 给 出 
了 一 种 新 的 定义 时 , 才 变 得 清楚 了 .至 于 当 同 调 环 和 上 同调 环 都 有 
定义 时 ,两 者 之 癌 是 什么 关系 这 个 问题 ,大 约 在 同一 时 期 也 被 弄 清 
楚 了 .Poincare 对 偶 定 理 证 明了 这 两 种 环 是 同 构 的 . 以 后 我 们 还 将 
返回 到 这 些 问 题 上 来 . (参看 $61 和 $69.) 


A 


环 、 模 、 域 的 回顾 


我 们 从 回顾 代数 学 中 关于 环 和 模 的 若干 基本 事实 开始 . 

一 个 环 R 是 一 个 写成 加 法 形式 的 Abel 群 ,并 且 带 有 一 个 满 
足以 下 两 条 公理 的 乘法 运算 : 

(1) (结合 律 ) a:(8*:7Y)=(a'8):Y. 

(2) (分 配 律 ) a:(B8+7Y)=a'B+ea*Yy,， 

(atB}'Y=a*y+pB:Y. 

如 果 a B= Ba 对 所 有 a,B 成 立 , 则 R 称 为 交换 的 . 如果 
中 有 一 个 元 素 1 使 得 对 所 有 a,a:1=1*a= a, 则 我 们 把 1 称 为 下 
的 单位 元 . 如果 R 有 单位 元 ,容易 看 出 这 个 元 素 是 唯一 的 ,而 且 对 
所 有 a 有 (一 1):a=-a 和 0.:a==0. 

如 果 R 是 有 单位 元 的 交换 环 ,而 且 R 还 满足 以 下 的 附加 条 
件 : 对 于 每 个 a 都 有 一 个 8 使 得 a "B=1 , 则 我 们 把 RR 称 为 一 个 域 . 

例 1 环 的 例子 很 多 ,其 中 各 见 的 几 个 列举 如 下 : 

(i) 整数 集 Z. 

(ii) 整数 模 2 的 集合 Zin. 

(iii) nn Xn 整数 矩阵 的 集合 . 

(iv) 整 系数 多 项 式 的 集合 . 

域 的 例子 中 有 : 

(v) Zip ,其 中 pp 是 家 数 . 

(vi) 有 理 数 集 Q. 

(vii) 实数 集 R. 

(viii) 复数 集 C. 
在 以 上 的 每 种 情况 中 ,乘法 运算 均 为 通常 意义 下 数 的 乘法 . 

现在 假设 A 是 一 个 加 群 ,R 是 一 个 带 有 单位 元 的 交换 环 . 如 
果 有 一 个 二 元 运算 Rx A 一 一 A (写成 数 乘 ) 使 得 对 于 ,8E 民 ， 
a,bEA, 有 有 

(1) a(at+6b)=aa t+ ab. 
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(2) (at+pia=oaa+ 应 . 

(3) a(Ba)= (a:B)a. 

(4) la=a. 
那么 我 们 说 A 具有 R 上 的 模 的 构造 . 如果 A 和 B 是 RR 模 ,那么 一 
个 模 同 态 是 一 个 同 态 $6:A 一 B 而 且 使 得 对 于 aE€R 和 aE A 则 
有 g(aa)=ag(la) 成 立 . 这 样 一 个 同 态 的 核 和 上 核 具 有 自然 的 R 
模 结 构 . 在 R 是 一 个 域 下 的 特殊 情况 下 ,我 们 把 A 称 为 下 上 的 向 
量 空间 ,并且 将 同 态 & 称 为 线性 变换 . 

在 本 书 中 我 们 将 没有 多 少 机 会 来 论述 模 的 问题 . 我们 所 关心 
的 主要 问题 都 与 环 和 向 量 空间 有 关 . 

例 2 给 定 民 ,我 们 总 能 把 它 看 作 其 自身 上 的 一 个 R 模 .更 
一 般 地 ,如 果 我 们 定义 

a (A = CaBr sy ap.) 

那么 笛 卡 儿 积 R" 成 为 一 个 R 模 . 

例 3 如 果 G 是 一 个 Abel 群 ,那么 G 有 一 个 工 模 的 自然 构 
造 , 它 是 通过 像 平 常 那样 定义 ng 是 n 信和 g +… + g 而 得 到 的 . 

上 积 

贯 宅 本 节 和 下 一 节 , 我 们 将 始终 令 民 表示 一 个 具有 单位 元 I 
的 交换 环 . 

”定义 令 X 是 一 个 拓扑 空间 . 令 S*(X;R)=Hom(S,(X)， 
R) 表 示 X 的 带 R 中 的 系数 的 p 维 奇 异 上 链 组 成 的 群 . 我们 定义 
一 个 上 映射 

S*(X;R)x SX:.R) 加 SS"? (XR) 
如 下 :如 果 全 ;A,;, 一 >*XX 是 一 个 p+g 维 奇 异 单 形 , 则 令 
‘ote, T=(e,T. (Eg)) 
‘ce,T. Re 
我 们 把 上 链 c* Ue? 称 为 上 链 c 和 ec? 的 上 积 . 
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回想 到 ,L(two ,… ,ws ) 是 对 于 i =0,1,…, 户 ,把 s; 映射 成 名 
的 线性 奇异 单 形 . 映 贡 (eo,…,s,) 恰 好 是 醋 在 A,, 的 “pp 维 
前 面 "A, 上 的 限制 , 它 是 关上 的 一 个 p 维 奇 异 单 形 .类 似 地 , 丁 。 
1 (ee ) 粗 略 地 说 就 是 工 在 A ,的 “da 维 后 面 "上 的 限制 ， 
它 是 X 上 的 一 个 g 维 奇异 单 形 .上 面 的 等 式 右边 所 表示 的 乘法 当 
然 是 环 RR 中 的 乘法 . 
这 个 难以 理解 的 公式 究 竞 表示 什么 意思 还 有 每 进一步 考察 . 
定理 48.1 上 链 的 上 积 是 双 线 性 的 而 且 是 结合 的 ,在 每 一 个 
0 维 奇 异 单 形 取 值 为 1 的 上 链 z 起 着 单位 元 的 作用 .而 且 下 列 的 
上 边缘 公式 成 立 : 
(x*) Be 划 c) = (CScpl) 日 cs 二 《一 1 WU toc )., 
证 了 明 ” 双 线 性 是 直接 的 ,因为 两 个 上 链 相 加 是 通过 把 它们 的 值 
相 加 来 实现 的 ,而 且 R 中 的 乘法 是 分 配 的 .结合 律 也 是 直接 的 ， 
(ceUc)Uc 在 TAX 上 的 值 等 于 下 列 三 式 之 积 : 
i DR 
ri A 
ee A 
UCe Ue ) 在 本 上 的 值 等 于 同一 个 值 , Uz =z Uc=c? 可 
直接 从 定义 得 出 ， 
为 了 检验 上 边缘 公式 ,我 们 来 计算 (x ) 式 两 边 在 了 :A, 一 一 
上 的 和 值 ,其 中 为 了 方便 我 们 令 r= p+g+1. 在 上 取 值 的 两 个 上 
链 (6c?)Uec 和 (一 1)*c? UU(6c’ ) 分 别 等 于 下 列 两 个 表达 式 : 


p+1l , 议 
> (一 1)’ (ce?,Te a , 
1 三 必 


(2 下 A ge 
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(~ D? DD Te (eo,e,)) 


(co,To Ll(e,,,€,"",e,)). 
若 将 两 式 相 加 ,那么 第 一 个 表达 式 的 最 后 一 项 与 第 二 个 表达 式 的 
第 一 项 相抵 消 , 剩 下 来 的 恰好 就 是 (c? Uc? ,397 的 表达 式 ， 口 
定理 48.2 上 和 链 的 上 积 诱导 一 个 运算 


HX;SR) x (XiR) 一 > HP (X;R), 
它 是 双 线 性 的 而 且 是 结合 的 ,上 同调 类 [zx" | 起 着 单位 元 的 作用 . 
证 明 如果 xz? 和 zx” 是 上 闭 链 ,那么 它们 的 上 积 也 是 上 闭 链 ， 
这 是 因为 
(zr? (21) = zt LU) z+ (— 1) rz* Us = 0. 
这 个 积 的 上 同调 类 只 依赖 于 zx? 和 xz? 的 上 同调 类 ,因为 
(zr? + Od 2 = er) 2 + (dr () 2°) 
各 
zj (+ 6d )= 2 U2 +(-1)*6(z Ua ). OD 
定理 48.3 如 果 有 :处 一 >Y 是 一 个 连续 映射 ,那么 h' 保持 
上 积 . 
证 明 ”事实 上 ,上 链 映 射 h* 保持 上 链 的 上 积 . 因 为 由 定义 ， 
h* (ce?* Ue?) 存 全 上 的 值 等 于 ce? Uc 在 kh。 T 上 的 值 ,而 该 值 为 
(rah ee IT SIR ee ha Tel(e 
而 且 hf (ce?)Uh* (ce) 在 T 上 的 值 也 等 于 同一 个 值 . L 
定义 令 五 "(X;RR) 表 示 外 直 和 由 玫 (XX;R). 上 积 运 算 使 得 
这 个 群 成 为 一 个 有 单位 元 的 环 .我 们 把 它 称 为 X 的 带 R 中 系数 的 
上 同调 环 . 
如 果 天:X 一 一 ” 是 一 个 连续 映射 ,那么 六" 是 环 的 同 态 . 因 
此 ,一 个 同 伦 等 价 诱导 一 个 环 同 态 .这 说 明 上 同调 环 是 一 个 拓扑 不 
变量 ,实际 上 是 一 个 伦 型 不 变量 . 
， 3590 : 


交换 性 


我 们 还 没有 讨论 上 间 调 环 是否 交 换 的 问题 .实际 上 它 一 般 不 
是 交换 的 .相反 , 它 具 有 一 种 通常 称 之 为 反 交 换 性 的 性 质 . 尤其 是 ， 
车 orEH(X;R),8EH(X;R), 那 么 

"a 

我 们 并 不 马上 来 证 明 这 个 公式 ,因为 以 后 当 我 们 给 出 上 积 的 另 一 
种 等 价 定义 之 后 ,证 明 将 变 得 非常 容易 ， 

下 一 节 我 们 将 在 几 种 特殊 情况 下 来 计算 上 同调 环 .但 是 ,首先 
让 我 们 来 引入 上 积 运 算 的 几 种 广义 形式 . 


带 一 般 系 数 的 上 积 


令 G 是 一 个 任意 的 Abel 群 ,那么 我 们 指出 , 当 我 们 把 它 解 释 

成 一 个 中 数 
Se(X) x SX;G) -一 = Sorte(X;G) 
时 ,上 积 公 式 有 意义 .在 这 种 情 沈 下 ,cr? 是 一 个 取 整 数值 的 上 链 ， 
cs 是 一 个 在 G 中 取 值 的 上 链 , 而 且 公 式 右 边 的 乘法 是 把 (n,g) 变 
为 ng 的 普通 乘积 运算 . 双 线 性 性 是 直接 的 .结合 性 , 当 它 有 意义 
时 ,好 当 人 尼 包 含 峡 射 
Sr*(X) x SR)X SXG)——> SM "(NX;G) 

时 成 立 .在 每 个 0 维 单 形 TT 上 取 值 为 1 的 上 链 z" 起 着 左 单位 元 
的 作用 . 上塘 缘 公 式 的 证 明 没 有 变化 ,就 像 由 连续 映射 诱导 的 同 态 
h “保持 上 积 的 证 明 一 样 . 

因此 ,我 们 就 有 一 个 完全 确定 的 上 积 运算 

Hr(X}x HI(X;G) es 

通常 所 考虑 的 最 一 般 的 上 积 运 算 由 一 个 称 作 “系数 配对 ”的 双 
线性 映射 a: G XG” 一 >G” 开 始 ,用 这 个 映射 代替 上 链 公式 中 的 乘 
法 运算 ,我 们 就 得 到 一 个 完全 确定 的 上 上 积 
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FEP(X;G) x FCX;O) — > Hr (CX; GY 
但 我 们 将 不 需要 这 种 程度 的 一 般 性 . 


相对 上 积 


有 时 候 我 们 需要 在 相对 上 同调 群 上 定义 上 积 运 算 .我 们 可 以 
利用 与 以 前 相同 的 上 积 公 式 .我 们 将 需要 的 相对 上 积 是 下 列 形式 
的 ; 

HH(X,A;R) x (XR)—> P(X,A:;R), 
FH(X,ASR) XxX HI(X,A;R)—— HI (X,A;R). 
(其 中 第 二 个 实际 上 只 是 第 一 个 的 限制 . ) 这 些 上 积 的 存在 性 容易 
证 实 . 因 为 奋 c*:S,(X) 一 >R 在 由 A 承载 的 所 有 p 维 奇 异 单 形 
上 为 入 ,那么 ?Ue 在 由 4 承载 的 所 有 p+ 9 维 奇异 单 形 为 零 . 
恰 如 以 前 一 样 , 上 边缘 公式 成 立 ,因而 我 们 就 有 一 个 上 同调 水 平 的 
诱导 运算 . 双 线 性 性 与 结合 性 是 直接 的 ,就 像 由 连续 映射 诱导 的 同 
态 保 桂 上 积 运算 那样 .类 |z“1E 下 (XI RN) 对 于 这 些 运 算 中 的 第 
一 个 趣 着 右 单位 元 的 作用 . 
最 一 般 的 相对 上 积 运算 是 双 线 性 映射 
F(X,ASR)x R(X,BSR)—* HI"(X,A U B;R). 
每 当 {A ,下 是 一 个 切除 对 时 , 它 有 定义 .参看 习题 . 


习 题 


1. 令 A 是 X 的 一 个 道路 连通 分 支 ; 令 B 是 XX 的 其 余 道路 连通 分 支 之 
并 ;假定 如 和 关 启 . 令 c 是 这 样 的 一 个 上 链 , 它 在 每 个 本 ;Ao 一 ->A 上 的 值 是 
1, 而 在 每 个 丁 :At 一 >B 上 的 值 为 0. 证 明 c? 是 一 个 上 闭 链 ,并 对 一 个 一 般 
的 上 同调 类 8 来 描述 ic 1 UU ps 

2. 令 ACX; 令 11:4 一 >X 是 包含 映射 . 令 7E H*( 久 ;RR); 令 pn|。 表示 
i (7) EH (A;R). 证 明 下 列 图 表 交 摘 : 

如 果 始 终 以 7? 品 代 替 UU7, 那 么 将 会 发 生 什么 情况 ? 

+ 361 ， 


HPUYXAIR) < HPASR)Y <— Te 有 <— HP(OX,A;R) 


un aia [ur [ur 
HP ASR) < Pd 了 二 -五 pt 了 <— HP'IAY,A,;R). 


3. 证 明 如 果 !14 ,Bi 是 一 个 切除 对 ,那么 上 积 公 式 诱 导 一 个 双 线 性 瞻 射 
Hi(X,A;R) x HI(X,B;R})—* HH‘(X,ALUB;R). 
解释 这 种 情况 下 的 结合 性 . 

4.(a) 若 怠 是 一 个 Abel 群 ,证 明 当 $fE Hom(G ,R) 且 waERgEG 时 
定义 (og ,g) 二 a'($,g) ,就 能 赋予 群 Hom(G,R) 以 R 模 的 结构 .证 明 : 若 了: 
G 一 GG 是 一 个 同 态 , 则 ff 是 R 模 的 同 态 . 

(b) 像 在 (a) 中 那样 赋予 S*(X;RR) = Hom(S, (XX) ,RR) 以 R 模 的 结构 . 
证 明 8 是 一 个 R 模 的 同 态 , 从 而 于 (XX;R) 具 有 RR 模 的 构造 . 

(c) 证 明 着: 久 - 一 >Y 是 一 个 连续 映射 , 则 hh" 是 一 个 RR 模 的 同 态 . 

(d) 证 明 上 积 当 分 别 作为 每 一 个 变量 的 孙 数 时 是 一 个 尺 模 同 态 . (这 意 
味 着 H*" (外;R) 就 是 我 们 有 时 候 所 说 的 带 算 子 的 环 尺 .在 R 是 一 个 域 下 的 
特殊 情况 下 ,我 们 把 它 称 为 上 的 代数 .) 


$ 49 曲面 的 上 同调 环 


计算 X 的 奇异 上 同调 环 , 即 使 在 X 是 CW 复 形 的 情况 下 ,也 
没有 一 般 的 方法 . 原因 不 难 发 现 :是 X 的 胞 腔 链 复 形 不 能 确定 和 
的 上 同调 环 . 这 就 是 说 ,两 个 CW 复 形 可 能 有 同 构 的 胞 腔 链 复 形 
而 没有 同 构 的 上 同调 环 ! 

因此 为 了 计算 上 积 ,我 们 还 是 借助 于 单纯 上 同调 .本 节 我 们 定 
义 一 个 单纯 上 积 公 式 , 在 单纯 理论 与 奇异 理论 的 标准 同 构 下 , 它 对 
应 于 前 面 的 奇异 上 链 公 式 . 然后 我 们 利用 这 个 公式 计算 若干 例子 . 

定义 ”给 定 一 个 复 形 KK ,选取 KK 的 顶点 的 一 种 偏 序 , 它 能 使 
K 的 每 个 单 形 的 顶点 全 序 化 .我 们 把 


CRSR) x CKSR)— > Core( 开 ;及 ] 
定义 为 ; 当 按 给 定 的 序 有 wo 所 …< zxv 时 ,就 有 下 列 公 式 成 立 : 
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So 
a 

这 个 公式 与 奇异 理论 中 的 相应 公式 之 间 的 相似 性 是 惊人 的 . 

定理 49.1 给 定 及 的 顶点 的 一 种 序 , 那 么 相应 的 单纯 上 积 
是 双 线 性 的 并 且 是 结合 的 .在 氏 的 每 个 顶点 取 值 为 下 的 上 链 zz 
起 着 单位 元 的 作用 .定理 48.1 的 上 边缘 公式 (* ) 成 立 . 如 果 77: 
C,(K)—>S,(|K|) 是 §34 中 由 给 定 的 序 所 决定 的 链 映 射 ,那么 
它 的 对 偶 7 把 奇异 上 积 映射 到 单纯 上 积 . 

证 明 证 明 是 直接 的 .只 有 上 边缘 公式 需要 作 些 说 明 . 我们 能 
够 用 证 明定 理 48.1 时 所 用 过 的 同样 的 计算 来 证 明 它 ;只 需 记 号 稍 
作 改 变 . 也 可 以 利用 下 列 事实 来 证 明 它 :由 于 7 把 基 元 映射 到 基 
元 ,所 以 7 是 单 射 而 且 它 的 象 是 S,(| 天 |) 中 的 直 和 项 .因此 它 的 
对 偶 7 是 满 射 .因而 对 于 给 定 的 单纯 上 链 c* 和 ,可 以 把 它们 拉 
回 到 |K | 的 奇异 上 链 , 比 方 说 是 cz 和 c? .我 们 知道 ,在 奇异 理论 中 
上 边缘 公式 对 于 c* Uc? 成 立 . 因为 7 既 保 持 上 积 又 保持 上 边缘 ， 
所 以 同样 的 上 边缘 公式 在 单纯 理论 中 对 于 co? Ue 也 必然 成 立 . 口 

定理 49.2 单纯 上 积 诱导 一 个 运算 


PP(K;R) x HCK;R)— > HP (K;R), 
它 是 双 线 性 的 并 且 是 结合 的 . 它 不 依赖 于 开 的 顶点 序 . 上 同调 类 
[z 中 起 着 单位 元 的 作用 .如 果 刻 :|K| 一 >|L| 是 连续 映射 , 则 及 * 
保持 上 积 . 

证 明 像 以 前 一 样 ,U 的 存在 性 可 从 边缘 公式 得 出 . 链 映 射 ? 
诱导 奇异 上 同调 与 单纯 上 同调 之 间 的 一 个 保持 上 积 的 同 构 w* . 因 
为 7 "不 依赖 于 中 次 序 的 选取 ,因而 在 单纯 上 同调 中 上 积 也 不 
依赖 于 序 的 选取 . 

因为 六 在 奇异 同调 中 保持 上 积 , 而 且 ”与 h“ 交换 ,所 以 同 
态 闫 ”在 单纯 理论 中 也 必然 保持 上 积 ， 口 

我 们 特别 指出 ,一 般若 f: KK 一 ->L 是 单纯 映射 ,那么 上 链 映 
射 广 在 上 链 水 平 上 未 必 保 持 上 积 .因为 单纯 上 积 是 利用 顶点 的 具 
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体 序 来 定义 的 ,而 且 单 纯 映 射 未 必 保 持 K 和 工 中 的 顶点 次 序 . 

铬 要 完全 在 定向 单纯 理论 内 解决 问题 ,那么 这 将 是 一 个 需要 认真 

对 竺 的 问题 ,要 证 明 上 同调 的 上 积 的 自然 性 是 很 困难 的 . 
我 们 注意 到 ,更 一 般 的 上 积 


HOR) x EU(K;G) > HP (CK;G) 
和 


EP(K,ASR) x HECK,B;R) > Hr (K,AU B;R) 
在 单纯 理论 中 存在 ,就 像 它 们 在 奇异 理论 中 存在 一 样 .实际 上 , 相 
对 上 积 在 单纯 理论 中 比 在 奇异 理论 中 容易 定义 ,因为 若 cz 在 
C,(A) 上 为 零 ,ce 在 C,(B) 上 为 零 , 那 么 Uc 在 C,(AUB) 上 
自动 为 零 , 因 为 AUB 的 任何 单 形 必然 或 在 A 中 或 在 B 中 . (当然 
在 这 种 情况 下 ,1 A,B1 是 切除 对 ,因此 奇异 上 积 也 有 定义 .参看 
$ 34 的 习题 .) 

现在 让 我 们 计算 某 些 例子 .首先 我 们 需要 一 个 术语 . 

定义 ”因为 上 同调 环 在 0 维 有 一 个 单位 元 ,所 以 乘 以 这 个 元 
的 乘法 绝 不 是 平凡 的 .然而 可 能 碰巧 正 维 数 的 上 同调 类 的 每 个 积 
都 为 零 .在 这 种 情况 下 ,我们 则 说 上 同调 环 是 平凡 环 . 

有 些 上 同调 环 , 它 就 不 是 平 几 的 . 

例 1 考虑 环 面 人. 令 w! 和 z! 表示 在 图 49.1 中 画 出 的 上 闭 


图 49.1 
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链 . 我 们 知道 ,a = jw 和 B= |z!i 生 成 五 ( 工 ). 如 果 我 们 反 时 针 
定 问 每 个 2 维 单 形 ,那么 A= |o* | 生成 HH (T) 衬 Z, 其 中 oo 是 TT 
的 任何 一 个 2 维 定向 单 形 . 一 般 , 若 oc),…,o 是 全 的 2 维 定向 单 
形 ,那么 上 链 >2 no ”上 同调 于 (> mi je 

把 工 的 顶点 按 字 母 顺 序 排 序 . 利用 这 个 序 我 们 就 能 计算 
w Uz 在 每 一 个 2 维 定向 单 形 ec 上 的 值 .注意 到 (wUz',o)= 
0, 除 非 os 有 一 个 面 在 ww 的 承载 子 中 ,而且 另 有 一 个 面 在 z! 的 承 
载 子 中 .因而 唯一 可 能 的 非 零 值 出 现在 当 o 是 单 形 ghi 或 hii 之 一 
时 .我 们 计算 得 

Cw Uz ,lg,h,il)= (w [gshl): (x ,Lh,i1) 
= 1 
| 
= (-1D .0=0 

因而 w Ux =[g,h,ij" .由 于 [sg, 关 ij] 的 定向 是 顺 时 针 的 , 因 
此 , 按 标 准 生 成 元 ,aeUp8= AA. 

类 似 的 计算 说 明 

‘zz Uw ,lg,h,il=0:(-1)=0, 
《2 Uw ,lg,h,il)=1:1=1. 

因而 xz Uw =[4,i,j]" .从 而 8Ua=A.( 这 恰好 是 我 们 对 反 交 
换 性 所 要 求 的 .) 

类 似 的 直接 计算 能 够 说 明 a Ua=0 和 8UB8=0. 择 其 一 而 述 
之 ,我 们 注意 到 ,ww! 同调 于 图 49.2 中 所 画 出 的 上 链 y! .由 于 不 存 
在 2 维 单 形 使 它 的 一 个 面 在 ws 的 承载 子 内 且 男 有 一 个 面 在 yi 
的 承载 子 内 ,所 以 必 有 w' Uy =0. 因 此 xUa=0. 类 似 的 论证 说 
明 8U B=0. 

男 一 种 可 供 选 择 的 计算 方法 可 以 从 反 交 换 性 蕴涵 着 al a= 
一 《aUa) 而 得 出 .因为 HY(T) 没 有 2 阶 元 素 , 所 以 a Ua 必然 为 
零 . 类 似 的 说 法 也 适用 于 8U 8B. 

我 们 可 以 用 五 ”(T) 的 生成 元 写 出 其 乘法 表 来 说 明 日 " ( 工 ) 
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的 环 结构 .这 个 表 ( 省 略 了 单位 元 ) 为 
U la 


ox 


0 
A 
0 


图 49.2 


其 中 由 于 维 数 的 原因 ,最 后 一 行 和 最 后 一 列 为 零 . 


图 49.3 


例 2 现在 我 们 来 考虑 Klein 瓶 S .我 们 来 计算 带 Z/2 系数 的 
上 同调 环 .我 们 知道 ,H'(S;Z/2) 是 由 图 49.3 所 示 的 上 闭 链 w 


" 366 : 


和 zx: 生成 的 . 而且 对 任何 2 维 单 形 o 而 言 ,H (S;Z/2) 都 能 由 o* 
生成 .( 由 于 在 ZW2 中 1= -1 所 以 我 们 省 去 了 定向 .) 令 a = 
{iw 1、p= iz | 和 A= 1o'|j. 假 如 模 2 约 化 系数 , 则 我 们 在 例 1 中 
所 进行 的 某 些 计算 可 以 毫 无 改变 地 适用 .尤其 是 
w!' (jz'= [g,h,il]’, 
w Uy =0, 
其 中 y' 是 图 49.2 中 所 画册 的 上 链 (不 带 箭头 ) .我 们 推出 aU B= 
A 和 和 alja=0. 
计算 zl U z: 必须 直接 来 做 ,因为 我 们 不 能 像 对 ww ”所 做 的 那 
样 “ 把 它 拉 离 自身 ”. (为 什么 ?) 上 链 z Uz 在 [d,e,gl],[e,g,i] 
和 [qd,e,;] 上 取 值 为 1, 而 在 其 它 所 有 2 维 单 形 上 取 值 为 0. 因而 
它 上 同调 于 3c” = oa .我 们 推出 8U B=AA. 
从 而 日 "(5S;Z2) 的 弱 法 表 具 有 下 列 形 式 : 


例 3 考虑 连通 和 已 #P“ .我们 计算 它 的 带 2Z/2 系数 的 上 同 
调 环 .让 我 们 把 已 # 已” 表示 成 一 个 CW 复 形 和 ,使 它 具 有 一 个 0 
维 胞 腑 一 个 2 维 胞 腔 和 两 个 1 维 胞 腔 .参看 图 49.4.X 的 1 维 胞 
腔 的 基本 闭 链 是 

w= La,bl+t+[b,cl+ Lc,al 和 和 

z= [a,dj+[d,e]+[e,a). 
其 2 维 胞 腔 的 基本 闭 链 7 是 反 时 针 定 向 的 所 有 2 维 单 形 之 和 .由 
直接 计算 得 am =ax =0 和 37y= -2rol -2zi. 当 我 们 转化 为 对 
偶 的 (上 链 ) 复 形 Hom(23(X),Z/12) 时 ,所 有 边缘 算 子 为 零 ( 因 为 我 
们 使 用 的 是 Z/2 系数 ). 因 而 对 于 奇异 上 同调 我 们 有 

HH (Pt#P’ ;2) > 22 22, 
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HI(P:#P’;,2/2) > 2/2. 


现在 转换 到 单纯 上 同调 ,我 们 看 到 如 图 所 示 的 上 闭 链 w 和 
z , 当 把 它们 限制 在 D(X) 上 时 ,可 以 作为 Hom(D;(X),2Zi2) 的 
基 ,因为 
《ze , wor) = 1], (w' ,2z:»=0 
《zw = 0, (x ,Zi = 
从 而 等 价 类 53= |iw | 和 = {zi 生成 惠 ,A= {a | 生成 玖 (其 中 
5 是 任何 2 维 单 形 ). 直接 计算 表明 
w Uz =0, 
w [Jrw = la,c,;)’, 
z Uz =|[a,e,gl]. 
因而 五 ” (已 ¢#P’ ;2/2) 有 乘法 表 


入 
0 
0 


但 是 我 们 知道 ,P* 划 PP* 同 胚 于 Klein 瓶 S. (参看 图 6.9. ) 因 
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而 它们 的 上 同调 环 同 构 ,尽管 这 个 乘法 表 与 我 们 在 例 2 中 所 算出 
的 乘法 表 很 不 相同 .我 们 把 构造 这 两 个 环 之 间 的 同 构 留 给 读者 . 
这 个 例子 说 明了 下 面 这 样 一 个 重要 事实 :一般 我 们 不 能 通过 
检查 两 个 环 的 乘法 表 就 立即 确定 这 两 个 环 是 否 同 构 . 
例 4 考虑 图 49.5 中 所 画 出 的 空间 X, 它 是 具有 一 个 公共 氮 
的 两 个 拓扑 圆周 和 一 个 2 维 拓扑 球面 的 并 . 我们 把 它 称 为 棉 积 
S'V S'V S .该 空间 X 能 够 表示 成 具有 一 个 0 维 胞 腔 .一 个 2 维 
胞 腔 和 两 个 1 维 胞 腔 的 CW 复 形 . 当 我 们 写 出 这 些 胞 腔 的 基本 链 
w= [ab]j+[b,cl+[e,al], 
z= lad]j+ld,e]+|[e,a]j, 


完 2 一 ola,f,g,h)| 


图 49.5 


时 ,我 们 就 会 看 出 这 个 胞 腔 链 复 形 中 的 边缘 算 子 全 都 为 零 . 因此， 
X 的 胞 腔 链 复 形 9(X) 同 构 于 环 面 全 的 胞 腔 复 形 BO( 芽 ). 

这 说 明 X 的 同调 群 和 上 同调 群 分 别 同 构 于 了 的 同调 群 和 上 
同调 群 .然而 它们 的 上 同调 环 却 不 同 构 . 因为 容易 看 出 X 的 上 同 
调 环 是 平凡 的 .考虑 上 闭 链 


”369 ， 


[bc "和 xz' = [d,e]’. 

由 于 闭 链 wi 和 zi; 是 链 群 Dj( 义 ) 的 基 , 所 以 上 闭 链 w 和 > 给 
出 上 链 群 Hom(D;(X),Z) 的 对 偶 基 .因为 任何 2 维 单 形 既 没有 在 
re 的 承载 子 中 的 面 ,也 没有 在 z! 的 承载 子 中 的 面 ,所 以 所 有 上 
积 w Uz ,w Uw 和 x Uz 都 为 零 . 

我 们 希望 通过 上 面 的 例子 使 读者 确信 上 积 通 常 是 不 容易 计算 
的 .困难 在 于 为 了 使 用 上 积 公式 ,我 们 就 必须 下 降 到 单纯 水 平 上 并 
目 具 体 求 出 具有 代表 性 的 上 链 . 

结果 ,任何 能 为 我 们 提供 某 些 关 于 上 积 的 信息 的 定理 一 般 来 
说 就 可 能 成 为 有 用 的 定理 .在 以 后 的 章节 中 我 们 将 证 明 两 个 这 样 
的 定理 .其 中 一 个 定理 将 告诉 我 们 关于 积 空 间 Xx Y 的 上 同调 环 
的 某 些 结果 . 另 一 个 定理 则 为 我 们 提供 关于 流 形 的 上 同调 环 的 信 
息 .特别 是 它 使 我 们 够 计算 出 射影 空间 的 上 同调 环 . 


习 是 


在 本 节 习 题 中 ,我 们 将 始终 令 工 表示 环 面 , 令 S 表示 Klein 抠 . 

1. 令 f:5° 一 一 个 是 连续 的 ,证 明 广 :下 (T) 一 ~ 下 (3S ) 是 平凡 的 ， 
并 且 推 断 f, : H;(S ) 一 一 H(T 丁 ) 是 平凡 的 .对 于 连续 映射 g: 了 一 S- ,你 
能 说 出 哪些 结果 ? 

2. 如 果 f; 久 一 ->Y, 试 证 明 在 下 列 各 种 情况 下 

fF:H(Y;H2)—> H (X22) 

是 平 几 的 : 

(al R= 9,Y=S5. 

(b) X= 3,Y=T. 

(cj 及 二 ,Y= 5, 

3, 试 给 出 下 列 上 同调 环 的 来 法 表 : 

(a) 于" (本 间 … 提 人 全). 

(b) H* (P’ ;2/2). 

(ec) H' (P#.…#P ;D2), 

4. 在 例 2 和 例 3 的 环 之 同 定 义 一 个 同 构 ， 
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5. 考虑 Kiein 瓶 S 和 空间 P VS 的 上 同调 环 . 

(a) 证 明 这 些 环 在 整 系数 条 件 下 是 同 构 的 . 

(b) 证 明 这 些 环 在 Z/2 系数 下 不 同 构 .[ 请 注意 : 仅 证 明 它 们 有 不 同 的 隧 
法 表 是 不 够 的 !] 

6. 计算 三 裙 笨 伯 四 的 带 Z/3 系数 的 上 同调 环 . 

7，(a) 令 (M,E) 表 示 Miibius 带 和 它 的 边缘 .计算 上 积 运算 

H* (M,E;22) x H* (M;22) 一 ~ 理 (M,E;2/2), 
H’ (M,E;Z2) x H’* (ME;D2) 一 五 ”(M ,ERf2). 

(b) 当 M 是 柱 面 S! xIT 且 EE= S XxBdI 时 重 作 (a). 

8. 今 A 是 5 中 的 两 个 单 连接 圆周 之 并 ; 令 B 是 两 个 不 连接 的 圆周 之 
并 ,如 图 49.6 所 示 . 证 明 S 一 A 和 SB 的 上 同调 群 是 同 构 的 ,但 是 它们 
的 上 同调 环 却 不 同 构 . 


CD OU 


图 49.6 


hs 


第 六 章 ” 惠 任意 系数 的 同调 


在 人 赋 究 了 带 任意 系数 的 上 同调 之 后 ,现在 我 们 返回 到 曾 在 第 
一 章 对 于 单纯 理论 简单 介绍 过 的 一 个 对 象 一 一 带 任意 系数 的 
同调 . 

首先 ,我们 引入 一 个 称 为 张 量 积 的 代数 函 子 , 并 研究 它 的 性 
质 . 它 在 同调 理论 中 所 起 的 作用 类 似 于 Hom 铺子 对 于 上 同调 所 起 
的 作用 .然后 从 总 体 上 研究 带 任意 系数 的 同调 . 


$50 张 量 积 


如 果 A 和 B 是 Abel 群 ,那么 它们 的 笛 卡 儿 积 A x B 当然 是 
一 个 Abel 群 ,而 理 我 们 常常 要 考 虚 从 群 A x B 到 一 个 Abel 群 C 
的 同 态 , 然 而 有 时 人 们 宁愿 考虑 从 A x B 到 CC 的 双 线 性 函数 ,也 
就 是 说 当 分 别 把 它们 看 作 每 一 个 变量 的 函数 时 ,它们 都 是 同 态 . 本 
节 我 们 要 定义 一 个 Abel 群 , 称 为 A 和 B 的 张 量 积 ,并 且 记 为 
A69B. 它 具有 如 下 的 性 质 : 从 A XxB 到 C 的 双 线 性 函数 能 够 自然 
地 作 从 AC9B 到 C 的 同 态 , 且 反之 亦 然 . 用 这 种 方法 , 双 线 性 函数 
的 研究 就 可 以 归结 为 比较 熟悉 的 同 态 的 研究 . 

定义 令 A 和 B 是 Abel 群 . 令 F(A,B) 是 由 集合 AXxB 生 
成 的 自由 Abel 群 , 令 RC(A,B) 是 由 形 如 

(at+a ,bb)—-(a,b)—-(a’,b), 
(asb+6)-(a,b)—- (a,b’) 
的 所 有 元 素 生 成 的 子 群 ,其 中 ,a,a EA,b,b €B. 我 们 定义 
AGGB= F(A,B)/R(A,B), 
并 且 称 之 为 A 和 B 的 张 量 积 ,把 元 素 对 (a ,5b) 的 陪 集 记 为 aC96. 
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现在 因为 4Xx 避 的 元 素 是 F(4A,B) 的 基 元 素 , 所 以 从 集合 A 
x B 到 Abel 群 C 的 任何 请 数 f 决 定 从 F(A ,B) 到 CC 的 唯一 一 个 
同 态 . 这 个 函数 是 双 线 性 的 当 且 仪 当 它 们 把 子 群 R(A,B) 瞎 身 
为 零 . 因 而 从 AR9B 到 CC 的 每 一 个 同 态 均 产 生 一 个 从 AXxB 到 CC 
的 双 线 性 函数 , 目 上 反之 亦 然 . : 

请 注意 到 ,F(A ,B) 的 任何 元 素 都 是 元 素 对 (a ,5) 的 有 限 线 
性 组 合 , 因 而 AOB 的 任何 元 素 都 是 形 如 aC96 的 元 素 的 有 限 线 
性 组 合 . 

特别 提示 “元素 a 的 5b 不 是 A 的 B 的 典型 元 素 , 反 而 却 是 一 
个 典型 的 生成 元 . 

由 定义 ,在 4ACOB 中 有 下 列 关系 : 

(ata }j b=atbia’ 0o, 
a(6b+b)=a06b+ao., 
因为 
a6b= (0+a)H6b=004b+a0b, 
所 以 立即 得 0695 =0. 类似 地 ,对 所 有 a ,a50=0. 由 此 可 知 ， 
(a) 6 =- (aWb)= a (- 658), 
因为 把 a695 加 到 上 式 中 的 每 一 个 表达 式 上 都 得 零 .一 个 直接 推 
论 是 , 当 n 是 任意 整数 时 有 关系 式 
(na) OB = n(a0d 6b) = a 0 (nb). 

定义 令 f:A>A “和 g:B 一 B' 都 是 同 态 . 那 么 就 有 唯一 的 

一 个 同 态 

fOg:ABB—A’HB’ 
使 得 对 所 有 的 a,b 都 有 (egog)(acopo)= Fal)cog(o) .我 们 把 这 
个 同 态 称 为 上 和 g 的 张 量 积 . 

这 是 下 列 事实 的 一 个 直接 推论 ;可 以 验证 将 (a ,6) 映 射 成 f 
(a)C9g(5) 的 .从 AXxB 到 A'WB 的 图 数 是 双 线 性 的 .我 们 把 验 
证 下 列 定 理 同 样 也 留 给 读者 . 

定理 50.1 把 (A,B) 映 射 到 AGOB 并 且 把 (f,g) 映 射 到 了 
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C9g 的 函数 是 从 Abel 群 偶 和 同 态 的 范畴 到 Abel 群 和 同 态 的 范畴 
的 一 个 共 变 函 子 ， 品 

以 后 我 们 将 说 明 怎 样 计算 张 量 积 .暂时 我 们 仅仅 提出 下 列 定 
理 . 

定理 50.2 存在 一 个 将 ng 映射 为 ng 的 同 构 

ZGG, 

它 关 于 G 的 同 态 是 自然 的 . 

证 明 将 ZxG 映射 到 G ,把 (n,g) 映 射 为 ng 的 函数 是 双 线 
性 的 ,因而 它 诱 导 一 个 把 ng 映射 成 ng 的 同 态 $5:789G 一 G. 

令 yy;G 一 ZO9G 是 由 等 式 y(g)=1C98g 定义 的 ,那么 y 是 一 
个 同 态 .对 于 g EG, 我 们 有 

$a(g) = $1 09 g) = g; 

而 在 ZLOG 的 典型 生成 元 ng 上 ,我 们 有 


(ng) = yng) = 1O(ng)= ng. 


因而 yy 是 # 的 道 . 
自然 性 是 下 列 图 表 的 交换 性 的 推论 
Z@G G 
iz®f . 
Z@H = H. 口 


现在 我 们 来 导出 张 量 积 的 一 些 普 遍 性 质 . 
首先 让 我 们 指出 一 个 常见 的 户 误 . 设 A 是 4 的 子 群 ,B “是 品 
的 子 群 .那么 很 容易 认为 AQB 可 以 看 成 ACOB 的 子 群 .但 是 一 
般 来 说 这 是 不 正确 的 .包含 映射 :A 一 A 和 j;:B' 一 B 确实 产生 
一 个 同 态 
i j:A' OB —ACQB, 
但 是 这 个 同 态 一 般 不 是 单 射 .例如 ,整数 集 ZL 是 有 理 数 加 群 Q 的 
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一 个 子 群 .但 是 ZLZ/2 是 一 个 非 平凡 群 ,而 QC9OZ/2 却 是 平凡 的 ， 
因为 在 Qe9Z/j/2 中 ， \ 
a Ob = (af2) 0 26 = (af2) 00 = 0. 

虽然 单 射 的 张 量 积 一 般 不 是 单 的 ,但 是 满 射 的 张 量 积 却 总 是 
满 的 . 这 就 是 下 列 引 理 的 实质 . 
引 理 50.3 设 同 态 上 $;:B->C 和 fg :了 一 C 是 满 的 ,那么 
$F:BOB’ — CC 
也 是 满 的 ,而 且 它 的 核 是 BEB “的 一 个 由 形 如 569b 的 所 有 元 素 
生成 的 子 群 ,其 中 bEker$ 或 者 b Ekerg .. 
证 明 令 G 表示 由 形 如 5C96 的 那些 元 素 生 成 的 BC69B 的 子 
群 .显然 8C94 把 G 映射 为 等 ,因而 它 诱导 一 个 同 态 
DB:(BOB)G— COC.. 
我 们 通过 定义 5$ 的 道 玫 来 证 明 引 是 一 个 同 构 . 
开始 ,我 们 先 由 规则 y(c,c )= 25 + G 定义 一 个 孙 数 
J:CXC’— (B+B’')G, 
其 中 ,我 们 选取 5 使 得 $8(5)=c 且 选 取 65 使 得 $8'(5')=c“. 然 后 
证 明 y 是 完全 确定 的 .假设 $60)=c 有 旦 $8 '(5 和)=c ,那么 
bb -boo0= (bp- 6)06b)+(b (6b -6b'0)). 
这 个 元 素 在 G 中 ,因为 5 一 boEker$ 且 5 一 boEker$ .因而 yy 
是 完全 确定 的 .由 其 定义 可 知 y 是 双 线 性 的 ,因而 它 诱导 一 个 同 
态 
V:COOC (BC B)IG. 
容易 难 证 * 歼 和 人 委 * 儿 是 恒 等 映 射 . L] 
恰 如 对 于 Hom 函 子 的 情况 所 做 的 那样 ,我 们 来 考虑 如 何 把 正 
合 序 列 “ 张 量化 ”. 
定理 50.4 设 序列 
A 
是 正 合 的 ,那么 序列 
”3 


$b CO i i 
RG 


也 是 正 合 的 .如 果 上 是 单 射 并 且 第 一 个 序列 分 裂 , 那 么 $C9ic 也 
是 单 射 而 且 第 二 个 序列 分 裂 . 

证 明 上 面 的 引 理 列 涨 着 yC9ic 是 满 射 ,而 且 它 的 核 是 由 形 
如 pc9g(pEker%) 的 所 有 元 素 生 成 的 BOG 的 子 群 D. $C9ic 的 
象 是 由 形 如 ga)ecosg 的 所 有 元 率 生 成 的 于 群 E. 由 于 im$ = kery， 
所 以 D=E. 

设 $ 是 单 射 ,并 且 序 列 分 裂 . 令 加 :BA 是 一 个 同 态 使 得 p。 
$= i4 .那么 

(pOic)* ($ic)= i Wic = ge 

因而 $ic 是 单 射 , 而 且 zeoic 分 裂 已 张 量化 的 序列 . [|] 

花 $0.5 存在 一 个 自然 的 同 构 

Zim 0 G 之 GmG. 
证 明 取 正 合 序列 
0—>Z—Z—>Zm—0 


并 且 以 G 与 它 作 张 量 积 就 得 到 正 合 序列 


ZO0G SLOG>TmOG—0. 


应 用 定理 30.2, 就 得 出 正 合 序列 


G—>G—2Zm®G—0. 
从 而 本 系 定 理 成 立 . |] 

现在 我 们 证 明 张 量 积 的 另 一 些 福 质 . 
定理 50.6 我 们 有 下 列 的 自然 同 构 : 
(a) ACVBBCOA. 
(b) (DA, WBSO(ALB), 

AL(DB, )>O(AB, ). 
(c) 4 四 (BC) 人 (4ACB)C9C 
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证 明 ”我 们 来 建立 这 些 同 构 ,而 把 自然 性 留 给 读者 去 验证 . 

(a) 把 (a ,5) 变 成 (5 ,ae ) 的 映射 A x B 一 B Xx A 诱导 一 个 从 下 
(A,B) 到 FF(B,A) 的 同 构 , 它 把 R(A,B) 映 射 到 R(B,A) 上 . 

(b) 应 用 引 理 4.1. 由 假设 ,存在 同 态 

joe:As 一 中 4 和 zx: DA, — A 
使 得 当 a 关 B 时 rs*j 是 平凡 的 , 当 a= B68 时 它 等 于 恒 等 映 射 . 令 
fo = je ip:As OB— (HA,)WB, 
gp = Ne 0 ip: (tt A,) 的 了 一 Ap 的 也 

那么 gs* 天 当 a 了 8B 时 是 平 几 的 ,而 当 e= 有 8 时 等 于 便 等 映射 . 现 
在 (中 4A,)eo9B 是 由 形 如 acop 的 元 素 生 成 的 ,其 中 aE 由 A, ,bE 
B. 由 于 a 义 等 于 形 如 j,(a, ) 的 元 素 的 有 限 和 ,因而 我 们 看 到 , (中 
A,)C9B 是 由 群 六 (AGOB) 生 成 的 . (b) 款 中 的 第 一 个 同 构 的 存在 
性 可 从 引 理 4.1 得 出 . 

(b) 款 中 的 第 二 个 同 构 可 由 交换 性 得 出 . 

(c) 为 了 定义 一 个 把 张 量 积 AC9(BQC) 映 射 到 Abel 群 G 中 
的 同 态 ,我们 必须 在 集合 Ax (Bx C) 上 定义 一 个 双 线 性 函数 了 . 
为 了 使 了 对 于 第 二 个 变量 是 线性 的 ,那么 对 于 固定 的 a , 它 必须 是 
由 一 个 从 集合 a Xx Bx C 到 G 中 的 双 线 性 映射 转化 而 来 的 .我 们 
断言 ,对 于 从 集合 A Xx BxC 到 G 中 的 映射 来 说 ,如 果 它 分 别 按 
三 个 变量 中 的 每 一 个 都 是 线性 的 ,那么 它 恰好 和 定义 一 个 从 AGO(B 
CC) 到 G 中 的 同 态 .我 们 把 这 样 的 函数 称 为 多 重 线性 函数 .类 似 
的 论证 说 明 从 (AGOB)CoC 到 G 中 的 同 态 可 以 用 完全 相同 的 方法 
得 出 . 

现在 考虑 蚂 数 

fla,b,c) = a ®t (be), 
a 证 
它们 分 别 是 从 AxBxC 到 Am(BC) 和 (4AOB)CoOC 的 多 重 
线性 函数 ,而 且 它 们 分 别 诱 导 同 态 
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(4A 因 了 四 C 一 4 四 (B 因 CC) 一 (A@B)Q@C. 
FsG 和 G*F 在 这 些 群 的 生成 元 上 都 起 着 恒 等 映射 的 作用 ,因而 
它们 都 是 恒 等 映射 . 站 

系 S50.7 如 果 序 列 

0 一 4 一 BC->0 
是 正 会 的 并 且 G 是 无 挠 的 ,那么 序列 
0—A@G->BOG—>CHOG—0. 
也 是 正 合 的 . 

证 明 第 一 步 ” 我 们 首先 证 明 如 果 G 是 自由 的 ,那么 本 系 定 
理 成 立 .因为 对 所 有 D,DCZ 自然 同 构 于 ,所 以 序列 
(x) 0—>ACZ— BOYZ-> CCIZ—0 
是 正 合 的 .因此 ， 

0->AQG—BOG—COG—0 
也 是 正 合 的 ,因为 由 上 面 的 定理 ,这 个 序列 同 构 于 ( * ) 型 序列 的 直 
和 ,而且 正 合 序列 的 直 和 也 是 正 合 的 . 

第 二 步 我 们 证 明 下 述 事 实 ; 令 al,…,a， CA ,0 入 
B. 设 A QB 的 元 素 3a; 的 6, 为 零 .那么 有 A 和 B 的 有 限 生成 子 
群 An 和 Bo 分 别 包含 {a 3s | 和 12， eb | ,使 得 当 把 Za; CO 
b; 看 作 Ao GO Bo 的 元 素 时 , 它 为 零 . 

回想 到 4 多 B 等 于 F(A,B) 被 有 一 定 关 系 的 子 群 R(A,B) 
除 得 的 商 . 等 式 3a; 5, = 0 意味 着 F(A,B) 的 元 素 3(a,,6。,) 在 
R(A,B) 之 中 . 即 它 能 写成 形 如 

(a+a ,bpb)—-(a,b)—- (a ,6b) 
和 
(a,b+b)})—-(a,b6)—-(a,b’) 
的 项 的 有 限 线性 组 合 . 令 A。 表示 由 这 有 限 多 项 的 第 一 个 分 量 与 
ae 一 起 生成 的 A 的 子 群 ; 令 Bo 表示 由 这 有 限 多 项 的 第 二 
个 分 量 连同 5,,… ,六 一 起 生成 的 B 的 子 群 .那么 当 我 们 把 形式 和 
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(a; ,bi) 看 成 F(Ao ,Bu) 的 一 个 元 素 时 , 它 在 定义 4, 的 Bo 时 用 
到 的 相关 子 群 中 .因而 当 看 成 4, @ B。 的 元 素 时 ,和 22; @@ b; 为 
零 . 

第 三 步 ” 现 在 我 们 来 完成 证 明 . 设 

让 

是 正 合 的 而 且 G 是 无 挠 的 .我 们 要 证 明 $09 ic 是 单 射 .A 的 G 的 
典型 元 素 是 有 限 和 Ze; @ g& . 假设 它 在 & 的 ic 的 核 中 , 那么 
24$(ai) x gi 在 B 的 G 中 为 零 . 分 别 选 取 B,G 的 有 限 生 成 子 群 8。 
和 Go 使 得 当 看 作 Bu @ Go 中 的 元 素 时 ,这 个 和 为 零 . 应 用 由 包含 
映射 诱导 的 映射 Bu C9 Go 一 B 多 Go , 则 我 们 可 以 看 出 , 当 看 作 
B Gu 的 元 素 时 , 它 为 零 . 

由 于 作为 G 的 一 个 子 群 Go 是 无 挠 的 ,因此 由 于 Ge 是 有 限 
生成 的 ,所 以 它 是 自由 的 .结果 ,序列 

0—>A@G—>BOG—»CHG.—0 

是 正 合 的 .我 们 推出 , 当 看 作 A 69 G6 的 元 素 时 , 5a, 的 g; 必然 为 
零 . 应 用 由 包含 映射 诱导 的 上 映射 A 6 G 一 A 的 G, 则 我 们 看 出 ， 
当 看 作 A 69 G 的 元 素 时 ,3a,; GO g 也 为 零 . 口 

当 A 为 有 限 生成 时 ,我 们 已 证 明 的 这 些 定理 使 我 们 能 够 计算 
群 ACQB. 因 为 ?运算 与 直 和 运算 交换 ,于 是 我 们 有 规则 

ZOGG, Vm 人 GGmG. 

尤其 是 ,自由 Abel 群 的 张 量 积 是 自由 Abel 群 .为 了 以 后 的 应 用 ， 
我 们 将 这 个 事实 正式 叙述 如 下 : 

定理 $S9.8 如 果 有 A 是 以 la;| 为 基 的 自由 Abel 群 ,B 是 以 
16;|} 为 基 的 自由 Abel 群 . 那么 ACQB 是 以 la 的 5b, 为 基 的 自由 
Abel 群 . 

证 明 令 (a;) 和 (6,) 分 别 表示 A 和 B 的 由 a; 和 6 生成 的 无 
限 循环 子 群 .那么 
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A ={D (ai), B = (6,). 
由 此 可 知 , A@B 宇 四 ((aj)@(6,)). 由 于 ZB@Z 是 无 限 循 环 的 而 
日 是 由 1@1 生成 的 ,同样 ,(a,)@(5,) 是 无 限 循环 的 而 且 是 由 a 
5, 生成 的 .于 是 定理 成 立 . 口 


模 的 张 量 积 


像 往 常 一 样 , 令 R 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 .如 果 A 和 如 是 
R 上 的 模 ,那么 (就 像 我 们 在 $41 的 习题 中 所 提 到 的 那样 ) 从 A 到 
B 的 所 有 模 同 态 构 成 的 群 Homs (A ,B) 具 有 R 模 的 构造 .对 于 张 
量 积 函 子 可 以 得 到 类 似 的 情况 .实际 上 ,我 们 将 只 对 R 是 域 的 情 
况 感 兴趣 .但 是 我 们 不 妨 暂时 考虑 一 般 情 况 . 

令 A 和 B 是 环 R 上 的 模 . 跟 以 前 一 样 , 令 F(A,B) 是 由 集合 
A XB 生成 的 自由 Abel 群 .但 是 现在 令 R(A,B) 是 由 形 如 

(ata’ ,bb)—-(a,b)— (a’ ,6b), 
(a,b+6)- (a,b)— (a,b’), 
(ga,b)— (asab), aERk 
的 元 素 生 成 的 子 群 .那么 F(A,B)/R(A,B) 具 有 R 上 模 的 结构 ; 
给 定 a ,我 们 由 规则 a(a ,5) = (aa ,5) 定 义 一 个 F(A,B) 到 其 目 
身 的 映射 .这 个 映射 将 R(A,B) 映 人 其 自身 内 .例如 , 当 我 们 把 a 
应 用 到 上 面 所 列 出 的 R(A,B) 的 第 一 个 生成 元 上 时 ,就 有 
(a(at+a’ ),6) ~ (aa,b)— (aa’ ,5b) 
= (aa +aa ,b)—- (a,6)— (aa' ,0b). 
由 定义 后 一 元 素 在 RCA ,B) 中 .类 似 的 说 法 也 适用 于 所 列 出 的 第 
二 个 生成 元 .对 于 第 三 个 生成 元 ,我 们 有 
Bl(aa,b6) — Bla,ab) = (B(aa),6) — (Ba, ab) 
= (a(fa),6)— (Ba,ob), 

由 定义 它 在 R(A,B) 中 . 

因而 我 们 在 商 FIR 上 有 一 个 诱导 运算 . 模 性 质 容易 验证 .我 
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们 把 所 得 到 的 模 记 为 ACrB ,并 把 它 称 为 A 和 B 在 环 R 上 的 张 
量 积 . 像 以 前 一 样 把 (a ,5 ) 的 陪 集 记 为 cc9p .除了 ACB 中 的 通 
常 关 系 之 外 ,在 AGOsB 中 还 有 关系 

a(a 5) = (aa) 罗 = 的 (op). 

现在 让 我 们 来 考虑 一 个 集 上 映射 f: A x 了 一 C, 它 单独 按 每 一 
个 变量 都 是 一 个 模 同 态 . 由 于 它 把 R(A,B) 映 射 为 等 ,所 以 它 诱 
导 一 个 同 态 

g:A WrB— C, 
可 以 证 实 这 实际 上 是 一 个 模 同 态 . 

请 注意 到 A 的 aB" 小 于 ”A 的 B .实际 上 它 同 构 于 AWB 被 由 
形 如 (aa )695 一 a@O(ab) 的 所 有 项 生成 的 子 群 去 除 所 得 到 的 商 群 . 
这 类 似 于 Hom 函 子 的 情况 ,在 那里 Homn (A ,B) 是 Hom(A,B) 
的 一 个 子 群 . 

如 果 f:A 一 A “和 g:B->B “是 模 同 态 , 那 么 存在 一 个 模 同 态 

fg:A CrB -> A’' CorB ， 
对 于 所 有 a ,5, 它 把 a696 映射 为 f(a)lg(5), 因 为 把 (a ,565) 变 
成 f(a)C9g(5) 的 映射 单独 按 每 一 个 变量 都 是 一 个 模 同 态 . 
本 节 的 定理 都 能 推广 到 模 的 张 量 积 ,其 证 明 留 作 习题 . 


习 圳 


1. 令 G 是 一 个 具有 挠 子 群 工 的 Abel 群 . 令 互 是 一 个 可 除 帮 .证明 Geo 
H 宇 (G/T)OOH.[ 注 :人 未 必 是 G 中 的 直 和 项 !] 

2. 证 明 加 群 Q 是 无 挠 的 但 不 是 自由 的 .[ 提 示 : 比 较 Qeo2/2. 】 

3. 证 明 : 若 A 和 日 都 是 Z 模 ,那么 

APB=AOEB 
4. 令 A 是 一 个 RR 模 .证 明 存 在 一 个 尺 模 的 同 构 
R rAd A. 
5， 对 于 的 。 证 明定 理 50.4 和 定理 50.6 的 类 似 结 果 . 
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6. 令 A,B,C 都 是 域 上 的 向 量 空间 ， 
(a) 证 明 QC9s 保持 向量 空间 的 正 合 序列 .[ 提 示 : 每 一 个 这 样 的 序列 都 是 
分 裂 的 .] 
(b) 如 果 A 和 BB 分别 有 向 量 空间 的 基 |a, | 和 651 ,证明 ta;&965 是 内 
COB 的 向 量 空间 基 . 
7. 如 果 4 和 如 是 Q 上 的 向 量 空间 ,证 明 
AWB=AWB. 


51 市 任意 系数 的 同调 


现在 我 们 利用 张 量 积 函 子 来 普遍 定义 带 任意 系数 的 同调 群 . 
处 理 方法 将 沿用 $ 44 的 模式 ,在 那里 我 们 论述 了 带 任意 系数 的 上 
同调 理论 . 

我 们 首先 在 链 复 形 的 水 平 上 进行 讨论 ,然后 专门 研究 奇异 理 
论 , 最 后 研究 单纯 理论 ,在 这 方面 我 们 将 证 明 我 们 在 这 里 所 使 用 的 
带 任 意 系数 的 同调 的 定义 等 价 于 $10 中 所 给 出 的 定义 ， 


链 复 形 的 同调 


令 G 是 一 个 Abel 群 , 令 %8= {C ,3 是 一 个 链 复 形 .我们 用 
HH,(%; G ) 表 示 链 复 形 4660G = {C9G ;9369ic | 的 第 p 个 同调 群 ， 
并 且 称 为 的 第 p 个 带 G 中 系数 的 同调 群 . 

如 果 |1%,e| 是 增 广 链 复 形 ,那么 我 们 就 有 从 66G 得 出 的 相 
应 链 复 形 , 它 是 通过 在 -1 维 添加 群 ZEG 宇 G ,并且 用 eic 作 
为 从 0 维 到 一 1 维 的 边缘 算 子 而 得 到 的 . 它 的 同调 群 记 为 H, (%%; 
_G) ,并 且 称 为 多 的 带 G 中 系数 的 约 化 同调 群 . 如 果 日 ,(%) 为 零 ， 
那么 Ho(%;G) 也 为 零 ,因为 C, 一 Co 一 Z->0 的 正 合 性 蕴涵 着 

OT A 
的 正 合 性 .一般 我 们 有 
Hi(€;G) > H(€;G)DG. 
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请 注意 到 ,如 果 G 是 整数 群 ,那么 8C9G 目 然 与 加 同 构 . 因 而 
的 平常 同调 可 以 看 作 “ 带 Z 中 系数 的 同调 ”. 

如 果 #: 吕 >9 是 链 肌 射 ,那么 809ic :EGG 一 969G 也 是 链 映 
射 .为 了 方便 , 庆 导 同调 的 同 态 宁 可 记 为 

$$ :H,(€;G) — H,(9;G) 

而 不 记 为 ($C9ic), .如 果 史 和 是 增 广 的 而 且 是 保持 增 广 的 ， 
那么 $C9ic 不 仅 诱导 常 义 同调 的 同 态 而 且 族 导 约 化 同调 的 同 态 . 

如 果 多 ,0: 乡 ~ 史 都 是 链 上 映射 ,而 且 D 是 它们 之 间 的 链 同 伦 ， 
那么 DQ9ic 是 $C9ic 和 yk9ic 之 间 的 链 同 伦 .由 此 可 知 , 若 $ 和 y 
是 链 同 伦 的 ,那么 $$, 和 由, 作为 带 任意 系数 的 同调 的 同 态 是 相等 
的 ;同样 可 知春 & 是 链 等 价 ,那么 $C9ic 也 是 一 个 链 等 价 . 

最 后 ,假设 有 链 复 形 的 得 正 合 序 列 

0—» €-> D> §€->0, 
它 在 每 一 维 数 下 都 是 分 裂 的 ,那么 张 量 序 列 
0 G, HG D,OG— E,WG—0 

是 正 合 的 .应 用 之 字形 引 理 ,就 得 到 一 个 长 正 合 序列 


“> H,(G;0) > H,(9;G6) ~ H,(6;0)—> H,(%;0)— 
其 中 3, 是 由 2@ic 诱导 的 .这 个 序列 关于 由 链 映 射 诱导 的 同 态 是 
自然 的 . 
奇异 同调 
我 们 把 拓扑 偶 (X,A) 的 带 G 中 系数 的 奇异 同调 群 定义 为 
H,(X,A;G) = H, (KX,A);G). 
像 往常 一 样 ,如 果 A 是 空 集 ,那么 我 们 就 从 记号 中 把 它 省 去 .我 们 
定义 约 化 同调 群 为 
H,(X;G) = H,({K X),el;G), 
其 中 。 是 KX) 的 通常 增 广 映射 
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因为 S,(X,A) 是 自由 Abel 群 , 所 以 群 5S,(X,A)WG 是 G 
的 拷贝 的 直 和 .实际 上 ,如 果 # 工 是 由 X 的 那些 像 集 不 在 A 中 的 
p 维 奇 异 单 形 组 成 的 族 , 那 么 这 些 奇 异 单 形 也 的 模 S,(A) 的 陪 集 
构成 S.(X,A) 的 一 个 基 . 因 此 S,(X,A)6G 的 每 一 个 元 素 能 唯 
一 地 表示 成 一 个 有 限 和 3T oo g。 .这 是 我 们 表示 一 个 审 G 中 系 
数 的 p 维 奇 异 链 的 通常 方式 .这 样 一 个 链 的 极 小 承载 子 是 集合 工 
(A, ) 的 并 ,这 里 的 并 是 对 所 有 那些 使 得 g&. 天 0 的 指标 而 取 的 . 它 
当然 是 个 紧 集 . 

一 个 连续 有 映 射 Ah:(X,A) 一 (了 ,也 ) 产 生 一 个 链 蝶 射 

hy io:AX,AIOG— AY,B)OYG. 

有 时 我 们 把 这 个 映射 简 记 为 hi ,并 且 把 诸 呈 同调 的 同 檀 简 记 为 
hh .孔子 性 是 直接 的 ,实际 上 它 在 链 水 平 上 成 立 . 

因为 S,( 关 ,有 A) 是 自由 的 ,所 以 链 复 形 的 短 正 合 序列 

0-— S,(A)— S,(X)— S,(X,A)—0 

分 裂 .因此 我 们 就 得 到 一 个 带 G 中 系数 的 长 正 合 同调 序列 , 而且 
它 关 于 由 连续 映射 诱导 的 同 态 是 自然 的 ， 

如 果 有 ,kk:(X,A)->(Y,B) 是 同 伦 的 ,那么 由 定理 30.7 的 证 
明 可 知 ,在 hy 和 有 4 之 间 存 在 一 个 链 间 伦 .于 是 ha Cic 和 ky 
ic 是 链 同 伦 的 ,因而 hh, 和 有 ,作为 带 G 中 系数 的 同调 的 映射 是 
相等 的 . 

直接 考虑 单 点 空间 P 的 奇异 链 复 形 就 会 导致 下 列 结果 :对 于 i 关 
0,H.(P;G)=0, 而 Ho(P;G)G. 

奇异 同调 的 “ 紧 支 集 性 质 " 能 够 立即 转化 为 带 任 意 系数 的 奇异 
同调 的 同一 性 质 . 

奇异 同调 的 唯一 需要 谨慎 对 待 的 性 质 是 切除 性 质 . 

令 (X,4) 是 一 个 拓扑 空间 偶 , 令 U 是 X 的 于 集 使 得 UC 
IntA .我 们 知道 包含 映射 

(一 1 一 [一 (人 全 A) 
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在 党 义 同 调 中 诱导 一 个 同 构 . 我 们 要 证 明 它 在 带 任意 系数 的 同调 
中 也 诱导 一 个 同 构 . 

做 这 件 事 的 一 种 方法 是 利用 定理 46.2, 它 蕴涵 着 jy 是 链 等 
价 . (请 注意 ,所 涉及 到 的 链 复 形 是 自由 的 ,而 且 在 低 于 某 一 个 维 数 
时 为 零 . ) 另 一 种 可 供 选 择 的 方法 是 ,我 们 可 以 证 明 下 列 定理 , 它 是 
定理 45.5 的 一 个 类 似 结果 . 

定理 Sl.1 令 吕 和 名 是 自由 链 复 形 .如 果 链 映射 曙 : 多 > 名 在 
所 有 维 数 下 都 诱导 同调 的 同 构 ,那么 链 映 身 

$V iio: G— 9 G 

也 是 如 此 . 

证 明 第 一 步 ” 我 们 首先 考虑 有 自由 链 复 形 的 短 正 合 序列 

0— €— 3-> 6—>0 
的 情形 .我 们 知道 对 所 有 pp, 日, (6) =0, 而 我 们 想 要 证 明 对 所 有 
pp,H,(€;G)=0. 如 同 在 引 理 45.3 的 证 明 中 那样 ,我 们 可 以 写成 
E, = B, 电 UU, ,在 那里 3 把 B, 映射 为 零 ,并 且 把 U, 同 构 地 映射 到 
有 ,上 .于 是 
E, BG(B, D6)B(U,D G6), 

而 且 $Q9ic 把 Be9G 瞻 射 为 零 ,把 LOG 同 构 地 上 射 到 B,_1C9 
G 上 .由 此 可 知 对 所 有 p,H, (8;G)=0. 

第 二 和 步 ”现在 一 般 情 形 可 从 引 理 45.4 得 出 .给 定 $: 铬 >, 那 
么 就 有 一 个 链 复 形 9 和 到 内 的 链 映 射 i ;89 与]: 仿 >9 使 得 } 
在 所 有 维 数 下 诱导 同调 的 同 构 ;;。$ 链 同 伦 于 i; 而 且 9,9'jimi， 
"jim; 都 是 自由 的 .如 果 $, 在 常 义 同调 中 是 一 个 同 构 , 那 么 1, = 
j .sg ,也 如 此 .于 是 由 第 一 步 ,; 和 j 均 诱 导 带 任意 系数 的 同调 的 
同 构 .因而 $ 诱导 同样 的 同 构 . 品 


单纯 同调 


令 (K , 开 o) 是 一 个 单纯 复 形 偶 ; 令 G 是 一 个 Abel 群 .我 们 把 
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(K, Ko) 的 带 G 中 系数 的 单纯 同调 定义 为 
H,(K,K0;G) = H,(&K, Ko);G). 
我 们 定义 KK 的 约 化 同调 群 为 
H,(K;G) = H,({& K),el;G), 

其 中 。 是 EK ) 的 通常 增 广 . 

现在 我 们 让 K 的 每 一 个 不 在 K。 中 的 p 维 单 形 对 应 G 的 一 个 
拷贝 .那么 群 C,(K, Ko) 的 G 恰好 是 G 的 这 些 拷贝 的 直 和 .实际 
下 ,如 果 我 们 将 K 的 不 在 KK。 中 的 p 维 单 形 o, 任意 定 问 ,那么 
C,(K, Ko) GO G 的 每 一 个 元 就 能 够 唯一 的 表示 成 一 个 有 限 和 cr。 
09 g .于 是 它 的 边缘 就 可 表示 为 5(90,) Co gr. 

关于 同 我 们 在 $ 10 中 给 出 的 带 任 意 系数 的 同调 的 定义 之 间 
的 联系 现在 就 清楚 了 .在 那 一 节 ,我们 用 一 个 有 限 的 形式 和 c， = 
53g,o, 表示 一 个 带 G 中 系数 的 p 维 单纯 链 c, ,而 且 它 的 边缘 由 公式 

9c, = Ega(90,) 

表示 .这 说 明 在 $ 10 定义 的 链 复 形 8(K;G) 同 构 于 链 复 形 (KK) 
coG .今后 在 论 及 带 任意 系数 的 单纯 同调 时 ,我 们 将 使 用 后 一 种 形 
式 的 链 复 形 . 

至 于 诱导 同 态 和 长 正 合 同调 序列 的 存在 性 以 及 Eilenberg- 
Steenrod 公理 的 验证 是 如 此 简单 ,以 至 于 我 们 可 以 将 细节 省 略 . 论 
证 可 遵循 在 $44 节 中 对 于 单纯 上 同调 所 给 出 的 论证 模式 . 


单纯 理论 与 奇异 理论 之 问 的 同 构 


我 们 已 有 § 34 的 链 上 映 射 
7:C,(K,Ko)— S,(IKi, 1Kol), 
它 在 常 闵 同 调 中 诱导 一 个 同 构 . 从 定理 51.1 又 知道 , 它 在 带 任 意 
系数 的 同调 中 也 诱导 一 个 同 构 . 至 于 它 不 依赖 于 在 定义 7 了 时 所 使 
用 的 顶点 序 以 及 它 与 边缘 同 态 3, 交换 ,与 由 连续 映射 诱导 的 同 态 
交换 等 这 些 事实 可 以 像 在 定理 44.2 的 证 明 中 那样 得 出 . 
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CW 复 形 的 同调 


如 果 X 是 一 个 带 有 胞 腔 链 复 形 9(X) 的 CW 复 形 ,那么 我 们 
知道 对 于 所 有 p,H,(2(XX)) 宇 H,(X), 从 引 理 45.1 可 知 ,存在 诱 
寻 这 个 同 构 的 一 个 链 映射 ,于 是 从 引 理 51.1 可 知 

H,(2(X) WG) SEH,(X;G). 
因而 X 的 胞 腔 链 复 形 能 够 用 来 计算 带 任 意 系数 的 同调 .如 果 改 是 
可 三 角 剂 分 的 CW 复 形 ,那么 诱导 这 个 同 构 的 链 上 映射 是 包含 映射 
j:2D(X)— AX). 


习 而 


1, 奇 1%,e| 是 一 个 增 广 和 链 复 形 ,那么 证 明 
Ho(€;G) Ho(€;G) 6. 
[提示 :序列 0>kere 一 CC 一 Z 一 0 分 列 .] 
2. 利用 胞 腔 链 复 形 来 计算 全 # 工 , 己 # 户 # 划 P,PY 和 上 裙 笨 伯 帆 的 带 
一 - 般 系 数 G 的 同调 . 
3. 定理 令 名 是 一 个 自由 链 复 形 .那么 就 有 一 个 自然 的 正 合 序列 


0>H,(W OG HL 6) > ok >0, 

其 中 外 是 由 包含 映射 诱导 的 .这 个 序列 分 型 ,但 不 自然 分 型 .如 果 日 (对 所 
有 i 是 自由 的 ,那么 名 是 一 个 同 构 . 

[ 注 : 这 个 定理 是 引 理 45.7 和 定理 45.8 对 于 同调 的 类 似 结果 .在 下 一 章 
中 , 它 将 被 推广 .] 

4. 令 尺 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 , 令 名 是 一 个 链 复 形 .证 明 C,C9R 可 
以 通过 对 a,BER 定义 

alc, 0 8) = c, (op) 

而 被 赋 子 R 模 的 结构 .证 明 妃 (对 及 ) 具 有 R 模 的 结构 ,而 且 链 映射 诱导 民 
模 的 同 态 .证 明 3, 是 R 模 同 态 . 
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第 七 章 同调 代数 


在 第 五 章 我 们 已 经 看 到 ,具有 同 构 的 同调 群 的 两 个 空间 也 必 
有 同 构 的 上 同调 群 .这 个 事实 引导 人 们 猜想 ,一 个 空间 的 上 同调 群 
在 某 种 程度 上 是 由 间 调 群 决定 的 .这 种 猜想 在 本 章 将 被 证 实 .我 们 
将 确切 说 明 ( 带 任意 系数 的 ) 上 同调 群 是 怎样 由 ( 带 整 系数 的 ) 同 调 
群 决定 的 .我 们 把 所 涉及 到 的 这 个 定理 称 为 上 同调 的 万 有 系数 定 
理 .定理 的 叙述 不 仅 涉 及 到 我 们 已 经 研究 过 的 “Hom 睫 子 ,而 且 还 
要 涉及 到 我 们 即将 引进 的 称 为 “Ext” 的 一 种 新 孙子 . 

类 似 地 ,我 们 知道 如 果 两 个 空间 有 同 构 的 整 同 调 群 ,那么 它们 
带 任意 系数 的 同调 群 也 同 构 . 恰 似 上 同调 群 的 情形 ,原来 带 任 意 系 
数 的 同调 群 是 由 带 整 系数 的 同调 群 决定 的 .所 涉及 的 定理 称 为 同 
调 的 万 有 系数 定理 , 它 不 仅 涉 及 到 张 量 积 了 沙子 ,而 且 还 涉及 到 我 们 
将 要 引进 的 一 种 称 为 “ 搁 积 ”的 新 孙子 . 

这 些 函 子 就 构成 了 称 为 同调 代数 的 一 个 一 般 学 科 的 一 部 分 . 
虽然 它 的 起 源 实质 上 是 拓扑 的 ,但 是 当今 它 已 发 展 成 为 对 许多 纯 
代数 问题 有 用 的 独立 的 代数 分 支 .我 们 对 它 的 兴趣 仅 限 于 它 与 拓 
扑 学 的 联系 . 

当 我 们 研究 积 空 间 Xx Y 的 同调 时 ,这 些 函 子 也 起 重要 作 
用 .原来 ,XxY 的 拓扑 是 由 X 的 拓扑 和 YY 的 拓扑 决定 的 .这 种 关 
系 用 一 种 称 为 Kiinneth 序列 的 正 合 序列 的 形式 表达 出 来 . 它 涉 及 
到 张 量 积 函 子 和 挠 积 函 子 . 

如 果 同 调 是 有 限 生成 的 ,那么 对 于 上 同调 就 有 一 个 类 似 的 序 
列 成 立 .一 般 它 对 上 积 有 用 ,而 且 对 于 计算 Xx Y 的 上 园 调 环 特 
别 有 用 . 
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$ 52 Ext 困 子 


与 消 子 Hom( A ,B) 相 伴 的 是 另 一 个 双 酸 量 熙 子 , 称 为 Ext(A， 
中 ). 它 跟 Hom 沙子 一 样 ,对 于 第 一 个 变量 是 反 变 的 ,对 于 第 二 个 变 
量 是 共 变 的 .这 就 意味 着 给 定 了 同 态 7Y; A->A 和 6;B 一 B', 那 么 就 
有 一 个 同 态 

Ext(y ,6):FExt(A’,B’)— FExt(A,B). 

而 且 通 常 的 函 子 性 质 成 立 . 

要 定义 这 个 了 消 子 必须 做 些 预备 工作 .但 是 它 的 关键 性 质 是 容 
易 记 忆 的 ,我 们 将 它 表 述 成 一 个 定理 的 形式 . 

定理 52.1 在 在 这 样 一 个 函数 , 它 对 Abel 群 A 的 每 一 个 自 
由 分 解 

0 
和 对 每 一 个 Abel 群 B, 指 派 一 个 正 合 序 列 
0<— Ext(A,B) <—— Hom(R,B) 有 Hom( F,B) 


a <—0. 
这 个 通 数 在 下 述 的 意义 上 是 自然 的 :自由 分 解 的 同 态 
0 
WR 
0 a 
和 Abel 群 的 同 态 8: 卫 一 日 产生 正 合 序列 的 同 态 : 
0<- Extld ,5B) < 一 Hom(R,8) <— Hom(F,8) < 一 Homd ,DB < 一 0 
| aa,e) | omce,s) | aomce ,5 | aomo ,6) 
0 <— Ext(4',B8) <— Hom(R' BO< Hom(F',B)<— Hom(4',8)— 0. 
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稍 后 我 们 将 证 明 这 个 定理 .然后 用 它 来 导出 Ext 国 子 的 其 它 
性 质 ,并且 计算 Ext 医 子 . 

现在 我 们 来 定义 Ext 王子 .我 们 以 一 个 引 理 开 始 . 

引 理 52,2 假设 我 们 给 出 A 和 A 的 相应 自由 分 解 之 间 的 同 态 


有 


| lb 


0—> R 一 一 ~ F'—> A'——~ 1 


和 同 态 6:B' 一 B, 那 么 存在 唯一 的 一 个 同 态 e 使 得 下 列 正 合 序 列 
的 图 表 交 摘 ; 


0 <—cokg <— Hom(R,B8) HomLF , <— Hom(4,8)<—0 


人 | Homca,5) | Hom(p ,5) | aomcy ,5) 
0 < 一 - cok EO— Hom(R’', 8")<— Hom(F', 8})—— Hom(A ' BY)<— 人 
办 


同 态 8 不 依 闲 于 a 和 PB 的 选取 . 

证 明 Honm 的 消 子 性 说 明 上 面 的 图 表 中 右边 的 两 个 方块 是 
交换 的 .因此 ,Homta,G) 诱 导 上 核 的 同 态 . 

我 们 来 证 明 es 不 依赖 于 c 和 8 的 选取 . 设 {ae ,8 ,7y | 是 两 个 
给 定 的 自由 分 解 之 间 的 男 一 个 同 态 ,把 A 的 目 由 分 解 看 作 一 个 链 
复 形 xy, 将 它 标记 使 得 A 是 0 维 群 .对 A 也 同样 来 做 ,得 到 一 个 
链 复 形 % .那么 fa,B,Y! 和 ia ,8 ,7y 都 是 必 g 到 的 链 映射 .由 
正 合 性 ,% 和 光 的 同调 群 为 零 . 但 于 同调 群 未 上 必 为 圭 ,实际 上 ,和 群 
cok$ 恰好 是 2 维 上 同调 群 H*(w;B), 且 cok$ = 地 (wW ;B'). 映 
射 s 怡 好 是 由 链 上 映射 1a ,8,7y+ 诱 导 的 上 同调 的 同 态 , 

由 于 引 理 46.1 的 假设 条 件 被 链 复 形 ww 和 % 满足 ,因此 在 链 
映射 le ,8,7y} 和 la ,8 7 人 之 间 有 一 个 链 同 从 D. 那 么 Hom(DD， 
6) 是 相应 上 链 映射 之 间 的 上 链 同 伦 . 由 此 可 知 , 它 们 诱导 2 维 上 
同调 群 的 同一 个 同 态 s. 口 
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定义 ”我 们 把 上 面 引 理 中 所 构造 的 同 态 s 称 作 是 由 7 和 6 诱 
导 的 ,因为 它 只 依赖 于 y 和 6 以 及 所 涉及 到 的 自由 分 解 . 

我 们 来 证 明 函 子 性 的 另 一 种 形式 .首先 我 们 证 明 复 合 运 算 能 
够 正确 进行 . 令 ,8,7y,6,s 如 引 理 中 所 述 ,并 假设 


0 一 一 R 一 ~ 忆 一 ~ 4 一 0 


"bk 


0—R"—>F"——> A"——0 


是 另 一 个 自由 分 解 的 同 态 , 及 6':B "一 B' 是 男 一 个 Abel 群 的 同 
态 . 令 s 是 由 7y 和 6 诱导 的 同 态 .等 式 
Hom{7Y,8)°* Hom(yY’,8’) = Hom(y 。 7Y,8 6") 

以 及 对 于 a ,a 和 8,8 的 类 似 等 式 绚 涵 着 se*e 是 由 7y 。Y 和 6°6 
诱导 的 同 态 . 

其 次 我 们 证 明 ,如果 加 和 is 是 恒 等 映射 ,那么 它们 诱导 的 同 
态 s 是 同 构 .在 两 个 自由 分 解 相 同 的 情况 下 ,这 肯定 是 正确 的 , 因 
为 此 时 a 和 8 可 选取 为 恒 等 映 射 , 因 而 s 是 恒 等 映射 .但 是 正如 我 
们 马上 要 证 明 的 那样 ,在 
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Vs 


| 


| ee ee ;Mn 
的 情况 下 , 它 也 是 正确 的 . 令 e:cok$ 一 cok$ 是 由 (is ,is ) 关 于 这 
些 自由 分 解 诱导 的 映射 .选取 a 和 8 使 得 下 列 图 表 交 换 : 
p’ 


0 Coo——> RF 一 ”一 一 人 


J 上 


Ne Re 
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(在 这 里 我 们 要 用 到 下 “是 自由 的 这 一 事实 .) 令 se :coky 一 
cos$ “是 由 (i ,i ) 关 于 这 些 自由 分 解 诱导 的 上 映射 .由 前 面 的 评述 ， 
复合 映射 s*e 和 ee 都 等 于 恒 等 映射 .因而 e 是 一 个 同 构 . 

从 这 些 评注 可 知 ,给 定 A 和 B ,如果 我 们 选取 A 的 任何 自由 
分 解 ,那么 群 cok$ 将 (直至 同 构 ) 都 不 依赖 于 这 种 选取 . 这 个 事实 
把 我 们 引导 到 关于 cokg 的 “典型 形式 "的 下 列 定义 ,我们 将 称 之 为 
Ext(A ,B). 

定义 ”如果 A 是 一 个 Abel 群 ,那么 令 下 (4) 表 示 由 A 的 元 
素 生 成 的 自由 Abel 群 , 并 且 令 R(A) 是 自然 射 形 F(A) 一 A 的 
核 .我 们 将 序列 


Os RAS — RAY A 
称 为 A 的 典型 自由 分 解 . (参看 § 45. ) 我 们 把 群 
cok$ = Hom(R(A),B)/$ (Hom( F(A),B)) 
记 为 Ext(A,B). 如 果 7y:A 一 AAA“ 和 3:B 一 日 是 同 态 ,那么 我 们 能 
把 7 扩张 成 A 的 典型 自由 分 解 到 A -的 监 型 自由 分 解 的 同 态 ,而 
昌 定 义 
Ext(y,0):Ext(A',B’)— Ext(A,B) 

是 由 y 和 5 关于 这 些 自由 分 解 诱导 的 同 态 . 

前 面 的 评论 说 明 Ext 是 一 个 双 变 量 函 子 , 它 关于 第 一 个 变量 
是 反 变 的 ,关于 第 二 个 变量 是 共 变 的 ， 

有 时 我 们 把 群 Ext(4 ,B) 称 为 B 由 A 扩张 的 群 .对 于 这 个 术 
语 的 解释 ,请 参看 文献 [Mac 工 |. 

现在 来 证 明 我 们 的 基本 定理 . 

定理 52.1 的 证 明正 合 序列 


A 
可 引出 正 合 序列 
0 <- cok$ <- Hom(R,B) <- Hom(F,B) < Hom(A,B)<-0. 
鉴于 前 面 的 评述 ,存在 一 个 由 (is ,is ) 诱 导 的 cok 到 Ext(A,B) 
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的 同 构 . 我们 利用 这 个 同 构 就 可 以 在 这 个 序列 中 以 Ext(A,B) 代 
替 cok$. 

剩 下 的 是 要 检验 自然 性 . 就 像 在 定理 的 叙述 中 那样 , 令 ,8 
y 定义 A 和 A 的 各 自 的 自由 分 解 的 一 个 同 态 . 令 6:B 一 日 .考虑 
下 列 图 表 : 


几 | 
0 一 一 RA)—> FU) 一 ~ 4 一 0 


内 3 


0 一 R 一 一 4 一 0 


WW 


0 — RAN— FUN A’ 0. 
4 


存在 分 别 由 (i4. ,ip:),(Y,6) 和 (is ,ia) 诱 寻 的 同 态 


cokg — > cokg —> cok$, 一 cok®$, , 
e3 和 si 都 是 同 构 . ei siee2*s3 是 由 
(iar oY oiaip° O°ip) = (Y,6) 
关于 典型 自由 分 解 请 导 的 叭 一同 态 ,因而 它 必 然 等 于 Ext(7,6). 
因此 图 表 


Ext(A,B) < 二 cok pb Hom(R,B) 
| Ext(y ,6 ) |。 Hom(o& ,2 ) 
Ext(4',B") cok 6 Hom(R',B) 
”交换 .于 是 证 明 完 成 . 国 
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现在 我 们 来 证 明 Ext 函 子 更 进一步 的 性 质 ， 
定理 52.3 (a) 存在 自然 同 构 
Ext(d) 4 ,B) IIExt( A, ,B), 
Ext(A,IB, ) IExt(A , B,). 
(b) 若 A 是 自由 的 , 则 Ext(A,B)=0. 
(c) 给 定 B, 则 有 一 个 正 合 序 列 


0 < Ext(Z/m,B)< B<—B < Hom(Z/m,B)<0 

证 明 在 证 明 中 我 们 将 用 到 下 列 事实 :(1) 正 合 序列 的 直 和 
与 直 积 都 是 正 合 的 ; (2) 自由 Abel 群 的 直 和 (而 不 是 直 积 ) 也 是 
Abel 群 . 

(a) 令 0 一 RR. 一 下 一 4 一 0 是 A, 的 自由 分 解 ,那么 0-> 中 DR。 
一 中 FF. 一 中 4 一 0 是 中 A, 的 自由 分 解 .由 定理 52.1, 两 个 序列 
0 <— Ext(A, ,B) <— Hom(R,,B) < Hom(F,,B) < Hom(A, ,B) 0, 

0 <— Ext(® A, ,B)} <— Hom(Q) R., ,B) 
<- Hom(D F,,B) Hom A,,B)}—0 

都 是 正 合 的 .第 一 种 类 型 的 序列 的 直 积 给 出 一 个 序列 ,以 其 右边 三 
项 它 与 第 二 个 序列 同 构 . 因 此 它们 的 左边 项 之 间 也 有 一 个 同 构 .由 
一 般 性 论证 ,事实 上 同 构 Ext( 中 4 ,B) 一 IIExt(A,,B) 是 自然 的 . 

类 似 地 ,如果 0->R-F-~4-0 是 A 的 自由 分 解 ,那么 序列 
0 <— Ext(A,B,) <— Hom(R,B,)<- Hom(F,B,)<- Hom(A,B,)<-0, 

0 <— Ext(A,IIB,) <— Hom(R ,1B,) <— Hom(F,IB.,) 
< Hom(A,HB,) <—0, 

都 是 正 合 的 .由 于 第 一 型 序列 的 直 积 与 第 二 个 序列 在 右面 的 三 项 
是 一 致 的 (所 论 的 同 构 是 目 然 的 ) ,所 以 它们 的 左边 的 群 也 一 致 .而 
且 同 构 也 是 自然 的 . 

为 了 验证 (c) ,我 们 从 自由 分 解 

0 一 Z 一 Z 一 Zi 一 0 
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开始 .利用 定理 52.1 ,我 们 得 到 正 合 序列 
0 <— Ext(Z/m,B) < Hom(Z,B) <— Hom(Z,B) 
<— Hom(Z/m ,B) <—0, 
由 此 骂 可 得 出 (c). [ 
这 个 定理 使 我 们 能 够 在 A 是 有 限 生 成 时 计算 Ext(A,B). 因 
为 Ext 与 有 限 直 和 交换 ,而 且 我 们 有 下 列 规则 
Ext(Z,G) = 0， Ext(Z/m,G) EG/mG. 


习 题 


1. 证 明 如 果 B 是 可 除 的 ,那么 Ext(A,B)=0. 
2. 假设 
4 =2Z 四 Z2 申 ZN4 四 Z6， 了 日 = Z 四 Z 由 Z9 由 刀 位 

计算 Hom(A,B) 和 Ext(A,B). 

3. 令 S 表示 加 群 R/Z. 它 同 构 于 具有 单位 模 的 复数 的 乘法 群 ,并 且 常 
常 被 称 为 圆周 群 . 

(a) 如 果 A 是 有 限 生成 的 ,假设 G= 5S' ,试用 A 的 Betti 数 和 挠 系数 计 
算出 Hom(A,G) 和 Ext(A,G). 

(b) 在 G=Q 的 情况 下 , 重 作 (a). 

4. 如 果 我 们 用 一 个 群 G( 从 左边 或 从 右边 })“Hom "一 个 短 正 合 序列 ,所 
得 到 的 序列 可 能 不 再 是 正 合 的 .Ext 函 子 在 某 种 意义 上 度量 了 使 正 合 性 失效 
的 扩张 程度 .我 们 有 下 列 定理 : 

定理 ”看 在 这 样 的 函 子 , 它 对 Abel 群 的 每 个 短 正 合 序 列 

0 一 4 一 BC 一 0 
和 每 一 个 Abel 群 G, 均 指派 两 个 正 合 序列 : 
0< Ext(A,G) < Ext(B,G) < Ext(C,G) 一 
Hom(A,G) < Hom(B,G) < Hom(C,G0G) 一 0， 
0— Hom(G,A})— Hom(G,B)— Hom(G,C) — 
Ext(G,A) — Ext(G,B)— Ext(G,C)—0 

证 明 (a) 为 得 到 第 二 个 序列 , 令 0>R 一 F->G->0 是 G 的 一 个 自由 分 

解 , 并 把 蛇 形 引 理 应 用 于 下 列 图 表 ， 
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0 一 ”~ Hom( 4) 一 ~” Hom(F,B8) 一 ”~” Hom( PC) 一 ”10 


| | 


0 —> Hom(R,A) 一 ”~ Hom(R,B8) 一 Honm(R.,O0 一 0. 


(b) 给 定 一 个 Abel 群 G ,证 明 存 在 一 个 正 合 序列 
0 一 G 一 已 一 天 -0 

其 中 五 和 天 是 可 除 的 .有 时 我 们 把 这 样 一 个 正 合 序列 称 为 G 的 一 个 内 射 分 
解 .[ 提 示 : 只 要 求 出 日 就 行 了 ,因为 可 除 群 的 商 是 可 除 的 .写成 G= FIR, 其 
中 下 是 自由 的 ,而 且 构 造 一 个 从 下 到 昌 的 拷贝 的 一 个 直 和 的 同 态 .] 

(c) 证 明 有 这 样 一 个 函 子 , 它 对 G 的 每 个 内 射 分 解 0-*G—H 一 KK 一 0 
和 每 一 个 Abel 群 A ,指派 一 个 正 合 序列 

0— Hom(A,G)— Hom(A,H)})— Hom(A,K)— Ext(A,G)}— 0. 

(d) 利用 蛇 形 引 理 导出 本 定理 的 第 一 个 序列 . 


S3 上 同调 的 万 有 系数 定理 


现在 我 们 来 说 明 一 个 空间 的 同调 群 怎样 决定 上 同调 群 ,答案 
被 表示 成 一 个 短 正 合 序列 的 形式 ,其 中 包括 群 下 ,本 和 五 ,还 
包括 Hom 图 子 和 Ext 图 子 . 

我 们 已 经 知道 ,如果 名 是 一 个 自由 链 复 形 ,那么 就 有 一 个 目 
然 的 正 合 序列 


0 < Hom( H,(%),G) <— HH?(%;G) < kerk <0. 
(参看 引 理 45.7). 现在 我 们 确定 kerx ,并且 证 明 它 只 依赖 于 群 
HH,_1( 扣 和 群 G. 

定理 53.1( 上 同调 的 万 有 系数 定理 ) 令 名 是 一 个 自由 链 复 
形 ; 令 G 是 一 个 Abel 群 .那么 就 有 一 个 正 合 序列 
0 < Hom(H,(®),G)— HH(%;G) < Ext(H,.(%),G) <—0, 


它 关于 由 链 映射 诱导 的 同 态 是 自然 的 ; 它 分 裂 , 但 不 自然 分 聚 . 
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证 明 第 一 步 令 C,、2Z,,B, 分别 表示 多 的 p 维 链 群 .p 维 

闭 链 群 和 pp 维 边 缘 链 群 . 考 虚 正 合 序 列 
1 eR 

它 分 歼 是 因为 B,_1 是 自由 的 .定义 一 个 链 复 形 之 如 下 : 令 它 的 p 
维 闭 链 群 是 Z, 并 且 令 其 边缘 算 子 是 3 的 限制 .那么 多 中 的 所 有 边 
缘 算 子 为 零 .类 似 地 定义 一 个 链 复 形 9, 使 得 D, = B,-, 且 它 的 边 
缘 算 子 是 2 的 限制 , 则 9 中 的 所 有 边 绿 算 子 为 零 . 

于 是 我 们 有 链 复 形 的 一 个 (分 裂 的 ) 短 正 合 序列 


1 

由 和 定义 , 肌 映 i 是 一 个 链 映 射 ,而 且 映 射 5, 平凡 地 就 是 一 个 链 映 
射 (因为 aa=0). 

应 用 Hom 消 子 ,我 们 得 到 一 个 上 链 复 形 的 短 正 侣 序列 并 且 由 
此 得 到 一 个 长 正 合 上 同调 序列 ,我 们 考 虚 其 中 的 五 项 ， 
(x) HI(Q9;G)<AE HL GH (Yb; GH (9;G) 
< 二 FL G)， 
为 了 避免 混淆 ,我 们 用 8 代替 6” 表示 之 字形 同 态 . 

第 二 步 ” 现 在 来 确定 这 个 序列 的 五 项 和 同 态 8. 由 于 链 复 形 
乡 有 平凡 的 边缘 算 子 ,因而 相应 的 上 链 复 形 也 具有 平凡 的 上 边 绿 
算 子 .因此 群 (2; G) 等 于 上 链 群 Hom( D,+i ; G ) = Hom( b,,， 
G). 同 理 , 昌 (3 G) = Hom( 2,,， G ). 

因而 8 就 是 映射 

Hom(B,,G) < Hom(2,,G). 

我 们 证 明 它 恰好 是 包含 映射 j, : B, 一 Z, 的 对 偶 上 映射 7 . 

我 们 通过 从 左 到 右 地 追踪 图 表 
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HomfCo ,GO Hom(B,, ©) 
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Hom(Z,, ©) Homt{Cp,, ©) 


就 可 得 出 之 字形 同 态 8 如 下 : 令 了 是 Homt(2,,G) 的 一 个 元 . 请 广 
意 到 ,因为 在 之 中 所 有 边缘 算 子 为 零 , 所 以 68f =0. 通 过 i 把 f 拉 
回 到 Hom( C，， G) 的 一 个 元 g.( 即 把 f 扩 张 成 同 态 g:C, 一 G. ) 构 


成 3g 并 且 通 过 5。 把 它 拉 回 到 Hom( B, , G) 的 一 个 元 .我 们 证 明 
j,( 了 有 ) 是 6g 的 这 样 一 个 拉 回 , 即 我 们 要 证 明 90j, (了 f) = 5g. 那 么 我 
们 的 结果 即 可 得 证 . 
由 计算 得 
(bg ,cp 和 = (gCp+117 Cf 
最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 9c,; | 在 vs 中 .类 似 地 ， 
ot dy CFT) = 和 
第 三 步 ”现在 我 们 来 证 明定 理 .五 项 正 合 序列 ( x* ) 产 生出 一 
个 短 正 合 序列 
(x %) 0<—kerj,<—H? (@; G)<—cokj,_1<0. 
我 们 只 需 确定 映射 
Hom( B,,G) 和 Hom(2,,G) 
的 核 和 上 核 .由 于 序列 
0 B, >Z, —>H,(€)—0 
是 日,( 人 名 的 一 个 和 目 由 分 解 .因此 序列 
Ci Gna(B,. GCG) H(t2,.G) 
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<——Hom(H,(%),G)<0 
是 正 合 的 .于 是 ) 的 核 与 上 核 是 明显 的 .因而 定理 中 正 合 序列 的 
存在 性 得 以 证 实 . 

第 四 步 ” 我 们 验证 序列 的 自然 性 , 令 Y%: 窜 >% 是 一 个 链 上 映射 ， 
令 C',,Z',,B', 分 别 表示 的 链 、 闭 链 和 边缘 链 . 链 上 映射 


0 一 一 ~ Z，- 一 一 C5,—> 有 一 -0 


定义 短 正 合 序 列 的 一 个 同 态 ,至 于 $ 与 i 交换 是 因为 i 是 包 
合 映 射 ,$ 与 9 交换 是 因为 风 是 一 个 链 映 射 . 由 此 可 知 ,$ 诱导 从 
% 的 相应 序列 到 五 项 正 合 序列 ( * ) 的 一 个 同 态 ,因此 又 诱导 从 史 
的 相应 序列 到 短 正 合 序 列 (* * ) 的 一 个 同 态 . 唯一 剩 下 需要 说 明 
的 是 正 合 序列 (* * * ) 关 于 由 链 映 射 诱导 的 同 态 是 自然 的 .因而 
kerj。 和 cokj，, 跟 适当 的 Hom 群 和 Ext 群 的 同 构 也 是 自然 的 . 

第 五 步 ” 为 了 完成 证 明 ,我 们 来 说 明 所 论 正 合 序列 的 同 态 

Hom(H,(@) ,0G) < HP (G:C) 

等 于 Kronecker 上 映射 <. 那么 该 序列 的 分 裂 就 是 引 理 45.7 的 推论 . 

所 论 正 合 序列 的 同 态 等 于 下 列 图 表 中 的 复合 上 映射 (x ) '。i”: 


Hom(2,,G) > ker; Hr?(G ,GO) 
| A 
Hom(H,(27); 0) 


其 中 , 是 包含 映射 j,: B, 一 2Z, 的 对 侦 映 射 ,i' 是 由 包含 映 
射 i:2Z, 一 C, 诱导 的 ,x 是 射影 x:2Z, 一 HH, (外 的 对 侦 上 映射 .我 们 需 
要 证 明 图 表 是 交换 的 . 
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令 |xz| 是 于 (人 G) 的 一 个 元 ,我 们 证 明 
Ttc( zt ) = i ({27}) = i(2?), 
那么 证 明 就 完成 了 . 令 z, EZ, ,我们 计算 出 
[we {zr 1) (2,)= Lee] ze)) = (| }, {2,}) 
人 
系 53.2 令 (X,A) 是 一 个 拓扑 偶 . 则 有 一 个 正 合 序列 
0 < Hom(H,(X,A),.G) = HP(X,A;G) 
a Batti (XAY GY 0 
它 关 于 由 连续 映射 请 于 的 同 态 是 自然 的 ; 它 分 懈 , 但 不 自然 分 如 . 
[| 
系 53.3 令 人 名 和 名 是 自由 链 复 形 , 令 8: 如 > 名 是 一 个 链 映 
射 . 如 果 $ :五 (的 一 玫 (9) 对 于 守 = 广 和 i= 访 -1 工 是 同 构 ,那么 


PP(G;G) 二- 下 (9;G) 
就 是 同 构 . 
证 明 ”利用 万 有 系数 序列 的 日 然 性 和 五 项 引 理 . 中 
这 个 系 定理 为 定理 45.5 提供 了 另外 一 种 可 供 选 择 的 证 明 . 实 
际 上 , 它 证 明了 比 该 年 理 中 所 氢 述 的 更 多 的 东西 ,因为 我 们 不 必 假 
定 $, 在 所 有 的 维 数 下 都 是 同 构 . 


市 域 系 数 的 万 有 系数 定理 


常用 的 还 有 万 有 系数 定理 的 另 一 种 形式 . 它 所 考虑 的 是 系数 
群 是 一 个 域 的 情况 .如 果 同 调和 上 同调 都 采用 域 下 中 的 系数 ， 
那么 它 就 将 上 同调 与 同调 联系 起 来 . 

我 们 已 经 知道 ,如 果 名 是 链 复 形 县 下 是 一 个 域 ,那么 

Hom(C,,F) 和 Co 下 
都 以 一 种 自然 的 方式 具有 下 上 向 量 空间 的 结构 .给 定 a€ 下 ,c? E€ 
Hom( C, ,FEF) ,cs E C, ,我 们 定义 
400 a 


Dt 
alc, CB) = c, © (08). 
(参看 348 和 $351 的 习题 .)9 和 3 都 是 向 量 空间 的 同 态 (线性 变 
换 ) ,因而 
Hr(€;F) 和 H,(E;F) 
也 具有 下 上 问 量 空间 的 结构 .我 们 证 明 它 们 作为 回 量 空间 实际 上 
是 对 偶 的 . 

我 们 回想 到 ,如 果 A 和 B 都 是 上 的 向 量 空间 ,那么 Homr 
(A,B) 也 是 下 上 的 向 量 空 间 , 它 是 A 到 B 的 线性 变换 的 集合 .如 
果 f:A 一 A 和 g:BB' 都 是 线性 变换 ,那么 Hom(f,g) 也 是 一 
个 线性 变换 . (参看 $41 的 习题 , ) 我 们 要 想 在 这 种 背景 之 下 证 明 
上 间 调 的 万 有 系数 定理 .我 们 所 面临 的 困难 是 对 于 上 链 空 间 的 标 
题 有 几 种 可 能 的 选择 , 即 

Hom( C,,F),Hom(C, CO F,F),Homs(C, Cg F,F). 
由 定义 ,其 中 第 一 个 给 出 名 的 带 下 中 系数 的 上 同调 (%; 下 ). 我 
们 将 证 明 第 三 个 也 同样 如 此 . 

引 理 53.4 令 扣 是 一 个 链 复 形 , 令 

w:Hom(C,,F)— Hom:(C, © FF,F) 
是 由 等 式 
‘wlf),c, La) = (fcp)* a 

定义 的 ,其 中 fEHom(C,,F),c,EC,,aEF. 那 么 w 是 向 量 空 
间 的 同 构 ,而 且 它 与 6 交换. 

证 了 明 ”严格 说 来 ,我 们 能 用 上 面 的 公式 把 w( 了 有 定义 为 箔 卡 
儿 乘 积 C, x 下 上 的 一 个 函数 ,并 注意 到 它 是 双 线 性 的 .为 了 验证 
w( 了 有) 是 一 个 线性 变换 ,我 们 计算 得 
‘wl,a(e, OB)= wf) ,cs opB) = (f, co? * (op) 

= ag" (pc BB)= a: Cw(f),c, 6B). 
映射 w 是 单 射 . 设 of( 门 是 零 线 性 变换 ,那么 特别 地 ,对 所 有 
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ee Be 
(Wl 0 
这 职 蔓 涵 大 f 是 等 同 态 . 
映射 w 是 满 射 . 令 :下 >F 是 一 个 线性 变换 .让 我 们 用 等 式 
f(cs)=$(c,091) 定 义 f:C, 一 下 .由 此 可 知 ,f 是 Abel 群 的 同 态 ， 
因为 f(0)=0 而 且 
flcs t+ dy)= $l(cs + ds,) RO1) = $c, Ol+d,Q1) 
A 
此 外 ,w( 了) = 名 ,因为 
(wlf) ,cs Oa)= fc) a= a plc, OY), 
ple, Oa)= pla (cs, HOD) = a $c, 1). 
最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 $ 不仅 是 Abel 群 的 同 态 ,而 且 是 一 个 线 
性 变换 ， 
映射 w 与 人 交换 .我 们 计算 得 
(Bu(f) ,co Ba)= hw(f) ,00 is)(cn a)) 
= 《f,9cor? "a = (6f,cpu) “a 
= (w(6f) ,cor Co ac) 口 
定理 53.5 令 8 是 一 个 自由 链 复 形 ; 令 下 是 一 个 域 .那么 就 
有 一 个 自然 的 向 量 空 间 同 板 
Homr (H, (6; FPF),F) < 下 (全 下) 
证 明 我 们 仿效 万 有 系数 定理 的 证 明 . 首 先 我 们 注意 到 ,如 果 
0 一 上 A 一 有 一 CC 一 0 
是 由 下 上 的 向 量 空间 和 线性 变换 组 成 的 短 正 合 序列 ,那么 对 于 下 
十 的 任何 向 量 空 间 帮 来 说 ,对 偶 序 列 
0<— Home(A,V) < Homr(B,V) < Homr(C,V)<—0 
是 正 合 的 ,其 证 明 是 容易 的 ,因为 任何 问 量 空间 都 有 基 , 所 以 第 一 
个 序列 分 裂 . 
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令 8 表示 链 复 形 OF. 那么 ,= C,OF 是 下 上 的 向 量 空 
间 . 令 B 和 2Z, 分 别 表 示 链 复 形 & 的 边缘 链 和 闭 链 ,它们 也 是 下 
上 的 问 量 空间 .考虑 向 量 空间 的 短 正 合 序列 
A 
它 产生 出 对 偶 序 列 
0 <— Homs (2Z,,F) <— Homr(E,,F) <- Hom:(B, 1,F)<—0. 
我 们 像 以 前 一 样 应 用 之 字形 引 理 .由 上 面 的 引 理 ,中 间 的 上 链 复 形 
同 构 于 上 链 复 形 Hom( C, ,FE). 因 此 ,用 跟 以 前 同样 的 论证 ,我 们 
可 得 出 正 合 序列 
0 < 一 ker <— H? (€;F) <- cokj,1 一 0， 
其 中 j,:B, 一 2Z, 是 包含 上 映射. 
现在 我 采取 不 同方 法 证 明 . 考 虑 正 合 序列 
0—> B, —>2Z,— H,(6) -0. 
因为 它 是 由 向 量 空间 和 线性 变换 构成 的 序列 ,所 以 其 对 偶 序 列 是 
正 合 的 : 
0 < Homs (B,, F) < Homs (2,,F) <- Hom; (H,(8),F) «<0. 
因此 ,cok;, =0 且 : 
ker;, = Homs:(H,(%; F),F). 


于 是 定理 得 证 . 口 
系 53.6 洪 ( 半 ,A) 是 一 个 拓 半 侦 , 那 么 就 有 向 量 空间 的 一 个 

自然 同 构 
Homr(H,(X,A:;F),F)<— HI(X,A;F) [| 


这 个 定理 说 明 , 如 果 下 是 一 个 域 ,那么 向 量 空间 乒 (X,A; 玉 ) 能 
以 一 种 自然 的 方式 等 同 于 向 量 空间 五 ,(X,A3; 开 ) 的 对 锡 问 量 空 
间 . 在 BCX,A;E) 的 维 数 是 有 限 的 情况 下 ,这 意味 着 F(X,A;F) 
和 也 (X,AE) 作 为 问 量 空间 是 同 构 的 (虽然 不 是 自然 地 同 构 )， 
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在 微分 几何 中 ,通常 是 处 理 紧 流 形 而 且 是 用 实数 域 作为 系数 . 
因为 在 这 种 情况 下 ,同调 向 量 空间 和 上 同调 问 量 空间 是 对 偶 的 ,所 
以 微分 几何 学 家 有 时 就 像 它 们 是 同一 个 研究 对 象 一 般 来 对 等同 调 
和 上 同调 .不 用 说 ,这 有 可 能 导致 混乱 . 


习 题 


1. 令 旬 是 一 个 自由 链 复 形 , 证 明 若 日 ,1 (名 是 自由 的 ,或 者 C 是 可 除 
的 ,那么 Kronecker 映射 < 是 一 个 同 构 . 
2. 用 万 有 系数 定理 分 别 计算 丁 #T, 瑚 半 户 间 户 ,PY 和 上 初 笨 伯 幅 的 
带 一 般 系数 G 的 上 同调 . 
3. 假定 H. (XX) 对 所 有 i 都 是 有 限 生成 的 . 
(a) 用 鲜 的 Betti 数 和 挠 系数 计算 HY (X; G), 并 与 和 2 的 习题 5 作 比 
较 . | 
” .， (b) 在 G 是 图 周 群 5 =R/Z 时 , 重 作 (a). 
(c) 当 G=Q 时 重 作 (a). 
4. 同 态 a:G-*G 能 产生 两 个 同 态 
xy :H,(€;G) ~ H.(€;G'), 
a :H(€;G) ~— H(€:G’). 
将 它们 称 为 系数 回 态 .证 明 :; 上 同调 的 万 有 系数 序列 关于 系数 人 同 态 是 自然 的 . 
5. 令 (K,Ko) 是 一 个 n 维 相对 伪 流 形 , (参看 $ 43 的 习题 ,) 设 KK 是 有 
限 的 .证 明 如 果 (K, Ko) 是 可 定向 的 ,那么 五 (KE ,Ko) 的 挠 子 群 为 零 ,否则 
它 是 2 阶 群 . 
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与 明子 Hom 相伴 并 且 是 从 它 导 出 的 另 一 个 函 子 称 为 Ext. 两 
者 都 包含 在 上 同调 的 万 有 系数 定理 的 叙述 之 中 .类 伏地 ,与 张 量 积 
图 子 相 伴 并 从 它 导 出 的 是 另 一 个 图 子 ,我 们 称 之 为 挠 积 .这 两 个 银 
子 都 包括 在 同调 的 万 有 系数 定理 的 叙述 中 . 挠 积 的 构造 是 那样 地 
类 似 于 Ext 函 子 的 结构 ,以 至 于 我 们 可 以 略 去 其 若干 纲 节 ， 
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挠 积 是 这 样 一 个 函 子 , 它 对 Abel 群 的 序 偶 4,B, 指 派 一 个 
Abel 群 A *B, 并 且 对 同 态 的 序 偶 7Y: A 一 A “和 5;B8 一 B 指派 一 
个 同 态 

yxO:Ax*xB—-A xB. 
像 张 量 积 一 样 , 它 关 于 两 个 变量 都 是 共 变 的 . 

我 们 把 挠 积 的 关键 性 质 表 述 为 下 列 和 定理, 其 证 明 将 在 后 面 给 
出 . 

定理 54.1 存在 这 祥 一 个 函 教 , 它 对 Abel 群 4 的 每 个 自由 
分 解 

0 一 一 下 一 A 一 0 
以 及 对 每 一 个 Abel 群 妃 , 均 指派 一 个 正 合 序列 
0—~AxB—= ROB— FCOB—AB—0. 
并 且 这 个 函数 按 下 述 意 义 是 自然 的 ;A 的 自由 分 解 到 A 的 自由 分 
解 的 一 个 同 态 和 B 到 B 的 一 个 同 态 诱导 相应 正 合 序列 的 一 个 同 
首先 ,我 们 来 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 54.2 给 定 自 由 分 解 的 同 态 


9 


J 


， 16 本 | 


0 一 ~ R 一 ~ 疡 一 ~ 4 一 0 


和 同 态 SG:B->B ,那么 存在 唯一 的 一 个 同 态 e 使 得 下 列 图 表 交 换 ; 


Ci i 
Oe ed Rp 


|s | 4 EE 6 | 7 的 5 
0 — ker(f'®ip) — > RQB' HerGp LEBp' > 0 
这 个 同 态 不 依赖 于 a 和 8B 的 选取 . 


"A 


证 明 ”的 的 函 子 性 质 说 明 上 面 的 图 表 中 右边 的 两 个 方块 是 交 
换 的 .因此 ,aco8 诱 导 核 的 同 态 se， 
对 于 不 依赖 于 a 和 8B 的 选择 的 证 明 可 以 像 在 引 理 S2.2 的 
证 明 中 那样 进行 . 令 {a ,8 ,Yi 是 另 一 种 选取 ,我 们 把 | a, 8,Y1} 和 
[ae ,8 ,7 看 作 从 一 个 链 复 形 x%f 到 男 一 个 链 复 形 % 的 链 映 射 . 它 
们 之 间 有 一 个 链 同 伦 D ,于 是 DE96 就 是 9B 到 x 0B 的 相应 
链 映 射 之 间 的 链 同 伦 .因而 它们 诱导 同一 个 同 态 
Ee: HA ,B) Ha 1 B') 


ker(¢ @ is) ker(@'® ip’). 画 
我 们 把 同 态 s 称 作 是 由 > 和 8 诱导 的 关于 所 述 自 由 分 解 的 


正如 在 $ 52 中 那样 ,我 们 可 以 看 出 是 函 子 性 地 依赖 于 7y 和 
.也 就 是 说 ,由 (7,6G) 和 (> ,6 ) 诱 导 的 同 态 的 复合 是 由 (7y"7 ， 
8.86) 诱导 的 同 态 .而 且 由 (is ,z) 诱 导 的 同 态 是 一 个 同 构 ， 

定义 ”给 定 A, 令 
0 R(A)—~F(A) ~ A—0 
是 A 的 典型 自由 分 解 .我 们 把 群 ker($869is ) 记 为 A x* 8B, 并 称 之 
为 A 和 B 的 挠 积 .如 果 Y: A 一 A “和 65:;B 一 B 是 同 态 ,那么 我 们 
把 7 扩张 成 典型 自由 分 解 的 一 个 同 态 ,并 且 定 义 
yx*xO:Ax*xB->A’*B’ 
是 由 y 和 8 诱导 的 关于 这 些 自由 分 解 的 同 态 . 
上 面 的 说 法 表明 抄 积 是 一 个 双 变 量 的 函 子 ,而 且 关 于 两 个 变 
量 都 是 共 变 的 . 
定理 54.1 的 证 明 现 在 就 变 得 简单 了 .给 定 任何 自由 分 解 


1 
上 面 的 评述 说 明 (i , io ) 诱 导 ker( $69io) 到 A x B 的 一 个 同 构 . 
M0 者 


因而 定理 中 所 说 的 正 合 序 列 存 在 .自然 性 可 以 像 在 定理 52.1 的 证 
明 中 那样 加 以 证 明 . 

一 个 为 乒 积 所 具有 而 不 为 Ext 所 具有 的 性 质 是 交换 性 .我 们 
现在 就 着 手 证 明 它 .首先 我 们 需要 一 个 引 理 . 

引 理 54.3 ”存在 这 样 一 个 函数 , 它 对 每 一 个 Abel 群 的 正 合 
序列 

0->-A—>B—C—0 

和 每 一 个 Abel 群 站, 均 指派 一 个 正 合 序列 
ODxA—>DxB—>DxC—>DOA—~DOB—DOC—0. 
这 个 通 数 关于 短 正 合 序 列 的 同 态 和 Abel 群 前 同 坊 是 自然 的 . 

证 明 ”这 个 结果 类 似 于 $§ 52 习题 4 中 所 述 的 定理 . 令 

1 本 全 
是 DD 的 一 个 自由 分 解 .因为 R 和 玉 是 自由 的 ,所 以 在 下 列 图 表 中 
就 有 水 平方 向 的 正 合 性 
0— ROA — ROB ——> ROC 一 一 0 
|¢@i | pO ip | $8ic 
0—— F@A4 一 F@B F®@C 一 ~ 0. 
(参看 图 50.7. ) 把 这 个 图 表 看 作 链 复 形 的 短 正 合 序列 ,应 用 之 字 
形 引 理 就 得 到 同调 中 的 一 个 正 合 序 列 , 它 具有 下 列 形式 
0 — ker($ 0 74)— ker($ 0 i) — ker($ 0 ic)— 
cok($ 00 24) 一 cok($ C018) — cok($ 00 ic)— 0. 
(这 个 结果 称 为 “ 蛇 形 引 理 ” ,参看 3 24 的 习题 2. ) 定 理 54.1 使 我 
们 能 够 确定 这 些 项 ， 
ker( $i) DxA, cok($ ODOA. 

对 于 B 和 和 C 也 有 类 似 的 结果 成 立 . 

之 字形 引 理 的 自然 性 和 定理 54.1 中 的 序列 的 自然 性 为 我 们 
给 出 了 这 个 正 合 序列 的 自然 性 . 口 
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定理 54.4 (a) 存在 一 个 自然 同 构 
Ax*xB 守 BxA. 
(b) 存在 下 列 自然 同 构 
(中 4。) * B SO (A, * BB), 
A*(t B,) SO (A* B,). 
(c) 若 有 A 或 B 是 无 挠 的 , 则 A x*B=0. 
(d) 给 定 BB, 则 有 一 个 正 会 序列 


0—> (Zim)*x*B->B—>B-—>(Zm)®B-—0. 

证 明 首先 注意 到 , 若 B 是 无 挠 的 ,那么 由 系 50.7 可 知 , 当 
我 们 把 A 的 自由 分 解 用 B 作 张 量 积 时 , 正 合 性 能 够 保持 .由 此 可 
,Ax*B=0. 

(a) 将 上 面 的 引 理 应 用 于 A 的 自由 分 解 0->R 一 F 一 A 一 0， 
我 们 就 得 到 一 个 六 项 的 正 合 序列 .因为 R 和 F 是 无 挠 的 ,所 以 前 
面 的 项 

0—~BxR->B*F 

为 零 , 剩 下 的 是 正 合 序 列 

0 BxA—>BOR—BOF->BHA—(0. 
按 其 最 后 三 项 ,这 个 序列 自然 同 构 于 定理 54.1 中 的 序列 

0—>AxB—>RO@B—>FOB—»AWB—0. 
因此 ,前 面 的 项 也 是 同 构 的 .自然 性 是 直接 的 . 

(b) 令 
0—> R,—F,— A,.—(0 
是 A。 的 一 个 目 由 分 解 .那么 
0 一 由 玉 . 一 中 所 一 由 4. 一 0 

就 是 中 4, 的 一 个 自由 分 解 .把 第 一 个 序列 先 用 B 作 张 量 积 ,然后 
再 求 和 ,以 及 把 第 二 个 序列 用 B 作 张 量 积 , 那 么 我 们 就 得 到 两 个 
序列 


* 0 


0 一 由 (A 日) 一 由 (CR B) 一 中 (PR WB)— 
OD (A, © B)— 0, 
0-—> (DAD)*B—>(H RVWB—=> (DF)WB— 
(DA)OB—0. 
因为 这 两 个 序列 的 最 后 三 项 是 自然 同 构 的 ,所 以 它们 的 第 一 项 也 
同 构 . 目 然 性 是 直接 的 .这 就 证 明了 (b) 款 的 第 一 个 同 构 . 第 二 个 同 
构 可 从 交换 性 得 出 . 
(c) 这 可 从 本 证 明 开 头 所 作 的 评述 和 交换 性 得 出 ， 
(d) 我 们 从 目 由 分 解 
0—>Z—»>Z— Zim—0 
开始 .用 B 作 张 量 积 , 则 得 到 序列 


nm Cs 
0O>ZimxB—>72®B———ZZHB 7mB—0. 


(d) 中 的 序列 由 此 得 出 . 图 

评注 ”我 们 仅 对 Abel 群 研究 了 Ext 函 子 和 挠 积 函 子 , 它 们 分 
别 是 从 孙子 Hom 和 函 子 的 “导出 ”的 .如果 我 们 是 处 理 环 R 上 的 
模 ,那么 正如 已 指出 的 那样 ,我们 就 得 到 孙子 Homr 和 Qs .于 是 
就 产生 这 样 一 个 问题 :我 们 对 模 也 能 引入 Ext 和 挠 积 吗 ?9 对 这 个 
问题 的 回答 基本 上 就 构成 了 同调 代数 这 个 学 科 的 内 容 . (参看 文献 
| MacL |].)} 

很 像 在 Abel 群 的 情形 中 那样 ,我 们 从 自由 R 模 的 概念 开始 . 
然后 ,给 定 一 个 R 模 A , 令 Fo 表示 由 A 的 元 素 生 成 的 自由 模 . 那 
么 就 有 一 个 自然 的 满 态 射 %: FJ 一 4. 可 是 在 一 般 环 R 的 情形 , 自 
由 模 的 子 柳 未 必 是 自由 的 . 因而 也 就 无 需 任何 短 正 合 序 列 0 一 
RF>A 一 0, 其 中 R 和 下 是 自由 的 .然而 我 们 可 以 令 F, 表示 
由 ker$ 的 元 素 生 成 的 自由 R 模 并 得 到 一 -个 正 合 序列 FF 一 Fo 一 A 
一 0, 其 中 FF 和 Fo。 是 自由 的 .类 似 地 继续 下 去 ,我 们 就 可 得 到 一 
个 正 合 序列 
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ee Ee 
”其 中 每 个 下 , 都 是 自由 的 .我 们 把 这 样 一 个 序列 称 为 RR 模 A 的 自 
由 分 解 .应 用 孙子 Homa ,我 们 得 到 一 个 序列 


本 i Home (F,G) a Hom»p (Fo,G) <— Homr (A,G)—— 0. 
在 右面 的 两 项 处 , 正 合 性 成 立 . 对 于 n 宇 1, 我 们 定义 
Extg(A,G) = kerg jimng 

因而 我 们 能 得 到 Ext 群 的 整个 序列 ! 当然 如 果 R=Z, 那 么 Ext 
对 于 nn 之 1 为 零 ,而 对 于 n=1 等 于 Ext. 

利用 的 ,一 种 类 似 的 构造 法 将 为 我 们 给 出 群 Tors (A,G) 的 
一 个 序列 .我 们 已 经 证 明 的 关于 Ext 和 找 积 的 许多 定理 都 能 推广 
到 关于 这 些 新 群 的 叙述 . 而 且 无 论 对 于 拓扑 学 还 是 代数 学 者 有 大 
量 的 富有 成 果 的 应 用 . 

本 节 的 定理 使 我 们 能 够 在 群 为 有 限 生 成 时 来 计 算 张 量 积 和 挖 
积 .除了 对 于 Hom 和 Ext 的 那些 规则 外 ,我 们 再 把 这 些 乘积 的 规 
则 总 结 如 下 : 
ZGG ZxG=0 
Hom(Z,G) 宇 G Ext(Z,G)=0 
Z/mWGSG/mG Z/m * Gker(G 一 >G) 
Hom(Z/m,G)ker(G 一 "G) Ext(Zm,G)EG/mG 
特别 是 ,这 些 规则 又 蕴涵 着 下 列 的 规则 ,其 中 4 = gcd(m,n). 
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1. 如 果 
A=ZODW20H4DD6,B = 了 由 Z 中 Ni9 DH, 

计算 AGOB 和 A xB. 

2. 令 A 是 有 限 生成 的 . 

(a) 车 S! 是 圆周 群 ,试用 A 的 Betti 数 和 挠 系数 计算 AS 和 有 Ax 
S'. 

(b) 以 昌 代 灶 S ,重复 (a). 

3. 设 %: 4 一 电 是 一 个 同 态 .证 明 


Pp # 


Ax*C BxC 

是 一 个 同 态 . 据 证 着 A'C 忌 A ,BCB, 那 么 A * B 能 够 自然 地 看 成 A*B 的 
一 个 子 群 . 

4. 令 TT 和 Ts 分 别 是 A 和 B 的 挠 子 群 .利用 引 理 44.3 证 明 包 含 映射 
诱导 一 个 同 构 

A*x Te—A*B. 

推断 A * B 宇 TT * Ts. 

5. 证 明 A x B 一般 是 一 个 拨 群 . [提示 :考虑 序列 0->A * To 一 RT 
”FOTIAOTs 0.] 


355 ” 同 再 的 万 有 系数 定理 


恰似 上 同调 群 H? (多 ;G) 的 情形 ,也 有 一 个 以 同调 群 H,(X) 
和 晶 ,_1(X) 来 表示 同调 群 日 ,(XX; GG) 的 定理 .除了 以 张 量 积 和 搁 
积分 别 代替 Hom 图 子 和 Ext 果子 并 且 箭 号 相反 之 外 ,两 个 定理 的 
叙述 是 相似 的 . 

定理 55.1( 同 调 的 万 有 系数 定理 ) 令 名 是 一 个 自由 链 复 形 ; 
令 G 是 一 个 Abel 群 ,那么 就 有 一 个 正 合 序列 

0~> H,(W HG HCG) > H,(@W*xG—0, 
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它 关 于 由 链 映射 诱导 的 同 态 是 自然 的 . 它 分 裂 , 但 不 是 自然 分 裂 . 
我 们 可 以 给 出 这 个 定理 的 一 种 直接 证 明 , 它 完全 类 似 于 上 同 
调 的 万 有 系数 定理 的 证 明 . 但 是 我 们 将 推迟 证 明 , 而 且 是 从 我 们 将 
在 § 58 证明 的 , 称 为 Kiinneth 定理 的 一 个 更 为 普遍 的 定理 来 导出 
它 . 
系 55.2 仿 (X,A) 是 一 个 拓扑 偶 , 则 有 一 个 正 合 序列 
0— H,(X,A)®G— H,(X,A;G) — H, 1(X,A)*G—0, 
它 关 于 由 连续 映射 诱导 的 同 态 是 自然 的 ; 它 分 裂 , 但 不 是 目 然 分 
犁 . 网 
系 55.3 令 吕 和 人 名 是 自由 链 复 形 ; 令 儿 ;> 名 是 一 个 链 映 
射 .如 果 $,:H.(@E) 一 H;(@) 对 于 i=p 和 i1=p-1 是 同 构 ,那么 
$,:H,(%;G) — H,(@;G) 
对 于 任意 的 G 都 是 一 个 同 构 . 
证 明 ”这 个 结果 可 以 从 万 有 系数 序列 的 自然 性 和 五 项 引 理 得 
hs 襄 ] 
这 个 系 提 供 了 定理 51.1 的 一 种 可 供 选 择 的 证 明 . 


习 题 


1. 令 允 是 一 个 自由 链 复 形 .证 明 : 若 已- (的 或 者 G 是 无 掩 的 ,那么 
H,( OGH, (¥; G0). 

2. 利用 万 有 系数 定理 计算 本 并 TT, 忆 ## 户 并 户 ,P” 和 上 裙 笨 伯 幅 的 带 

- 般 系数 G 的 同调 . 并且 与 $51 的 习题 2 相 比 较 . 

3. 根 定 日 (XX) 对 于 所 有 i 都 是 有 限 生 成 的 . 

(a) 用 X 的 Betti 数 和 挠 系数 计算 H,(X;G). 

(b) 当 G 是 圆周 群 S 时 ,重复 (a). 

(c) 当 G=Q 时 重复 (a). 

4. 令 名 是 一 个 自由 链 复 形 . 证 明 ; 如 果 已 (全 对 所 有 :都 是 有 限 生 成 
的 ,那么 

H,(B Wn) SE HC; Dn). 
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(这 个 同 构 不 是 自然 的 ,) 

5. 证 明 若 KK 是 一 个 有 限 复 形 ,那么 同调 群 H, (KK ) 是 当 pg 遍历 所 有 素 
数量 上 且 i 遍历 从 0 到 nn 的 整数 时 ,由 各 群 再 (K ;ZW ) 唯 一 决定 的 . 

6. 证 明 : 如 果 KK 是 有 限 复 形 ,那么 同调 群 昌 , (KK ) 是 由 群 日 ,(K;S") 和 
Hossi(K;S ) 唯 一 决定 的 . 

7. 证 明 : 知 工 是 环 面 ,S 是 Klein 瓶 ;日 f;T>S, 那 么 

Es : H,(T;H2) = H,(S;H2) 

是 平凡 的 . 

8. 举例 说 明 系 55,2 中 序列 的 分 裂 不 是 自然 的 . 

“9. 证 明定 理 55.1.[ 提 示 ; 令 纺 %, 急 如同 定 理 53.1 的 证 明 中 所 述 . 那 
么 就 有 一 个 正 合 序列 

> re ep CD 
证 明 8 是 由 包含 映射 j, :B, 一 Z, 诱 导 的 .1] 


“$56 其它 万 有 系数 定理 


我 们 已 经 阐述 过 两 个 万 有 系数 定理 ,它们 是 用 带 整 系数 的 同 
调 分 别 表示 带 任意 系数 的 同调 群 和 上 同调 群 .人 们 可 能 要 问 ,同调 
和 上 同调 是 否 在 某 种 意义 上 对 称 ? 即 同 样 是 这 些 群 是 否 能 用 带 整 
系数 的 上 同调 来 表示 呢 ? 事实 上 ,有 两 个 短 正 合 序列 就 是 这 样 的 . 
然而 ,它们 并 非 在 完全 一 般 的 意义 上 成 立 ,而 是 仅 当 同 调 群 H;(%) 
是 有 限 生成 时 才 成 立 . 我 们 现在 就 来 考虑 它们 . 

这 些 序列 是 通过 重新 标记 上 链 复 形 |Hom( C; ,Z) ,31 的 群 使 
之 成 为 一 个 链 复 形 ,然后 利用 我 们 已 经 考虑 过 的 万 有 系数 定理 而 
导出 的 . 与 此 相 邻 的 问题 是 , 群 Hom( C; ,Z) 一 般 不 是 自由 的 ,因而 
需要 一 些 限 制 性 的 假设 . 

定理 56.1 令 儿 是 一 个 自由 链 复 形 ; 令 G 是 一 个 Abel 群 .如 


+ 本 节 要 用 到 $ 46 的 结果 . 
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果 名 在 每 一 维 数 下 都 是 有 限 生成 的 ,那么 就 有 正 合 序 列 
0<— Hom(HT(@),G) < H,(€;G) < Ext(H’” (€),G) 0, 
0—> H(€) OG—> (EG)—> H"(@*G—0, 

它们 关于 由 链 映 射 诱导 的 同 态 是 自然 的 ;它们 分 列 , 但 不 是 自然 分 

裂 . 
证 明 第 一 步 ”由 于 C, 是 自由 的 和 有 限 生成 的 ,所 以 上 链 复 

形 {Hom(C, ,Z) ,3 是 自由 的 .我 们 定义 一 个 链 复 形 8 如 下 : 令 EE， 

二 Hom(C-,,2Z), 而 且 把 名 的 通常 上 边缘 算 子 6 取 为 8 中 的 边缘 

算 子 9E .于 是 我 们 就 得 到 万 有 系数 序列 

0<— Hom(H_,(6),G) < H'(é;G) < Ext(H._ ,1(8),G) 0, 
0— H.,(@ WG— H,(é;G)— HA(@*G -0, 

其 中 为 了 方便 ,我 们 始终 以 一 代替 p, 从 定义 立即 有 五 - (6) = 

H?(%@) .我 们 将 证 明 有 自然 同 构 


(x) H._,(8;G)H (€;G), 
(x x) H ?*(6;G)EH, (€;G). 
那么 定理 就 证 明了 . 


第 二 步 ”我 们 首先 证 明 , 如 果 A 是 自由 的 并 且 是 有 限 秩 的 ， 

那么 就 有 一 个 由 等 式 
Bl¢gg)l(a) = pla)g 
定义 的 自然 同 构 
:Hom(A,7) 0 G— Hom(A,G). 

(严格 说 来 ,我 们 是 通过 这 个 公式 把 B 定义 在 偶 (f,g) 上 .我 们 注 
意 到 ,$B(f,g) 实 际 上 是 A 到 GG 的 一 个 同 态 . 而 且 我 们 注意 到 ,G 
是 双 线 性 的 . ) 

令 a1,…,a2 是 A 的 一 个 基 ; 令 a ,…, 忆 是 Hom(A ,2Z) 的 对 
偶 基 , 它 是 由 a;(a)=6; 定 义 的 ,其 中 当 i 关 j 时 6; =0, 当 ;=7 时 
6; 三 1. Hom(A,Z)CG 是 G 的 & 个 拷贝 的 直 和 ,第 i 个 拷贝 是 由 
形 如 aeog,(gEG) ,的 所 有 元 素 组 成 的 . 群 Hom(A,G) 也 是 G 
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的 & 个 拷贝 的 直 和 ,其 中 第 i 个 拷贝 是 由 所 有 在 a (7 天 让 上 为 零 
的 同 态 组 成 的 . G 的 这 两 种 拷贝 在 更 下 是 同 构 的 ,因为 B(a,C9g) 
是 A 到 G 中 的 同 态 , 它 把 a; 映射 到 gg, 而 把 ea (7 天 动 映射 到 0. 

第 三 步 “” 为 证 明 ( * ) 式 ,我 们 间 想 到 玉 _ ,=Hom(C,,2Z) 并 且 
应 用 第 二 步 ,就 得 到 一 个 同 构 

E_, © GG 之 Hom(C,,G). 

这 个 同 构 的 自然 性 意味 着 3938&9ic 对 应 于 5. 因而 正如 所 期 望 的 那 
样 FH.,(6;G)= HH(€;G). 

第 四 步 ” 我们 证 明 , 如 果 A 是 自由 的 并 且 是 有 限 秩 的 ,那么 
有 一 个 目 然 同 构 

e:A—> Hom(Homt{ A ,7) ,2.) 
定义 为 
[el(a)l($) = $(a), 

其 中 a€ A,$EHom(A,2). 

首先 我 们 验证 e(a) 是 从 Hom(A,Z) 到 2Z 中 的 一 个 同 态 ; 然 
后 验证 e 自身 是 一 个 同 态 .为 了 证 明 e 是 一 个 同 构 , 选 取 A 的 一 
个 基 ai; ,ai 信和 Ga 是 Homn(A,Z) 的 对 偶 基 ;而且 令 > 
…,&4 是 Hom(Hom(A,Z),Z) 的 相应 的 对 偶 基 .所 涉及 到 的 所 有 
群 都 是 秩 为 的 自由 Abel 群 , 同 态 e 把 ua 映射 到 a; ,因为 对 所 
有 

0 

第 五 步 ” ”为 了 证 明 ( x* * ) 式 ,我 们 先 用 第 四 步 接着 应 用 第 二 
步 来 定义 自然 同 构 
A G— Hom(Hom(A ,72),7) OO G — Hom(Hom(A ,7),G). 
置 A = C, , 则 我 们 得 到 一 个 自然 同 构 

C, OG— Hom(Hom(C, ,7),G) = Hom(E.,,G). 


由 自然 性 ,边缘 算 子 369i。 对 应 于 上 边缘 算 子 5。 ,因而 我 们 得 到 一 
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个 自然 同 构 
H,(€;G) 之 H?(8;G), 
这 正 是 我 们 所 期 望 的 . 口 

上 述 定理 在 拓扑 学 上 并 没有 太 大 的 重要 性 . 它 所 适用 的 唯一 
令 人 感 兴趣 的 情况 是 有 限 单 纯 复 形 或 有 限 CW 复 形 的 同调 . 然 
而 , 稍 需 努力 , 便 可 得 到 一 个 更 加 广泛 得 多 的 定理 . 

定理 56.2 如 果 把 外 在 每 一 维 数 下 潮 是 有 限 生成 的 这 个 假 
设 用 名 在 低 于 茶 一 维 数 时 为 零 ,而 且 名 的 同调 在 每 一 维 数 下 都 古 
有 限 生 成 的 这 一 假设 来 代替 ,那么 上 面 的 定理 仍然 威 立 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 需要 下 列 引 理 . 

引 理 356.3 令 名 是 一 个 自由 链 复 形 使 得 日 (中 对 于 每 个 i 
都 是 有 限 生 成 的 .那么 存在 一 个 自由 链 复 形 8 , 它 在 每 一 维 数 下 
都 是 有 限 生 成 的 ,而 且 它 的 同调 同 构 于 纤 的 同调 ,如 果 包 在 低 于 
某 一 个 维 数 时 为 零 , 则 对 亦 如 此 . 

证 明 令 B, 是 日 ,(%) 的 Betti 数 , 令 &1?,… ,ty 是 它 的 挠 系 
数 , 令 UU,,V,, 玉 ,是 自由 Abel 群 ,其 中 品 , 的 秩 为 £,_; ,VV, 的 秩 为 
B,，W, 的 秩 是 &,. 令 

C’, = U, DV,®W,. 
令 9 :Cn 了 C5, 在 Vwi 田 W,i1 上 为 零 .选取 LU 和 W, 的 基 ， 
而 县 定义 9 ; U,,: 一 W, 是 这 样 一 个 同 态 , 它 关 于 这 些 基 的 矩阵 是 


A 


(p) 
Eh 


那么 3 就 满足 引 理 的 要 求 . 吕 
定理 56.,2 的 证 明 如 同 在 上 述 引 理 中 那样 选取 链 复 形 名 
鉴于 定理 45.1 ,我 们 能 够 选取 一 个 链 映射 多 :有 一 多 使 之 诱导 给 定 
的 同 构 日 ; (8 ) 一 歼 (的 .从 已 陈述 过 的 万 有 系数 定理 (或 者 从 年 
理 45.5 和 定理 51.1) 可 知 ,对 所 有 i 和 G,$ 还 诱导 同 构 
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H(Y ;GHGG) 和 H(C;G) HH(Y;G). 

于 是 所 论 及 的 万 有 系数 序列 对 于 成 立 .利用 由 上 诱导 的 同 
构 , 在 这 些 正 合 序列 中 ,我 们 可 以 用 名 代替 各 

所 得 到 的 的 正 合 序列 实际 上 并 不 依赖 于 和 4 的 选取 .这 
是 目 然 性 的 一 个 推论 ,我 们 现在 就 来 证 明 它 . 

令 8: 各 > 马 是 一 个 链 上 映射 ,其 中 多 和 了 纯 都 是 在 低 于 某 个 维 数 
时 为 零 的 自由 链 复 形 ,而 且 歼 (全 和 日 , (3) 对 每 个 i 都 是 有 限 生 
成 的 .我 们 要 证 明 和 0 诱导 定理 中 的 万 有 系数 序列 的 同 态 . 

在 这 里 我 们 (第 一 次 ) 需 要 链 上 映射 $ 实际 上 是 一 个 链 等 价 ( 定 
理 46.2) 这 个 事实 . 

像 在 上 述 引 理 中 那样 , 令 $5. 一 各 和 J:9 一 9 是 链 上 映射, 它们 
在 所 有 维 数 下 均 诱 导 同调 的 同 构 . 这 里 和 人 %’ 是 自由 的 ,在 每 一 维 
数 下 都 是 有 限 生成 的 、 而 且 在 低 于 某 一 维 数 时 为 零 .根据 定理 46.2， 
$$ 和 yy 分别 有 链 同 伦 道 4:8>% 和 :9->9.. 

于 是 $ 诱导 名 的 正 合 序列 与 《 的 正 合 序列 之 间 的 一 个 同 构 ， 
实际 上 ,这 就 是 我 们 是 怎样 得 出 名 的 正 合 序列 的 . 类似 的 说 法 也 
适用 于 .考虑 图 表 


: 


A 
Ww 
iH 
由 定理 56.1 的 自然 性 性 质 ,复合 映射 .9.#$ 诱导 的 正 合 序 列 
与 9' 的 正 合 序列 之 间 的 同 态 .由 此 可 知 ,ye (yo9*$8)。4 诱导 多 的 
正 合 序列 与 多 的 正 合 序列 之 间 的 同 态 . 但 是 这 个 同 态 同 伦 于 8. 
把 这 个 结果 应 用 = 3 重 9 为 恒 等 映 射 的 特殊 情况 ,我 们 就 
会 看 到 , 正 合 序列 不 依赖 于 和 4# 的 选取 ， 图 
系 56.4 令 ( 久 ,A) 是 一 个 拓扑 偶 , 使 得 昌 (多,A) 对 于 每 个 
i 都 是 有 限 生 成 的 ,那么 就 有 自然 正 合 序列 


Cx! 
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0 < 一 HomnUE COX,A)G) < H,(X,A;G) 
<Ext(CB2 (X,A)G) 0， 
0—> HF(X,A)OG— P(X,A;G)—> Hr''(X,A)*G-»0. 
它们 分 裂 , 但 不 是 自然 分 聚 . | | 


习 十 


1. 在 证 明 引 理 56. 3 中 所 使 用 的 论证 方法 有 一 个 特点 , 它 能 使 人 们 猜测 
到 可 能 存在 它 的 函 子 形式 .在 这 里 给 出 它 的 详细 阐述 ， 

令 C 是 这 样 一 个 范畴 , 它 的 对 象 都 是 自由 链 复 形 %, 其 中 每 一 个 链 复 形 
都 是 在 低 于 某 一 维 数 时 为 零 ,并 且 使 得 H,(%) 对 每 个 i 都 是 有 限 生成 的 . 令 
C 是 这 样 一 个 范畴 , 它 的 对 象 是 由 C 的 那些 其 链 群 在 每 一 个 维 数 下 都 是 有 
限 生成 的 对 象 组 成 的 .在 两 种 情况 下 , 态 射 都 是 链 映 射 的 链 同 伦 类 ， 

邻 J:C' 一 C 是 包含 沙子 .证 明 有 一 个 沙子 C:C-C 使 得 G* 了 是 C 的 恒 
等 函 子 并 且 J。G 自然 等 价 于 C 的 恒 等 罗 子 . 


$57 链 复 形 的 张 量 积 


本 节 我 们 要 引进 一 种 代数 方法 ,我们 将 用 它 来 研究 积 空间 的 
同调 .我 们 要 定义 两 个 链 复 形 的 张 量 积 ,并 说 明 怎样 使 它 成 为 一 个 
链 复 形 . 

定义 令 %=|C,,3| 和 % = 和 C',9 汪 是 链 复 形 .我 们 定义 它 
们 的 张 量 积 Go6 是 这 样 一 个 链 复 形 , 它 的 mx 维 链 定义 为 

(GOI ED), =n OO Cs 
并 且 它 的 边缘 算 子 3 由 等 式 
了 (c, es) = 9c, eo, +(-1)ec, Hac 
给 出 ， 

形式 上 ,我 们 把 3 定义 为 集合 C, Xx C', 上 的 一 个 阴 数 ,由 于 它 

是 双 线 性 的 ,所 以 它 诱导 出 张 量 积 的 一 个 同 态 . 
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容易 验证 3 = 0; 也 容易 验证 , 若 $:%>9 和 $8 ;% >9 是 链 
映射 ,那么 $8698 也 是 链 上 映射 . 

请 注意 到 ,如 果 % 和 %' 是 自由 链 复 形 , 那 么 WY’ 也 是 .实际 
上 ,者 ja 是 C, 的 一 个 基 , {1%} 是 C“ 的 一 个 基 , 那 么 集合 

la BIpt+g= ml 

就 是 群 (9%')，, 的 一 个 基 . 

定义 令 1%8,e| 和 {1%',e “| 是 增 广 链 复 形 . 我 们 用 同 态 s 来 增 
广 9 ,这 里 & 是 复合 映射 


多 


可 以 验证 s 是 满 射 ,而 且 s*3=0. 

我 们 现在 给 出 潜藏 于 8C69% 的 定义 背后 的 几何 动机 . 

令 和 是 单纯 复 形 ,并 且 其 中 K 是 局 部 有 限 的 .那么 |K | 
x | 元 | 是 一 个 CW 复 形 ,具有 胞 腔 so x rz ,其 中 ocEK,rEL .实际 

上 , 它 是 一 种 特殊 的 CW 复 形 , 称 为 “正则 胞 腔 复 形 ”; 因 此 它 能 被 

三 角 削 分 使 得 每 一 个 胞 腔 是 一 个 子 复 形 的 可 剖 空 间 ， (参看 $38 
的 例 4 和 习题 5.) 

令 9(K xL) 表 示 CW 复 形 X=|K|x 工 | 的 胞 腔 链 复 形 . 令 
M 表示 X 的 基本 单纯 复 形 .因为 X 是 可 三 角 章 分 的 ,所 以 我 们 能 
够 在 链 群 刀 。( 天 x 工 ) 的 定义 中 使 用 单纯 同调 . 这 个 链 群 是 一 个 自 
由 Abel 群 ,上 且 对 适合 p + g = m 的 每 个 胞 腔 cr x "对 应 一 个 基 元 
率 . 该 基 元 素 是 oz x z 的 一 个 基本 链 . . 

如 有 果 我 们 将 K 和 的 单 形 作 一 次 性 定向 ,那么 它们 分 别 形成 
所 K) 和 人 护 工 ) 的 基 .%(K)6E(L) 的 m 维 链 群 的 一 个 基 由 所 有 适 
全 p+9g= wm 的 元 素 o+69r 组 成 . 

由 此 可 知 , 群 

(CK)OEAUL)), 和 DD, (KxL) 


是 同 构 的 ,因为 它们 都 是 自由 Abel 群 而 且 它 们 的 基 之 间 有 一 个 
1-1 对 应 $8, 为 (&(K)CE(L)), 的 基 元 ceGOr 指派 p+ q 维 胞 腔 
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7 7—> 7. 


o Xr 的 一 个 基本 闭 链 .我 们 将 证 明 , 可 以 对 这 个 同 构 作 适 当 的 选 
择 使 得 它 保持 边缘 算 子 ,从 而 使 得 它 也 是 一 个 链 复 形 的 同 构 、 

定理 57.1 如 果 KK 和 上 是 单纯 复 形 ; 如 果 |KK| x |L | 能 被 三 
角 庆 分 ,因而 每 个 胞 腔 go Xt 是 一 个 子 复 形 的 可 剖 空 间 , 那 么 

(KOAUL) UK xL). 

从 而 天 开 )C9E(L ) 能 够 用 坟 计 算 |K|x|L| 的 同调 . 

证 明 我们 用 归纳 法 进行 证 明 .(&(K)&(L ))。 的 基 元 素 具 
有 形式 v 的 ww ,其 中 vv 是 K 的 顶点 ,w 是 工 的 顶点 .定义 由 eg 
ww) 是 vx ww 的 一 个 0 维基 本 闭 链 .( 妈 $5(vC9w)= vx w.) 

每 当 是 K 的 项 点 ,w 是 上 的 顶点 时 ,(K)C9E(L ) 的 增 广 
s 满足 等 式 e (v9w)=1. 链 复 形 9(K XL) 作 为 gM) 的 一 个 子 
复 形 是 增 广 的 ,因而 se(vXxw)=1. 由 于 se*$=e 对 0 维 链 成 立 ， 
从 而 上 映射 $ 是 保持 增 广 的 . 

作为 归纳 步骤 ,我 们 假定 当 维 数 i 低 于 到 (到 之 蕊 时 ， 

$:(CK) AL)): > D(K xL) 

已 被 定义 ,而 且 在 这 些 维 数 下 $c9=3。$ 成 立 .我 们 进一步 假定 对 
于 p+g<m, 链 $(orO9r) 是 胞 腔 of x zr 的 基本 闭 链 . 于 是 我 们 
在 m 维 来 定义 $. 

考 虚 基 元 素 orC97r ,其 中 户 +g 王 了. 邻 

cmt = $9 (0 0 7 )). 

那么 c,,_! 是 基于 XX 的 单纯 复 形 M 的 一 个 m 一 1 维 链 . 

育 先 我 们 注意 到 ,如 果 m= 二 1, 那 么 co Ekere ,因为 

el(co0) = e$ (9 区- e (9 全 站: 

其 次 ,我们 注意 到 , 寿 之 1, 那 么 c。 :是 一 个 周 链 .因为 由 归 

纳 假设 
ac = 989 (of Ort)) = $0 (0 Wr)) = 0. 

现在 我 们 证 明 c，! 被 Bd(o x z) 厌 载 . 当 dimo > 0 时 ,让 我 

们 写成 ac = 3s; ,其 中 s, 是 p ~ 1 维 的 定向 单 形 .类 似 地 , 当 dimr 
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> 0 时 ,我 们 写成 ar = 2 .于 是 当 dimo > 0,dimr >0 时 ,我 们 
有 公式 
Cn li = 29 《si Co r) 二 (一 1) ZF 的 a 

当 dimo =0 时 ,第 一 个 和 式 从 这 个 公式 中 消失 ; 当 dimr =0 时 ,第 
一 个 和 式 消失 .由 于 链 $(s,C9r) 被 ;, Xr 承载,$(o69i,) 由 oxz 
举 载 ,所 以 财 链 c,,_ 1 被 Bd(o xz) 承载 . 

由 于 Bd(o x r) 在 拓扑 上 是 一 个 mx 一 1 维 球面 ,所 以 我 们 来 证 
明 c, -1 是 这 个 mm 一 1 维 球面 的 基本 闭 链 . 即 它 生成 群 日,_; (Bd(o 
x 7)), 这 个 群 是 无 限 循 环 的 ,而 且 当 mm >1 时 , 它 等 于 mx -1 维 闭 
链 组 成 的 群 ; 当 mx = 1 时 , 它 等 于 群 kere. 

或 者 dimo > 0, 或 者 dimr > 0, 不 芒 假 定 为 前 者 .那么 ac = 
Zs; , 而且 ci 在 胞 腔 s, x r 上 的 限制 等 于 $(s, 97) ,由 假设 它 是 
该 胞 腔 的 一 个 基本 闭 链 , 由 此 可 知 ,c,, 1 为 零 , 并 且 不 是 其 它 闭 链 
的 倍数 .因而 c,,_, 是 无 限 循环 群 日 ,_; (Bd(o x zr)) 的 一 个 生成 元 . 


现在 考虑 正 合 序 列 


0 H,(s x r,Bd(o x 7)—> Ki, (Bdo x 7)) >0. 
两 问 的 群 为 零 是 因为 cx r 是 零 调 的 . 因为 在 这 种 情况 下 ,同调 群 
等 于 闭 链 群 ,所 以 这 个 序列 实际 上 就 是 序列 
0 Z,(o x rt,Bd(o x 7))— Z,_,(Bd(o x rT))— 0, 
其 中 当 m = 1 时,Z, -1 表示 kers .我 们 定义 $(or69z) 是 胞 腔 cx 
r 的 唯一 基本 闭 链 使 得 
dp(o CO rm) = c 1， 


于 是 39$ = %3 ,从 而 我 们 的 结果 得 证 . 国 
习 题 


1. (ay 证 明 3* = 0. 
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(b) 证 明知 寺 和 和 分 别 由 se 增 三 ,那么 8&9E 由 
é Coe” 


Co Cn ZZ 
增 广 . 

2. 令 $,J;6>9 和 $8,y';%' >’ 都 是 链 映射 

(a) 证 明 kk CEB6 一 9699 是 链 上 映射 . 

(b) 证 明 ; 若 万 是 # 到 Y 的 链 同 伦 , 那 么 DCO8 是 8C04' 到 gC98 的 链 同 伦 . 

(c) 如 果 辣 是 风 到 少 ' 的 链 同 伦 , 求 wd 到 wy 的 一 个 链 同 伦 . 

(d) 证 明 如 果 上 和 $ 是 链 等 价 ,那么 $604' 也 是 链 等 价 . 

3. GCC 中 的 边缘 算 子 公式 看 起 来 似乎 是 相当 任意 的 .这 就 是 说 ,还 有 
其 它 一 些 公式 ,它们 同样 是 有 效 的 . 

令 和 是 复 形 , 令 3 是 咏 攻 )GOC( 工 ) 的 边缘 算 子 使 得 ; 

(i) 如 果 Ks 和 Lo 分 别 是 KK 和 上 的 子 复 形 ,那么 3 把 妈 K6)S&(Lo) 映 
射 到 其 自身 . 

(i) 落 ”是 尼 的 顶点 , 世 是 上 的 项 后 ,那么 

3=+tak 因 i 在 Ci(K)® CGC(w) 上, 
9 =+ i709, 在 Co(v)@C(L) 上 . 

如 同 在 定理 57. 1 中 一 样 ,假定 X= |K| x 1 工 | 是 可 剂 分 的 ,那么 就 能 证 

明 链 复 形 1%( K)O&(L) ,31 同 构 于 胞 腔 链 复 形 2( 刁 ). 
4. 证 明 公 式 
3 (cs We’) = (19ac 因 ctc 因 ac 
定义 CC《6- 的 一 个 能 够 满足 习题 3 要 求 的 边缘 算 子 . 


S$ 58 Kiinneth 定理 


现在 我 们 来 证 明 一 个 基本 定理 , 它 使 我 们 能 够 计算 两 个 链 复 
形 的 张 量 积 的 同调 .可 以 料想 , 它 的 证 明 实 质 上 是 高 度 代数 化 的 . 
我 们 要 证 明 的 第 一 件 事 联 是 在 适当 的 假设 条 件 下 ,了 岗 会 有 从 张 
量 积 呆 (9 五 (8 ) 到 群 吾 ,, (BC98 ) 内 的 一 个 自然 的 单 态 射 
定义 ”我 们 定义 一 个 同 态 
O:H,(@ WH (GF) — H, (C0 EC) 
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如 下 :如果 z, 是 名 的 一 个 p 维 闭 链 ,z', 是 的 一 个 gq 维 财 链 , 那 


么 令 
(lz,1 ®@ {20) = {x, @ zl 


利用 边缘 算 子 9 的 公式 ,可 以 看 出 z,69z ,是 6C9% 的 一 个 团 链 . 
为 证 明 @@ 是 完全 确定 的 ,我们 来 做 计算 
(z, + aod) Oz = zz +9(dn t+ 2’), 

I a 
因为 8 是 由 包含 映射 Z, 的 Z, 一 (C9 ),;, 诱 导 的 ,所 以 它 关 于 
链 上 映射 是 目 然 的 . 

引 理 58.1 令 汉 和 都 是 链 复 形 且 使 得 在 每 一 维 数 下 闭 链 
在 链 中 形成 一 个 直 和 项 .( 例 如 当 名 和 %' 都 是 自由 的 ,那么 这 种 情 
况 就 会 发 生 .) 那 么 

0; DnH, (LG DOHC)—> H,(€0%) 
是 一 个 单 态 射 ,而 且 它 的 象 是 一 个 直 和 项 . 

证 明 ”我 们 定义 一 个 与 9 反 向 的 同 态 ,使 得 1*0 等 于 恒 等 
同 态 . 这 就 足够 了 . 

令 Z, 表 示 名 中 的 p 维 闭 链 构 成 的 群 , 令 Z 。 表示 % 中 的 gq 
维 闭 链 群 .我 们 从 自然 射影 Z, 一 日 ,( 和 2Z', 一 HH(%') 开 始 . 因 
为 闭 链 在 链 中 形成 一 个 直 和 项 ,所 以 这 些 映射 能 分 别 扩张 成 同 态 

$:C,— H,() 和 :IC H(C). 
令 8 是 这 样 一 个 链 复 形 , 它 的 第 p 个 群 是 昌 ,(%), 而 且 它 的 边 毕 
算 子 为 零 . 类似 地 , 令 8 是 这 样 一 个 复 形 , 它 的 第 g 个 群 是 日,(@ ) 
且 它 的 边缘 算 子 为 零 .那么 可 以 验证 :4&: 双 >E 和 :5 一 & 都 是 
链 上 映射 .由 于 
$$ EDC EOE 
是 链 映 射 ,因而 它 诱导 一 个 同 态 
A:H, (04) — Hs.) 
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因为 668 中 的 边缘 算 子 为 等 ,所 以 Hm(8C96 ) 就 等 于 mm 维 链 群 
(E00 8), =P-nl, (CV H (YC ). 

验证 1*@ 为 恒 等 同 态 是 平凡 的 ,因为 

AG{(iz) iz 1) = A(z |) = (2) 60 F(z ) 

= || CO 1 1 Dj 

现在 来 证 明 我 们 的 主要 定理 , 它 能 确定 群 cok6. 

定理 58.2{ 链 复 形 的 Kiinneth 定理 ) 令 名 是 一 个 自由 链 复 
形 ; 令 它 是 一 个 链 复 形 . 那么 就 有 一 个 正 合 序列 

0 DH, (OD HG) H, (C0 YC") 
>, nH (W) * H, (4') ->0, 

它 关 于 由 链 映 射 诱导 的 同 态 是 自然 的 .如 果 的 闭 链 是 链 中 的 直 
和 项 ,那么 这 个 序列 分 型 ,但 不 是 自然 分 型. 

证 明 令 C,,2Z,,B, 分 别 表示 儿 的 p 维 链 、p 维 闭 链 和 pp 维 
边 绿 链 .类 似 地 , 令 C',,Z', 和 B', 是 的 相应 链 . 

第 一 步 ”我 们 从 正 合 序列 

和 

开始 , 它 分 裂 是 因为 B。, 是 自由 的 . 令 Z 是 这 样 一 个 链 复 形 , 它 的 
p 维 群 是 Z, 且 它 的 边缘 算 子 为 零 . 令 3 是 这 样 一 个 链 复 形 , 它 的 
Pp 维 群 D, 等 于 B。，, ,而 且 它 的 边缘 算 子 为 零 .那么 上 面 的 序列 就 
成 为 链 复 形 的 短 正 合 序列 . 

现在 用 C', 作 张 量 积 并 在 约束 条 件 p+ g = m 下 求 和 . 正 合 


性 能 够 保留 下 来 ,因为 原 序列 分 裂 , 而 且 正 合 序列 的 直 和 是 正 合 


的 .于 是 我 们 得 到 一 个 正 合 序列 
0 一 中 (QZ WC',) 中 (已 的 CC 
3 网 于 


> 由 (Do 的 Co) 一 0， 
其 中 i 表示 的 恒 等 映 射 .因为 所 涉及 到 的 映 冉 剖 是 链 上 映射, 所 
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以 这 是 一 个 链 复 形 的 短 正 合 序列 
0 (ZOE > (EOE ), > (DW CF ), 0. 


C9%' 中 的 边缘 算 子 照常 记 为 3. 末端 的 群 中 的 边缘 算 子 具 有 土 ; 
C93 的 形式 ,其 中 i 是 名 中 的 恒 等 映射 .例如 在 2C69%' 中, 我们 计 
算出 
3 人 CO on 一 (一 1 7z， 全 
因为 3z, = 0. 类似 的 说 法 也 适用 于 9@%”. 
从 链 复 形 的 这 个 短 正 合 序列 我 们 就 能 得 出 一 个 长 正 合同 调 序 
列 ,考虑 其 中 的 五 项 : 


HG EE HLD CE) HEHY) > H,(98%) 


Bn a 
| (C0 € ) 4 


其 中 ,8。 表示 之 字形 同 态 . 这 个 序列 关于 由 链 映 射 诱导 的 同 态 是 
自然 的 .考虑 诱导 序列 
(x) 0->cokp8 一旦 (Geo6 ) 一 kerp 一 0. 
它 也 是 上 自然 的 .我 们 来 确定 这 个 短 正 合 序列 的 各 项 . 

在 进行 之 前 ,让 我 们 回想 到 阁 B 是 C 的 子 群 ,并 且 A 是 自由 
的 ,那么 由 包含 映射 诱导 的 映 慰 

4 的 了 一 4 的 C 

是 单 射 .因此 在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 把 AWB 看 作 AWC 的 一 
个 子 群 .在 接 下 来 的 证 明 过 程 中 ,我们 将 随意 使 用 这 个 事实 . 

第 二 步 ”我 们 计算 群 日 , (2C9% ) .我 们 要 证 明 有 一 个 由 包含 
映射 诱导 的 辣 构 

DnZs HVE) =H, (OC). 
Meod 的 mx 维 链 群 是 
人 
为 了 计算 Weod 的 闭 链 和 边缘 链 ,我 们 从 正 合 序列 
0 一 Zr CB >0 
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开始 .因为 Z, 是 日 由 的 ,所 以 当 用 2Z, 作 张 量 积 时 ,我 们 就 会 得 出 
下 列 图 表 中 水 平方 向 和 竖 直方 向 的 正 合 性 


0 


ZO Cs ZB 3 = 


| 


Lp 的 Ci wk 


on 


0 一 ~ 乙 @2Y 


由 此 可 知 ,i099 ' 的 核 是 C,OC', 的 子 群 2,C92Z' ;而 iC93 的 象 是 
ZC -1 的 子 群 Z,09B -1. 因 此 ,209% 的 mm 维 闭 链 群 和 边缘 
链 群 分 别 是 
中 -DZ 和 四 -DO 
现在 考虑 正 合 序列 
0—>B’—2Z’,— H,()—0. 
作 张 量 积 并 求 和 , 则 我 们 得 到 正 合 序列 
0 一 四 Di HB DZ,BZ', DZ, H(Y)—0, 
求 和 是 在 约束 条 件 p+ g = m 下 进行 的 .因为 这 个 序列 的 前 两 个 
群 是 20C9% 的 m 维 边缘 链 群 和 mx 维 闭 链 群 ,所 以 它 的 最 后 一 个 群 
同 构 于 杞 , (209% ), 这 正 是 我 们 所 要 求 的 . 
第 三 步 ”完全 类 似 地 论证 说 明 2C9%' 的 m 维 闭 链 群 是 群 
(eeD 
而 且 包 仿 映 射 请 导 一 个 同 构 
DenDs OH (EY) EH, 3). 
第 四 步 ”现在 我 们 证 明之 字形 同 态 B,, 是 由 包含 映射 j: 8B, 一 
Z 诱导 的 .更 确切 地 说 ,我 们 是 要 证 明 下 列 图 表 交 换 
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Hnu( ZOE') NE Hn(%OE') 


Ee 
rar 


Ee 


的 六 
DD rg=m Dpti 的 万 (GZ A 由 ptg=m Lp OH YN. 
(请 回想 到 B, = D,,,). 
映射 B41 是 通过 下 列 之 字形 图 表 而 定义 的 : 


0 7 
(Ca Cp+l OC, 


| 


人 Cs OC' 


Dprg=-m Dp BC 


09 = 六 
,2 BC -一 


我 们 从 9% 的 m+ 1 维 闭 链 群 的 一 个 元 开始 . 由 前 面 的 步骤 可 
和 ,这 个 团 链 群 是 


Daebni OZ 
因为 D1 = B, ,所 以 这 个 群 的 典型 生成 元 具有 5b,@z ,的 形式 ， 
其 中 bEB,,z EZ 且 p+g= 训 . 拉 回 到 人 9%', 则 我 们 得 到 
元 素 cbr1C9z ,其 中 90c6,1 = 5, .应 用 9, 则 我 们 得 元 素 
9 (Cpri CO 0) = 9c Oz’ + cp C9'z’, = bs, 00 2z',. 
最 后 ,我 们 把 这 个 元 拉 回 到 209% 上 就 得 到 元 素 5,69z ,这 正 是 
我 们 从 它 开始 的 那个 元 素 ! 
第 五 步 ”现在 我 们 就 能 确定 8,, 的 核 和 上 核 .从 自由 分 解 


0 一 了 一 Z — H,(€)—0 
开始 .用 已,(S ) 作 张 量 积 ,就 得 到 序列 
0 H(@WxH(E)— B,H(E)— 2, HY) 
> H,(€ @® H,()—0. 
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中 间 的 那个 映射 是 由 包含 映射 诱导 的 .在 约束 条 件 tg=m 下 
求 和 并 利用 第 四 步 ,我 们 就 得 出 序列 
Bani 


0 Dn HO HCG)— Hn(2GWE )—> 
A 
现在 5 ;的 核 和 上 核 是 明显 的 .从 这 个 序列 和 第 一 步 中 的 (* ) 式 
即 可 得 出 本 定理 . 因为 两 个 序列 都 是 自然 的 ,所 以 Kiinneth 序列 
也 是 自然 的 . 
最 后 我 们 指出 ,序列 (* ) 中 的 映射 
cokB 一 HH, (EC) 
是 由 包含 映射 20908' 一 869%' 诱 导 的 .因此 ,Kiinneth 序列 中 的 第 
一 个 映射 恰好 是 引 理 58.1 中 的 映射 6. [ 
系 58.3 令吉 6 9,9 都 是 链 复 形 ,而 且 提 和 名 是 自由 的 ; 
仿 销 :> 和 :一 外 都 是 链 上 映射 ,而 且 它 们 在 所 有 维 数 下 都 
诱导 同调 的 同 构 .那么 $8008 :%C98 一 9699 在 所 有 维 数 下 均 请 
导 同 调 的 同 构 . 
证 明 应 用 Kiinneth 序列 的 自然 性 和 五 项 引 理 , 即 可 得 到 本 
系 的 结论 . 
例 1 令 KK 和 LL 是 单纯 复 形 ， 并 且 K 或 者 L 是 局 部 有 限 的 . 
上 一 节 的 结果 说 明 链 复 形 &(K )CYECL ) 能 够 用 来 计算 IK| x | L| 
的 同调 .因为 6(K) 和 %( 工 ) 都 是 自由 的 ,所 以 Kiinneth 定理 强 洋 
着 . 
再 (1 K Ixi LL 1) SD,,..» 
LH RICOH CI}O aR HH (LL) 
例 2 特别 是 ,对 于 乘积 S" x 5' ,我 们 有 
HS 9 全 
因此 当 r 关 s 时 ， 
{et 
Hn(S Xx 5) 衬 10 ,其它 情 形 . 
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当 r=s 时 ， 
LZ,m = 0,2r, 
H,(S' x Sr) zz. = y， 
0, 其 它 情形 . 
例 3 给 定 aE H,(K) 和 BE 
五 ( 工 ) ,那么 在 有 H,,, (I1K1xiL1) 中 
应 当 有 一 个 对 应 的 元 素 ,这 在 几何 上 
是 显然 的 .在 自然 单 同 态 昌 下 ,a 8 
在 日 ,,,(IK1ixIL1) 中 的 象 称 为 a 
和 有 的 同调 叉 积 ,并 且 记 为 a x 8. 它 
的 行为 在 某 种 意义 上 很 像 笛 卡 儿 乘积 . 例如 在 环 面 了 = S' x 5S 
上 ,由 Kiinneth 定 理 ,在 图 58.1 中 所 画 出 的 两 个 1 维 同调 类 的 又 积 
是 2 维 同 调 的 生成 元 .看 来 这 是 非常 合理 的 ;如 果 xz = 3; 是 S 的 
三 角 谢 分 K 的 一 个 基本 链 , 那 么 z C9 xz = Zs; 9 s; 表示 K XK 的 
适当 定向 的 所 有 2 维 胞 腔 之 和 . z 
车 在 中 给 定 一 个 闭 链 z 表示 吾 , (K ) 中 的 一 个 & 阶 挠 元 ， 
在 工 中 给 定 一 个 闭 链 = “表示 HH, (LIL) 中 的 一 个 1 阶 抄 元 ,那么 在 
K | x 下 的 同调 中 就 有 两 个 相应 的 n = gcd( 上 ,7) 阶 元 素 ; 当然 其 
中 的 一 个 是 它们 的 p+ g 维 叉 积 ,而 另 一 个 则 是 由 H,(K)*H, 
( 工 ) 产 生 的 p+ g + 1 维 元 . 至 于 为 什么 会 这 样 ,在 几何 上 并 不 清 
楚 . 那 么 这 个 意 想不到 的 元 素 是 从 何 而 来 的 呢 ? 
让 我 们 写成 
kz=9d 和 lz =3d， 
其 中 4 和 4 分 别 是 K 和 工 的 链 . 这 个 出 乎 意料 的 p+g+1 维 元 
可 以 通过 下 列 计算 而 显现 出 来 ; 
9 (dad)= (kz) Od +(-1)d (lz) 


= nt( Ba d+ D(a®ze)|. 
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图 58.1 


这 样 以 来 ,括号 中 的 表达 式 是 一 个 p + g +1 维 的 闭 链 , 而 且 它 的 
n 们 是 一 个 边缘 链 ! 这 就 是 我 们 要 寻求 的 元 素 . 
同调 的 万 有 系数 定理 
现在 我 们 把 同调 的 万 有 系数 定理 作为 Kiinneth 定理 的 一 个 
系 而 推导 出 来 . 
定理 55.1 的 证 明 令 名 是 一 个 自由 链 复 形 ; 令 G 是 一 个 
Abel 群 .我 们 用 等 式 
Cr ， 一 LU 
| p=0 
0, p00, 
定义 一 个 链 复 形 多 .多 中 的 所 有 边缘 算 子 为 零 . 链 复 形 % 一 般 不 
是 有利 由 的 ,但 是 在 每 一 维 数 下 , 闭 链 确实 在 链 中 (平凡 地 ) 构 成 一 个 
直 和 项 . 
我 们 计算 出 
(IE) = OC = C0, 
a (cg) = acn Og+O0. 
因而 {8 的 ,31 等 于 链 复 形 1% 的 G,3 的 ic1. 现在 我 们 应 用 
Kiinneth 定理 ,并 且 应 用 下 列 事实 
su 一 (Cr， 
H,(E)=0, po. 
那么 ,同调 的 万 有 系数 定理 就 是 一 个 直接 推论 . 加 


带 域 系数 的 Kiinneth 定理 


设 E6 和 46 都 是 链 复 形 ,而 且 它 们 的 链 群 是 域 下 上 的 向 量 空 
间 ,它们 的 边缘 算 子 是 线性 变换 .在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 构造 一 
个 链 复 形 Be9rlE ,使 它 的 mx 维 链 群 是 
CO pes mi (E, CFE 和 ) a 
它 是 下 上 的 一 个 向 量 空间 . (参看 $50. ) 映 射 3 是 一 个 线性 变换 ， 
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所 以 它 的 核 和 象 也 是 线性 空间 . 

在 这 种 情况 下 ,Kiinneth 定理 要 简化 得 多 . 

定理 58.4 设 链 复 形 8 和 8 都 是 域 玉 上 的 向 量 空间 ,而 且 边 
缘 算 子 是 向 量 空间 的 同 态 .那么 如 (全 和 万 (6 ) 都 是 下 上 的 向 

空间 ,并 且 有 向 量 空间 的 自然 同 构 
中 四 -nb 人 CE )— H. (EOrE ). 

证 明 如 果 始 终 以 cor 代替 的 ,那么 Kiinneth 定理 证 明 的 前 
四 步 可 以 不 作 改变 地 进行 .最 先 出 现 的 变化 是 在 第 五 步 , 在 那里 ， 
我 们 取 序 列 

0—> B, > 2,— H,(€)—0 

并 将 它 与 H,(8') 作 张 量 积 . 因为 我 们 是 在 向 量 空 间 的 背景 下 来 
作 , 所 以 就 得 到 序列 


0—> B, OH 6) LF Z, OH,(E) > H, (6) BrH, (6') >0. 
这 就 是 说 ,没有 挠 积 项 出 现 .结果 ,对 所 有 m, 同 态 8,,1 的 核 为 零 


[| 
接 下 来 是 带 域 系 数 的 Kiinneth 定理 . 
定理 58.5 令 扣 和 中 是 自由 链 复 形 ; 令 正 是 一 个 域 .那么 就 
有 一 个 自然 同 构 


Dro=mnHo (ECF) 的 PE ;FEF)— H, (C0 EC ;FF). 
证 明 我们 把 上 面 的 定理 应 用 于 链 复 形 6= OF 和 BE = 和 的 
,而 它们 都 是 下 上 的 向 量 空间 .那么 我 们 就 得 到 一 个 自然 同 构 
中 =“ 有 (的 eH, (6' ) —> H, (GCE ). 
现在 由 定义 ,Hg 人 = (GE )= H,(% ;FF). 所 以 剩 下 
的 是 要 证 月 有 一 个 问 量 空间 的 目 然 同 构 
ECOrE > (WC ) OF, 
它 也 是 一 个 链 映 射 .那么 我 们 的 定理 即 可 得 证 .让 我 们 用 等 式 
(x*) flr,a,y,B)= (ry) ap 
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来 定义 上 映射 
oC PG. COP 
这 个 映射 是 多 重 线性 的 ,因而 它 为 我 们 给 出 一 个 同 态 
fC OFOC HF) COC, OF. 
于 是 实际 上 单独 按 每 一 个 变量 都 是 向 量 空间 的 同 态 .例如 , 若 
y 和 8B 是 固定 的 , 则 有 
fF(Y(r Oa Wy)= f(r 0 Ya) (yO BP)) 
= x yO (Fa)B = Yr 0 apB)， 
因而 广 诱导 一 个 同 态 
fi(C, 的 FJ)rCC 的 有 一 和 的 CC 的 下， 
容易 证 明 三 是 一 个 同 构 . 如 入 ;ze 是 多 的 一 个 基 , 1 是 允 的 一 
个 基 , 那 么 | x,Oys 是 29% 的 一 个 基 . |x,61| 和 | ygQ1} 分 别 构 
成 6&9F 和 COF 的 向 量 空间 基 ; 因 此 | (xz, 多 1) 的 (ys 的 1)1 构 
成 (249F)C95 (BOF) 的 向 量 空间 基 . 它们 在 fF 下 的 象 是 | (xz, 
ye )0911 ,而 它 构成 (809% )COF 的 向 量 空 间 基 . 加 
例 4 令 关 和 L 是 单纯 复 形 ,其 中 天 或 者 L 是 局 部 有 限 的 . 
那么 就 有 一 个 向 量 空间 的 同 构 
Dro-nHo (KiF) CEH (LPF) —> H, (IKIxILI;F). 
这 个 事实 可 从 上 面 的 引 理 得 出 ,一旦 我 们 注意 到 ,由 于 对 所 有 i， 
H(AUK) AL)) SH(IKIXIL|), 
那么 由 定理 45.1 和 定理 51.1, 对 任意 系数 下 ,同样 的 结果 成 立 . 


习 题 


i. 证 明 Kiinneth 定理 在 约 化 同调 中 不 成 立 . 
2. 令 天 。 和 分 别 是 K 和 L 的 子 复 形 ,假定 KK 或 L 是 局 部 有 限 的 , 另 
外 ,|K|x |L| 照 例 是 可 剂 分 的 .证 明 有 一 个 链 映 射 , 它 诱导 同调 的 同 构 
CK,KoO) OEAL, Lo)— AKL,(Ko xL)U (Kx Lo)). 
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导出 相对 单纯 同调 中 的 Kiinneth 序列 . 
3. 令 扣 是 一 个 自由 链 复 形 . 证 明 有 一 个 自然 正 合 序列 
0—>D,rnH, (WO HC;G)— H, (G0 6;G) 
"DprosnTo-i (DH (CG) — 0. 
证 明 若 多 是 自由 的 并 且 或 者 G 是 无 措 的 或 者 电 (站 ) 对 所 i 是 无 找 的 ,那么 
这 个 序列 分 型. 


9 59 ”Eilenberg-Zilber 定理 


现在 我 们 证 明 对 于 任意 拓扑 空间 偶 , 链 复 形 F(X)WAY) 能 
够 用 来 计算 Xx Y 的 奇异 同调 . 这 个 证 明 的 关键 工具 是 零 调 模 乍 
理 ， 

定理 $9.1 和 如果!%,s| 和 | ,e “都 是 零 调 的 增 广 链 复 形 , 而 
且 多 是 自由 的 ,那么 [09% ,se | 也 是 零 调 的 . 

证 明 我 们 证 明 当 mx =0 时 , 及, (%C%') 是 无 限 循 环 的 ,而 
在 其 它 情 况 下 为 零 . 这 就 证 明 GoG 对 于 任何 增 广 是 零 调 的 . 

因为 多 是 自由 的 ,所 以 我 们 能 够 应 用 Kiinneth 定理 .因为 所 
涉及 到 的 每 一 个 群 要 人 么 为 零 , 那 么 是 无 限 循环 的 ,所 以 对 所 有 p 
和 gq 都 有 

H,() * H,()= 0. 
因此 
H,(%0  ) TD, nH,(@ OW H (CE ). 
如 果 xm 是 正 整数 ,那么 群 瓦 (个 和 瓦 (9) 中 至 少 有 一 个 为 等 ,从 而 
已 , (Eee )=0. 如 果 m=0, 那 么 
HA(SOE) HOO RE) SELZOLSEL. U0 

定理 59.2(Eilenberg-Zilber 定理 ) 对 于 每 一 个 拓扑 空间 偶 

及 ,Y ,都 有 互 为 链 同 伦 逆 的 链 上 映射 


AX)OAY) EAX x Y), 
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它们 关于 由 连续 映射 诱导 的 链 上 映射 是 自然 的 . 

证 明 考虑 拓扑 空间 偶 和 连续 映射 偶 的 范畴 .我 们 定义 从 这 
个 范畴 到 增 广 链 复 形 的 范畴 的 两 个 函 子 如 下 : 

G(X,Y)= HX)OARAY), G(X,Y)= AXXx YY), 

G(f,g8) = f# Wg#, G (f,g) = (f x g)#. 
容易 验证 它们 的 锅子 性 斋 ， 

令 .4 是 所 有 偶 (A,,A, ) 构 成 的 族 ,其 中 A 表示 维 标准 单 
形 .我 们 要 证 明 G 和 G “都 是 零 调 的 ,而 且 对 于 模 .4 的 族 是 目 由 
的 .那么 本 定理 立即 从 零 调 模 定 理 得 出 ， 

零 调 性 容易 验证 .因为 A,xA, 是 可 缩 空 间 ,所 以 增 广 链 复 形 
1XA, X A, ) ,el 是 零 调 的 .由 上 面 的 引 理 , 链 复 形 1X%A, )WAA, )， 
e 是 零 调 的 . 

我 们 证 明 G “是 自由 的 .给 定 一 个 非 负 整数 mx , 令 与 这 个 整数 
相应 的 由 .《 中 的 对 象 组 成 的 加 标 族 由 单个 偶 (A,..,A.。) 组 成 ,并 且 
令 S.(A。xA。) 的 对 应 元 素 是 对 角 观 射 Z:A,。 一 A。 xA。 .我 们 证 
明 当 (了 ,g) 遍 历 所 有 连续 映射 侦 

(f,g):(A, AI) 一 (X,Y) 
时 ,元 素 
[G (fg)j(d) = (fx g)an(d)= (fxg)od 
是 互 不 相同 的 而 且 遍 历 群 S, (Xx Y) 的 一 个 基 . 但 是 
(fxg)d:A,.— XxXY 
恰好 是 由 T(z)= (f(z),g(z)) 按 华 标 给 出 的 映射 工 .对 于 每 个 
映射 偶 ( 了 ,g) ,我们 就 有 一 个 不 同 的 奇异 单 形 丁 ,而且 xY 上 
的 每 一 个 奇异 单 形 都 有 具有 这 种 形式 . 因而 这 些 元 素 确 实 构成 S。 
( 义 XxY) 的 一 个 基 . 

现在 我 们 证 明 G 是 自由 的 .给 定 一 个 非 负 整数 mx , 令 与 这 个 

整数 相对 应 的 ,由 .《 中 的 对 象 组 成 的 加 标 族 是 
[AsA) 1 六 +tg = 了 上 
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在 此 情况 下 ,指标 集 是 由 符合 条 件 p + g = m 的 所 有 非 负 整 数 侦 
(Pp,9) 组 成 的 . 令 (XA,)CORAA,))， 中 与 指标 (p,qg) 相 对 应 的 元 
素 是 Ci ,其 中 i, :A 一 A 表示 空间 A: 上 的 恒 等 奇异 单 形 .我 
们 需要 证 明 , 当 (yp,g) 沉 历 其 指标 集 并 且 (f,g) 遍 历 所 有 映射 
(fg):(A,,A,)— (X,Y) 

时 ,元 素 

[G(f,g)](i, i) = (fa gr)li Hi)= fg 
互 不 相同 而 且 组 成 群 (KX)CKY))。 的 一 个 基 . 但 S,(X) 是 月 
由 的 并 且 以 所 有 奇异 单 形 f:A, 一 X 的 集合 作为 一 个 基 . 类似 地 ， 
S.(Y) 以 所 有 奇异 单 形 g :A 一 Y 的 集合 作为 一 个 基 . 由 定理 
50.8,S,( 久 )C9S, (了) 以 诸 元 素 Fog 为 基 . 于 是 证 明 完 毕 . 口 

定理 59.3( 拓 扑 空 间 的 Kiinneth 定理 ) 给 定 拓 扑 空间 XX， 
Y ,那么 就 有 一 个 正 合 序列 

0—~D,,_nH,(X) OH (Y)—> H,(X x Y) 
(Dea (NI (YI 

它 关 于 由 连续 映射 诱导 的 同 态 是 自然 的 ; 它 分 各 ,但 不 是 自然 分 
裂 . 是 

我 们 把 这 个 定理 中 的 单 态 射 

H,(X) OH (Y)— H,(X x 了) 

称 为 同调 叉 积 , 它 等 于 复合 映射 


H,(X)® HY) ->H, (HAX) DAY)) LS H,(X x Y), 
其 中 昌 是 由 包含 映射 诱导 的 , jy: 是 Filenberg-Zilber 链 等 价 . 我们 
将 没有 和 多少 机 会 去 使 用 这 个 同调 叉 积 ,但 是 上 同调 中 一 个 类 似 的 
义 积 将 被 证 明 是 相当 重要 的 ,这 一 点 我 们 在 下 面 的 两 节 中 将 会 看 
到 . 

定理 59.4 令 和 和 立 是 拓扑 空间 ; 令 瑟 是 一 个 域 . 那么 就 有 
一 个 自然 同 构 
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PD, nH,(X;F) OH, (YIF)—> H, (Xx Y;F). 口 

为 了 以 后 的 应 用 ,如 果 对 于 Filenberg-Zilber 链 等 价 有 一 个 具 
体 公 式 , 那 将 是 方便 的 .我 们 在 这 里 给 出 这 样 一 个 公式 ， 

定理 59.5 令 Tri: 蚊 X YX 和 mr:XXxXYY 是 射 形 映射 ， 
我 们 定义 

ytS, (XX Y)—D ,nd (KX) S,(Y) 
为 z 
y(T) = Ble Te lleo,se)) @ Lr Te Le, en)]. 
那么 vy 是 一 个 保持 增 广 的 自然 链 等 价 . 

证 明 ”容易 验证 vy 是 自然 的 和 保持 增 广 的 .检验 y 是 一 个 链 
映射 只 是 一 些 直 接 计 算 , 其 复杂 程度 跟 我 们 平常 所 做 的 这 类 计算 
相当 . 实际 上 当 我 们 直接 计算 时 ,就 会 发 现 av(T) 的 表达 式 等 于 y 
(3 于) 的 表达 式 加 上 一 些 附加 项 .我 们 有 


3v(T) -v9T) = 5(- DTTz。1Ceo en] 
QO [ Ty LEi | 
+ 3(- 1)' [T° I(eo,., ei)] 
C0 i (ee )|. 
其 中 Ty = rsT,Ty = x,*。 TT, 这 此 项 成 对 地 相抵 消 . 
于 是 从 Eilenberg-Zilber 定理 的 证 明 可 知 y 是 一 个 链 上 映射 ， 口 
Eilenberg-Zilber 定理 的 原始 证 明 没 有 用 到 等 调 模 ,而 是 使 用 
了 映射 vy 和 由 类 似 公 式 定义 一 个 链 上 映射 .我 们 可 以 写 出 公式 证 
明 y。 jp 和 wsyv 都 链 同 伦 于 恒 等 映射 . 


坷 题 
1. 证 明 有 一 个 ( 非 自然 的 ) 辣 构 


H,(X x Y) ,nt (X;H,(Y)). 
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2. (a) 令 ACX,BCY. 利 用 Filenberg-Zilber 定理 证 明 有 一 个 自然 链 等 
价 


F(X,AIY SY,B)> x 2 XK 


(b) 叙述 并 证 明 相 对 奇异 同调 中 的 Kiinneth 定理 .假设 [XxB,AXY| 
是 切除 对 . 

3. 令 by 是 在 定理 59.5 中 定义 的 链 上 映射 .证 明 它 是 自然 的 和 保持 增 广 
的 .验证 v 是 个 链 映 射 

4. (a) 令 卫 和 Y 是 CW 复 形 .证 明 它 们 的 胞 腔 链 复 形 的 张 量 积 BC(X) 
C93( 了 ) 能 够 用 来 计算 XxY 的 同调 . 

“(b) 证 明 U(X)CO(Y) 和 9(X)C9F(Y) 实 际 上 是 链 等 价 的 . 

(c) 通过 计算 链 复 形 3(P )C6993( PP ) 中 的 群 和 边缘 算 子 来 计算 PxP 
的 同调 . 

(d) 用 Kiinneth 定理 验证 (c) 的 结果 . 

5. 计算 下 列 拓扑 空间 的 同调 : 

(a) Sx P: 

(b} PxP 

{c) S xL{(n,k) 

(d) L(n,k)XL(m,i) 

(e) S'xSIxS’ 

(f) CP x CP 

6. 设 M 是 一 个 n 维 紧 连通 流 形 , 且 使 得 日 . (JM) 衬 Z. 那 么 在 M 的 Betti 
数 和 挠 系数 之 间 存 在 着 某 些 联系 .试用 上 题 的 结果 阐述 关于 这 些 关系 的 猜 


60 上 同调 的 Kiinneth 定理 


通过 先 用 Kiinneth 定理 来 计算 一 个 积 空间 的 同调 ,然后 再 利 

用 上 同调 的 万 有 系数 定理 ,人 们 总 能 计算 出 这 个 积 空间 的 上 同调 . 

但 是 人 们 可 能 还 是 希望 Kiinneth 定理 有 一 种 能 够 直接 适用 于 上 z 

同调 的 形式 .我 们 现在 就 来 证 明 这 样 一 个 定理 . 它 对 于 计算 我 们 在 
下 一 节 将 要 研究 的 积 空 间 的 上 同调 环 有 用 . : 
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首先 我 们 在 上 同调 中 引 人 叉 积 运算 .在 这 里 我 们 只 给 出 定义 ， 
而 把 讨论 它 的 性 质 推 迟到 下 一 他. 

我 们 将 始终 令 RR 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 . 

令 儿 和 是 链 复 形 .相应 于 链 复 形 多 有 一 个 上 链 复 形 Hom 
(%,R), 它 的 p 维 群 是 Hom(C,,R). 类 似 地 ,我 们 也 有 一 个 上 链 
复 形 Hom(' , 民 ) .我 们 用 一 种 人 们 可 能 预料 到 的 形式 把 这 些 上 
链 复 形 的 张 量 积 变 成 一 个 上 链 复 形 ; 使 Hom(, R)CHom(% ,R) 
的 mx 维 上 和 链 群 是 

OD, n Hom(C,,R) QC Hom(C ,,R), 
而 且 上 边缘 算 子 由 下 列 规则 给 出 
POR) = OO- HO. 

粗略 地 说 ,这 个 上 链 复 形 是 先进 行 Hom 运算 ,然后 进行 张 量 
运算 而 得 到 的 . 当然 也 可 以 先 作 张 量 运算 再 作 Hom 运算 .那么 我 
们 就 得 到 上 链 复 形 Hom( (9 ),R), 它 的 mr 维 群 是 

Hom( (C00 €° ),, R), 


它 的 上 边缘 算 子 是 3 的 对 偶 , 因 而 我 们 把 它 记 为 5 
从 这 些 上 链 复 形 中 的 第 一 个 到 第 二 个 有 一 个 自然 同 态 , 现 描 
述 如 下 : 
定义 令 pi+ig=m; 令 
:Hom(C,,R) Hom(C',,R)— Hom((%@ € ),,R) 
是 一 个 由 等 式 
(OP OY) ,ec Be) = (Fc) ,ce,) 
定义 的 同 态 . 
在 这 里 我 们 约定 ,( 扩 ,c,)=0, 除 非 p=r; 且 《yr,c =0, 除 
非 ga=;. 换 名 话说 ,我 们 约定 ,Hom(C,,R) 的 任何 元 到 类 自动 地 
扩张 成 中 C, 到 R 中 的 一 个 同 态 ,记号 没有 改变 ,而 且 这 是 通过 令 
它 在 除了 C, 以 外 的 所 有 直 和 项 上 为 零 来 实现 的 . 
引 理 60.1 同 态 6 是 一 个 自然 的 上 链 映 射 . 
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证 明 令 $EHom(C,,R),yEHom(C',,R), 其 中 p+g= 
m. 令 r+s= m+1. 我 们 作 计 算 
CO(8($ 0p)),c, Oe ,= 08,c) pe? + (— 1)7 
($B ,cy,c,), 


(30($ ® y),c, Be)= (988 Wp),3 (ec, De’,)) 
二 
($,c.) ,ac ). 
这 些 表达 式 除了 末 项 上 的 符号 (一 1)* 和 (一 1)" 之 外 是 相等 的 .可 
是 ,着 p 关 7? ,那么 ($8,c,)=0, 于 是 这 些 末 项 都 变 为 等. 
从 定义 显然 有 , 若 f:C, 一 D, 和 g:C', 一 D ,是 同 态 ,那么 


0: (FO@E) = (f We) .0. 


因而 9 是 自然 的 . 面 
现在 我 们 在 上 同调 中 定义 一 个 类 似 于 8 的 同 态 ,这 个 9 兽 
出 现在 Kiinneth 定理 的 同调 形式 中 . 


定义 ”定义 一 个 同 态 
O:R(EC;R)OH(E ;R)—> H'(€0% ;R), 
(其 中 p+g= zm) 如 下 : 令 $ 和 yy 分 别 是 名 和 史 的 p 维 上 闭 链 和 4a 
维 上 闭 链 . 那 么 定义 
四 (8 EO iy)) = 10($ 0 y)1. 
请 注意 到 9( $C9y) 是 一 个 上 闭 链 ,因为 


90($ Oy) = 05($ 0)) = 068 Dyt$ DY), 
又 因为 $ 和 由 是 上 闭 链 , 所 以 上 式 为 零 .类 似 的 计算 说 明 @ 是 完 
全 确定 的 . 
定义 令 m= pp 十 9. 我 们 把 上 同调 叉 积 定义 为 复合 映射 
P(X;R)O HYIR)——> HH" (AX) AY)IR) 
”~ P(XX Y,R), 
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其 中 "为 Eilenberg-Zilber 链 等 价 .oz COF 在 这 个 同 态 下 的 象 记 为 
a xf. 

让 我 们 注意 到 , 恰 如 上 积 的 情况 那样 , 同 态 8 也 能 对 于 除 民 
之 外 的 其 它 系数 来 定义 .例如 ,关于 6 的 公式 能 够 用 来 定义 一 个 
同 态 

9:Hom(C,,2) CO Hom(C'’,,G)— Hom((€06 %@),,G), 

它 是 一 个 自然 的 上 链 上 映射 .当下 = G=Z 时 , 它 与 前 面 的 映射 相 
同 . 

类 似 地 ,我 们 还 注意 到 ,Hom(C,,R) 和 Hom(C',,R) 都 具有 
R 模 的 构造 .从 8 的 定义 可 知 

O(ap Co p) = OPC ap) = a0($ © y). 
这 意味 者 0 放 导 一 个 同 态 
0:Hom( C,,R) Co9gHomGCC 。, 民 ) 一 Hom( (0 € ),,R), 

这 实际 上 是 一 个 R 模 的 同 态 . 当 R 是 一 个 域 下 时 ,就 会 出 现 我 们 
特别 感 兴趣 的 情况 ,在 这 种 情况 下 ,9 是 向 量 空间 的 线性 变换 ， 

由 于 在 这 两 种 情况 下 ,我 们 在 上 同调 水 平 上 都 有 一 个 诱导 同 
仿 全, 因而 也 就 有 一 个 上 同调 义 积 运算 .在 其 中 一 种 情况 下 , 叉 积 
是 一 个 同 态 

HX)}OR(Y;G)—> HH, (Xx Y:G). 
在 男 一 种 情况 下 , 它 是 一 个 R 模 同 态 
HI(X;R) CR (YR)— HH"(X x Y;R). 

最 一 般 的 义 积 是 对 于 任意 的 系数 配对 而 定义 的 , 它 是 R 模 的 同 
态 . AC9rA 一 4 .我们 将 不 需要 这 种 程度 的 一 般 性 . 


整 系数 的 Kiinneth 定理 


现在 我 们 来 证 明 上 同调 中 的 Kinneth 定理 .我 们 暂且 限于 整 
数 系 数 .证 明 的 想法 是 重新 标记 群 Hom( C, ,Z) ,以 便 使 Hom(%%， 
Z) 成 为 一 个 链 复 形 ,然后 应 用 我 们 已 证 明 的 Kiinneth 定理 . 首先 

机 4 . 


- 遇 到 的 一 个 困难 是 ,Hom(C, ,Z) 一 般 不 是 自由 的 ,因而 就 需要 一 
些 限 制 性 的 假设 . 

”另外 还 有 一 个 困难 . 由 定义 ,%W% 的 上 同调 是 从 上 链 复 形 
Hom( (8C9% ), ,Z) 算 出 的 .但 是 这 与 我 们 要 对 它 应 用 Kiinneth 定 
理 的 上 链 复 形 

Hom(€,2) 0 Hom( ,Z) 

是 不 相同 的 .这 正 是 同 态 0 能 够 发 挥 作用 的 地 方 .我 们 来 证 明 下 
列 引 理 . 

引 理 60.2 令 和 是 当 低 于 某 一 维 数 时 为 零 的 链 复 形 . 再 
设 吕 是 自由 的 并 且 在 每 一 维 数 下 都 是 有 限 生 成 的 .那么 
0: OD, ,nHom( C, ,Z) © Hom(C',,2)— Hom((€0 € ) ,2) 
是 一 个 同 构 ， 

证 明 为 了 证 明 的 需要 ,我 们 把 8 分 解 成 两 个 上 映射 的 复合 : 
Hom(C, ,7Z)WHom(C 。 yA a C,C', ,2), 


D Hom(C, © C',,2) 一 ~ Hom(® C, ® C',,2), 
其 中 求 和 运算 是 在 约束 条 件 p+ q = m 下 进行 的 .映射 M 满足 等 
(MP Op) ,ec, ey) = ,0c) (Ca). 
映射 e 定义 如 下 :如果 下 :CC 一 Z ,那么 e(F) 是 从 岂 ,; ,=nC; 
69C, 到 Z 中 的 映射 , 它 在 直 和 项 C,89C'。 上 等 于 下 ,而 在 其 它 直 
和 项 上 均 为 零 . 
第 一 步 ”因为 C, 是 自由 的 和 有 限 秩 的 ,由 此 可 知 ， 
M:Hom(C,,Z) © Hom(C', ,72) — Hom(C, 的 C ZN) 
是 一 个 同 构 : 令 a ,…,a; 是 C, 的 一 个 基 , 令 a1,… ,6 是 Hom 
(C, ,Z) 的 对 偶 基 .左边 的 群 是 Hom(C',Z) 的 上 个 拷贝 的 直 和 ， 
第 i 个 直 和 项 是 子 群 
(a;7) © Hom( C ,2), 
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其 中 《a;) 是 由 a; 生成 的 无 限 循环 群 .由 于 C,QC', 是 C' 的 个 
找 贝 的 直 和 ,第 ; 个 拷贝 是 4a; ?COC ,因而 Hom(C,69C',Z) 是 
Hom(C',,Z) 的 上 个 拷 风 的 直 和 ,第 i 个 拷贝 是 由 对 于 j 关 i 在 
(a;)QC', 上 为 零 的 所 有 同 态 组 成 的 . 由 于 M 是 (a;)69Hom 
(C,,Z) 忆 Hom (COC',,Z) 的 第 i 个 直 和 项 之 间 的 同 构 , 因 而 
M 是 一 个 同 构 . 
第 二 步 ” 映射 e 显然 是 一 个 单 射 ,而 且 它 的 象 是 由 那些 在 除 
去 有 限 多 个 以 外 的 所 有 直 和 项 上 为 零 的 由 CCOC 7。 到 2Z 中 的 同 
态 所 组 成 的 .因而 e 一 般 不 是 满 射 .然而 ,由 于 多 和 多 在 低 于 某 个 
维 数 时 为 零 ,所 以 直 和 
外 
是 有 限 的 .因此 在 我 们 目前 的 假设 条 件 下 ,e 是 一 个 同 构 . OD 
定理 60.3( 上 同调 的 Kiinneth 定理 ) 令 色 和 % 都 是 在 低 于 
某 个 维 数 时 为 零 的 链 复 形 . 设 外 是 自由 的 并 且 在 每 一 维 数 下 都 是 
有 限 生 成 的 .那么 就 有 一 个 自然 正 合 序列 
0—>DB, nF OOHL) HCGD YE) 
Dyn (Ox HG)—0. 
如 果 外 是 自由 的 并 且 每 一 维 数 下 都 是 有 限 生成 的 ,那么 这 个 序列 
分 裂 (但 不 是 自然 分 裂 ). 
证 明 令 8 和 @ 是 这样 的 链 复 形 , 它 们 的 一 维 链 群 分 别 由 
等 式 
E., = Hom(C,,Z) 和 E’_, = Hom(C’,,2) 
定义 ,而 它们 的 边缘 算 子 分 别 是 8 和 86“. 因为 8 是 自由 的 ,所 以 
Kiinneth 定理 适用 .于 是 就 有 一 个 正 合 序列 
0 一 申 (HO DOH,L)) HE 6E)— 
DH (EH.,(e'))—0, 
其 中 直 和 运算 是 在 约束 条 件 --p 一 g = 一 mm 下 进行 的 .现在 由 定 
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义 ; 有 万 ,( 人 = 天 (合理 -E)= 下 () .而且 由 上 面 的 引 理 ， 
存在 上 链 复 形 的 一 个 自然 同 构 
(BEG) = (Hom(#,7Z) 0 Hom(%’ ,2)), 


全 
它 诱导 一 个 自然 同 构 
H_, (8608)— HH"(€0%8). 
把 这 些 事实 结合 起 来 ,我 们 就 得 到 上 同调 的 Kiinneth 序列 .因为 
映射 
H_,(H OH(E)> HH.,.(0 868) > HH"(S0%) 
分 别 是 由 包含 映射 和 6 诱导 的 ,所 以 它们 的 复合 等 于 6@. 

如 果 多 是 自由 的 而 且 在 每 一 个 维 数 下 都 是 有 限 生成 的 ,那么 
8 是 自由 的 ,而 日 序列 分 裂 . LL 

系 60.4 在 上 述 定 理 中 ,外 在 每 一 维 数 下 都 是 有 限 生成 的 这 
个 假设 可 以 用 HH.(%@ 对 于 每 个 i 都 是 有 限 生 成 的 假设 来 代替 ;类 
似 地 必 在 每 一 维 数 下 有 限 生成 的 假设 可 代 之 以 昌 ,(%') 对 每 个 i 
都 是 有 限 生成 的 ， 

证 明 ”本 证 明 类 似 于 定理 56.2 的 证 明 . 如 果 名 是 自由 的 并 且 
在 低 于 某 一 维 数 时 为 零 ,而 且 H; (名 对 于 每 个 i 都 是 有 限 生成 的 ， 
那么 我 们 能 够 选取 一 个 自由 链 复 形 9, 它 在 低 于 某 一 维 数 时 为 零 ， 
使 得 日 ,(3) 宇 H,(%) ,并 且 9 在 每 一 维 数 下 都 是 有 限 生 成 的 .由 害 
理 45.1, 有 一 个 链 上 映射 $.@>9, 它 在 所 有 维 数 下 均 诱导 同调 的 同 
构 . 由 定理 46.2, 它 是 一 个 链 等 价 .那么 

$i :EOE -DOE 
也 是 一 个 链 等 价 . (参看 $57 的 习题 .) 

因为 Kiinneth 定理 对 9269% 成 立 ,所 以 它 对 于 9% 也 成 立 . 
序列 的 自然 性 能 够 像 在 定理 56.2 的 证 明 中 那样 得 出 . 

如 果 日 ,( ) 对 每 个 i 都 是 有 限 生成 的 ,那么 我 们 可 以 类 似 地 
进行 .我 们 可 以 将 多 代 之 以 在 每 一 维 数 下 都 是 有 限 生 成 的 一 个 等 
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价 的 链 复 形 9 . 口 
定理 60.5 令 久 和 YY 是 托 直 空间 . 设 晶 (XX) 对 于 每 个 i 都 
是 有 限 生成 的 .那么 就 有 一 个 自然 正 合 序列 
0 > FX)IDHD—> (XxY) 
>D,cn (X)* FH(Y)— 10. 


如 果 日 (YY) 对 于 每 个 i 都 是 有 限 生成 的 ,那么 这 个 序列 分 裂 (但 不 
是 自然 分 弄 ). [L 


市 域 系数 的 Kiinneth 定理 


正如 对 于 同调 的 情形 一 样 ,如 果 上 同调 取 为 带 域 中 的 系数 , 那 
么 Kiinneth 定理 相当 简化 . 
定理 60.6 令 名 和 是 低 于 茶 个 维 数 时 为 零 的 链 复 形 , 而 且 
是 自由 的 ,HH; (器 在 每 一 维 数 下 都 是 有 限 生成 的 ,那么 就 有 一 个 
自然 同 构 . 
Dn (YE; PF) a (SF) —> HH (CWC;F). 
证 明 经 过 通常 论证 ,我 们 可 以 设 本 身 在 每 一 维 数 下 都 是 
有 限 生成 的 .分 别 由 
FE., = Hom(C,,F) 和 EE’.,= Hom(C',,F) 
定义 的 链 复 形 8 和 6 是 下 上 的 向 量 空间 . 由 Kiinneth 定理 的 “向 
量 空间 形 式 "( 定 理 58.4) ,存在 一 个 自然 的 向 量 空间 同 构 
中 =n = 万 -全 CH CE ) 一 万 (ECOrE ) 
由 于 名 和 在 低 于 某 一 维 数 时 为 零 , 名 是 自由 的 而 有 旦 在 每 一 维 数 
下 都 是 有 限 生成 的 ,所 以 引 理 60.2 的 证 明 可 以 基本 不 变 地 用 来 证 
明 映 射 96 定义 EcorE 到 Hom(%C9E ,下 ) 的 一 个 向 量 空间 同 构 , 而 且 
开 还 是 一 个 上 链 上 映射 .于 是 定理 成 立 . [ 
系 60.7 令 和 和 YY 是 拓扑 空间 , 设 日 ,( 义 ) 对 每 个 i 都 是 有 
限 生成 的 .如 果 下 是 一 个 域 ,那么 就 有 一 个 自然 的 向 量 空间 的 同 
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构 
Dy (XIF) QIOYIEF) 一 -= H"(X x Y;F). OO 


习 是 


1. 叙述 并 证 明 相 对 奇异 上 同调 中 的 Kiinneth 定理 . (参看 $59 的 习题 
2.) 

2. 计算 下 列 各 个 空间 的 上 同调 群 .你 既 可 以 使 用 Kiinneth 定理 ,也 可 以 
把 万 有 系数 定理 应 用 于 $ 59 习题 5 的 结果 . 

(ah) S:XxP 

(b) PxP’ 

(c) S xL(n,k) 

(d) Li(n,k)}xL(m,?) 

(e) S'xS'xS 

(f) CP xCP 

3. 令 M 是 一 个 n 维 紧 连 通 流 形 且 使 得 H,(M) 宇 Z. 那 么 M 的 同调 群 
和 上 同调 群 之 间 存 在 茶 种 关系 .把 上 题 的 计算 与 你 在 §59 习题 $ 中 所 做 的 
计算 相 比 较 ,以 阐述 关于 这 些 关 系 的 猜想 . 


“人 61 应 用 : 积 空间 的 上 同调 环 


在 上 一 节 , 我 们 定义 了 上 同调 叉 积 并 且 用 它 得 到 了 上 同调 中 
的 Kiirmeth 定理 .本 节 我 们 要 探讨 它 的 者 干 性 质 , 并 用 它 来 获得 
关于 上 同调 环 的 结构 的 信息 . 

我 们 始终 都 是 先 对 带 R 中 系数 的 义 积 来 叙述 我 们 的 结果 , 然 
后 说 明 它 们 对 于 带 (Z,G) 系 数 的 又 积 能 扩大 到 什么 范围 成 立 . 

定义 ”我 们 把 叉 积 定义 为 上 同调 的 同 态 8 和 vy" 的 复合 . 因 
为 这 些 同 态 分 别 是 由 上 链 上 映射 86 和 7 诱导 的 ,所 以 叉 积 是 由 上 和 链 
映射 5。6 诱导 的 .我 们 相应 地 定义 
z ele ee 
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并 且 把 它 称 为 上 链 叉 积 ， 

这 个 运算 可 诱导 出 上 同调 的 叉 积 . 我 们 将 它 计 算 如 下 : 令 和 
三 旋 +0. 如果 了 了 :A 一 XXXY ,那么 

《ce X cyT = 0(0 0 ce) ,rv(T)) 
0 
(cs ms ° To dl(e,,,é,)). 

由 于 这 些 项 中 只 有 一 项 是 非 零 的 ,这 就 是 i= p 的 那 一 项 .于 是 我 
们 推 得 下 列 引 理 ， 

引 理 61.1 上 链 又 积 四 下 列 公式 给 出 : 

ee 和 
《cr rae 了 Ti(es en) Lj 

这 个 结果 对 于 (Z, G) 系 数 也 成 立 . 用 语言 表述 就 是 ,c? xc? 
在 本 上 的 值 等 于 c* 在 工 的 第 一 个 分 支 的 前 面 上 的 值 乘 以 局 在 了 
的 第 二 个 分 支 的 后 面 上 的 值 之 积 ! 

现在 我 们 来 导出 又 积 的 才干 性 质 ， 

定理 61.2 (a) 如 果 A:XXY>YXX 是 颠倒 坐标 的 映射 ， 
那 必 

A":(B xXxoat) = (~ 1) xp. 

(b) 在 晶 "(XXYXZ;RR) 中 ,我 们 有 等 式 (a XB)XyY=ax 
CBR) 

(c) 令 zi:XXY>X 是 射影 映射 . 令 1y 是 环 万 ”( 了 了 ; 民 ) 的 
单位 元 .那么 

x 《一 0 Xl1y. 
类 似 地 有 
Ty (8B) = ye XX 有 . 
证 明 (a) 考虑 链 映射 
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(CDB@.7D) < SXXD 
OD 让 # 


(FDOION, < SFX 鸭 ， 


其 中 我 们 把 w 定义 为 
wc, Oe) = (— Dr(e, Oo cp) 

那么 可 以 验证 w 是 一 个 链 上 映射 . (如 果 没 有 符号 ,那么 它 就 不 是 链 
映射 . ) 正 如 我 们 马上 上 就 要 证 明 的 那样 ,这 个 图 表 直 至 链 同 伦 是 交 
换 的 . 

我 们 知道 链 上 映射 4 和 vy 保持 增 广 而 且 它 们 关于 由 连续 映射 
诱导 的 同 态 是 自然 的 . 容易 验证 w 具有 同样 的 性 质 .考虑 晒 子 

G(X,Y) = KXXx YY), G (KX,Y) = AY) CR AX), 
G(f,8) = (Ff x g)#, G'(f,g) = g# © fe. 

我 们 已 经 证 明 这 些 函 子 是 自由 的 ,而 且 关 于 模 对 象 的 集 族 《= 
1(A, ,A,)| 是 零 调 的 . 因此,G 到 GG 的 任何 两 个 自然 变换 自然 是 
链 同 伦 的 .正如 我 们 所 指出 的 那样 , 链 上 映 映 wm。y 和 y*4 ;是 两 个 这 
样 的 自然 变换 ,因此 它们 是 链 同 伦 的 . 

考虑 对 侦 图 表 


OPCSR) DHTIR) -二 Hom((FI BF 月 全 SX YIR) 
| 7 人 
BVIR) DPAAR) -二 Hom((FP BION, R) SAYX XR), 


其 中 我 们 定义 7 为 

nc RV) et) = (— 1)Yc’? CY ce", 
可 以 验证 这 个 图 表 的 第 一 个 方块 是 交换 的 .第 二 个 方块 直至 上 链 
同 伦 交换 . 因此 ,这 个 诱导 上 同调 的 图 表 实 际 上 是 交换 的 .于 是 ， 
(a) 成 立 . 
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(b) 和 {ce) 的 证 明 可 以 像 (a) 的 证 明 那 样 用 和 零 调 模 论证 方法 进 
行 .然而 ,用 上 链 叉 积 公 式 则 更 容易 .尤其 是 ,车 用 该 公式 则 (b) 的 
证 明 是 平 几 的 . 为 了 验证 (c), 令 x? 是 X 的 一 个 上 闭 链 , 它 代表 
H(X;RR) 的 一 个 元 oa? .那么 a? XxX1y 就 可 由 上 链 z? x z 表示 ,其 
中 > ”是 Y 的 一 个 上 闭 链 , 它 在 Y 的 每 一 个 0 维 奇 异 单 形 上 的 值 
是 1. 如 果 了 T:A, 一 XxY 是 一 个 p 维 奇 异 单 形 , 那 么 我 们 计算 出 

人 
《z ,Ans2° To il(e,)) 
= (x ,x Ty: 1 = (rr (2?),T). 

因此 正如 所 要 证 明 的 那样 ,a? Xx1y = x? (ea?). 对 于 1y Xx 的 证 
明 是 类 似 的 . 口 ] 

我 们 要 特别 指出 的 是 ,所 有 这 三 条 性 质 , 只 要 作 适 当 的 解释 ， 
则 对 于 叉 积 的 其 它 形式 也 成 立 .如果 在 等 式 的 左边 用 (Z,G) 的 系 
数 ,而 在 等 式 的 右边 用 (G ,2Z) 的 系数 ,那么 反 交 换 性 (a) 成 了 并. 旭 果 
系数 群 中 的 两 个 都 是 Z, 或 者 其 中 一 个 是 G ,那么 结合 性 (b) 成 立 . 
如 果 1yE HI(Y),a* EH*(X;G), 那 么 (c) 中 的 第 一 个 语句 为 
真 ,因为 此 时 we X1y€ FP(XXY;G) 而 且 语 句 有 意义 .类 似 的 说 
法 适用 于 1x x 序 . 

这 个 义 积 公式 与 上 积 公式 的 相似 性 或 许 使 你 猜测 到 这 两 者 之 
间 有 着 某 种 联系 .这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 61.3 令 d: 久 一 久 X 久 是 由 d(x) 二 (Xx, 工 ) 给 出 的 对 角 
映射 . 那么 

qd (oar xB)=aUp. 

这 个 公式 对 于 两 种 形式 的 上 同调 又 积 都 成 立 . 

证 明 令 zz? 和 x 分别 是 a? 和 户 的 典型 上 闭 链 . 如 果 荆 ; 
A ,一 X 是 一 个 奇异 单 形 ,那么 我 们 计算 得 

Cd (zt x x),T)= (zr xX zd° TT) 

= (zr ,Ri (可 人 下) ses)) * 
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人 
一 《zz 全 ). 
其 中 我 们 利用 了 xj*d = ix = x2°d 这 个 事实 ， [ 
这 个 定理 应 归于 Lefschetz. 它 最 终 说 明了 为 什么 上 同调 具有 
环 的 结构 ,而 同调 却 没有 这 种 结构 . 同调 和 上 同调 都 具有 又 积 , 但 
是 只 有 在 上 同调 中 我 们 才能 构成 这 个 丸 积 与 由 对 角 映 射 诱导 的 间 
念 的 复合 运算 .在 同调 中 我 们 有 图 表 


H,(X) ® H,(X)— Hy (X x X) > Hy,(X), 
在 这 里 a, 处 于 相反 的 方向 1 
系 61.4 上 积 是 反 交 换 的 . 即 
oo UP = (-1)”8 U a. 
这 个 公式 对 于 上 积 的 两 种 形式 都 成 立 . 
证 明 令 1:XxX- 一 XXX 是 倒 换 坐 标的 上 映射 .那么 "dg= 
4 .于 是 我 们 计算 得 出 
ap UB=d’ (oz xX8)= (Ad)’(arxp) 
= dd’ ((- mp xat)}=(- 8 joa. 口 
现在 我 们 在 积 空 间 的 上 同调 中 计算 上 积 
定理 61.5 在 上 同调 环 昌 "(XXY;R) 中 ,下 列 公式 成 立 : 
(axB)U (a xP)= -Dm (ag Ua)x(BUB'). 
证 明 令 Xj: 外 XY 一 天 和 zy: 久 XY>Y 是 射影 映射 . 
第 一 步 ”我们 首先 证 明 , 当 8 和 a “分 别 是 它们 各 自 的 上 同调 
环 的 单位 元 时 公式 成 立 . 令 z? 是 代表 a 的 上 闭 链 , x? 是 代表 有 的 
上 闭 链 .那么 a XB 由 z? x xz? 表示 .于 是 
2 
i 
= (nit(z?),T. leo ,es)) 
(ai (2),T. A 
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= (x (27) LU ri (x ), TY). 
| 因而 我 们 得 到 所 要 求 的 公式 
| axp =xi (a)Urx (pp)= (ax1ly)U (lx xB). 
| 第 二 步 ”我 们 现在 来 证 明 当 8 和 8 等 于 它们 的 上 同调 环 的 
单位 元 时 公式 成 立 . 由 上 积 的 自然 性 ， 
| es 
| 这 个 公式 说 明 
(axly)U(ae x1y)= (aUea)x1y. 
第 三 步 ” 最 后 ,我 们 来 证 一 般 情 形 .我们 作 计 算得 
(axPUla xB)= (a x1y)U (lx xAU (rn xlr) 
U(x 
= Tl) (ee 1sy) 
U (lx x B)U (1xxB) 
i 
[L 
这 个 定理 使 我 们 能 够 用 H* (XX) 和 互 ”( 了 了 ) 中 的 上 积 运算 来 
计算 上 同调 环 日 (XX x Yi; 及 ) 的 元 素 的 上 积 . 当 上 同调 的 
Kiinneth 定理 成 立 的 情况 下 ,我 们 可 以 更 加 正式 地 叙述 这 个 事实 ， 
正如 我 们 在 下 面 的 定理 中 所 做 的 那样 . 
定义 给 定 和 和 Y, 如 果 BEE(Y,R),a Ee 琴 (CCX;RR), 那 
么 我 们 通过 定义 
(a BU (a 6B) = (- 1)*(alja’)(B8U 8") 
来 对 张 量 积 
H’* (X;R) RE (Y;R) 
赋予 环 的 构造 . 
可 以 验证 这 个 运算 是 完全 确定 的 ,而 且 满 足 环 的 公理 ,特别 是 
对 于 结合 律 符 号 正确 . 
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定理 61.6 设 日 (六 ) 对 所 有 i 都 是 有 限 生成 的 .那么 , 叉 积 

定义 环 的 一 个 单 态 射 
H*(X)COOH’{(Y)— H’ (Xx Y). 
如 果 下 是 一 个 域 ,那么 丸 积 定义 代数 的 同 构 
站 CYSR)=™H (XX YR) L 

例 1 考虑 5” x S” 的 上 同调 环 ,其 中 n,m 之 1. 令 EH 
(S") 和 户 EH”(S” ) 是 生成 元 .那么 H"(S” x S”) 是 自由 的 ,有 是 
秩 为 4, 并 且 以 1xX1,a XxX1,1x 8B,aX 8 为 基 . 正 维 数 元 素 的 唯一 
非 平凡 积 是 (a XxX1)U(l1xB)=ax Pp. 


图 61.1 

当 n= m= 1 的 特殊 情 锅 下 ,这 个 空间 是 环 画 ,这 是 我 们 已 经 
计算 过 的 上 同调 环 .让 我 们 来 画 出 这 些 上 同调 类 . 像 在 图 61.1 中 
那样 用 图 解法 表示 环 面 . 如 果 X 表示 子 空间 apca ,那么 它 的 1 维 
上 同调 的 一 个 生成 元 由 上 闭 链 x = [65,c]" 表示 .因为 射影 映射 
r 是 单纯 映射 ,所 以 上 闭 链 xi (zx! ) 就 是 的 上 闭 链 w' ,如 图 所 
示 . 因 而 这 个 上 闭 链 代表 上 同调 类 a x1. 类似 地 ,在 图 61.2 中 所 
画 出 的 上 闭 链 > 代表 上 同调 类 1x 8, 其 中 有 8 是 由 空间 了 = adea 
的 上 闭 链 [de 所 代表 的 .于 是 , (a XxX1)U(1x8B8)=ax8B, 而 且 
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图 61.2 


这 个 类 生成 厅 (T). 当然 ,这 个 事实 是 我 们 已 经 知道 的 . 

例 2 考虑 P? x P? 的 带 Z/2 系数 的 上 同调 环 . 令 ut 人 耳 
(PP ;Z/2) 是 非 零 元 素 , 那 么 a” = aUea 是 非 零 的 . (参看 8 49 的 习 
题 . ) 由 上 面 的 定理 , 疝 量 空间 五 "(P xx P ;2Z/2) 是 9 维 的 ,并 有 量具 
有 下 列 的 基 元 系 : 

0 维 1x1 

1 维 ax1l,1lxa 

2 维 ow x1,axa,lXxa’, 

3 维 ao*Xa,axXa 

4 维 a*xa 
乘法 表 容易 写 出 来 . 因为 系数 域 是 Z/2, 所 以 不 涉及 符号 的 问题 


习 题 


1. (a) 令 ACX,BCY,. 证 明 如 果 ! 久 x 有 A,A x YY 是 切除 的 ,那么 对 于 
通常 的 系数 集 , 有 一 个 相对 叉 积 . 

H(X,A)O HH(Y,B)-—> HB"(XXx YY,(X Xx B)U (A x Y)), 

(b) 对 于 相对 上 积 证 明定 理 61.3 和 定理 61 .4. 

2. (a) 设 上 同调 义 积 是 如 同 本 节 中 所 定义 的 ,上 积 是 由 公式 a B= 
CaX PB) 定义 的 .利用 丸 积 的 性 质证 明 上 积 运 算是 双 线 性 的 和 结合 的 ,而 且 
类 | = | 起 着 单位 元 的 作用 . 
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(b) 设 上 积 是 如 何在 $ 48 中 那样 定义 的 ,而 且 我 们 用 公式 
axX 有 = x (oa) Ur (8B) 

来 定义 叉 积 ,其 中 zj :XXXxY 和 mm :和 xxYY 是 射影 映射 .试用 上 积 的 
性 质证 肯 叉 积 是 双 线 性 的 和 缩合 的 ,并 证 明 rr (a)=axty 和 ap8=d (Ca 
x 月 ) 

3. 计算 下 列 上 同调 环 : 

(a) H* (SIXS XS ) 

(b) 五 ”(( 了 井 T) XS- ), 其 中 人 是 环 面 . 

(ce) H* ((S! x.S' )#¢(S8° XS)). 
(一 般 ,如果 M 和 NN 是 n 维 连 遂 流 形 ,那么 M#N 是 通过 从 M 和 NN 上 各 控 
去 一 个 维 开 球 并 把 剩 下 的 部 分 沿 着 它们 的 边缘 粘 合 在 一 起 而 得 到 的 .在 我 
们 考虑 过 的 例子 中 ,这 个 流 形 是 (直至 同 胚 ) 完 全 确定 的 .然而 ,正如 我 们 将 看 
到 的 那样 ,这 并 不 是 普遍 成 立 的 , 队 非 我 们 引进 了 “ 定 同 ”的 问题 . ) 

4. 令 M 是 一 个 n 维 紧 连 通 流 形 , 而 且 满 足 条 件 厅 (MI) 伍 民利 用 上 题 
的 结果 提出 一 个 关于 上 积 运算 

H'(M)OH"™(M)— H"(M) 

的 猜想 . 

5. 令 S 表 示 Klein 瓶 , 令 代表 示 环 面 .计算 下 列 上 同调 环 ， 

(aj 万 (Tx S). 

(b) H’* {Tx S;Z2). 
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第 八 章 ” 流 形 上 的 对 侦 


正如 以 前 我 们 曾经 说 过 的 那样 , 流 形 是 最 熟悉 和 最 重要 的 儿 
何 对 象 之 一 .因此 ,我 们 对 于 流 形 所 能 证 明 的 任何 定理 都 可 能 是 有 
用 的 ,不 仅 在 拓扑 学 中 ,而 且 在 微分 几何 和 其 它 数学 分 支 中 都 是 有 
用 的 .对 偶 性 定理 就 是 这 种 定理 的 例子 ， 

我 们 已 经 知道 ,在 任意 一 个 拓扑 空间 的 同调 群 和 上 同调 群 之 
间 存 在 一 种 关系 ,我 们 将 它 表述 为 上 同调 的 万 有 系数 定理 .对 于 流 
形 而 言 ,还 有 另 一 个 这 样 的 关系 , 它 被 表述 为 著名 的 Poincare 对 偶 
定理 . 如果 我 们 认为 万 有 系数 定理 表达 了 同调 和 上 同调 之 闻 的 代 
数 对 偶 性 的 话 , 那 么 Poincaré 定理 实际 上 就 可 以 基本 上 看 作 是 表 
达 了 流 形 的 几何 对 偶 性 .这 种 对 偶 性 并 不 是 对 任意 空间 都 成 立 ,而 
是 特别 依赖 于 流 形 所 具有 的 性 质 . 

在 这 些 几 何 型 对 偶 与 代数 型 对 偶 之 间 存 在 一 定 的 相互 影 啊 ， 
这 种 相互 影响 有 知 于 有 趣 的 应 用 .我 们 将 用 它 来 解决 流 形 上 同调 
环 的 计算 问题 . 

还 有 儿 个 更 进一步 的 对 偶 性 年 理 ,它们 分 别 冠 以 Lefschetz、 
Alexander 和 Pointryagin 的 名 字 . 我 们 将 在 适当 的 时 机 着 手 处 理 
它们 . 所 有 这 些 定理 均 以 这 样 那样 的 方式 涉及 到 流 形 的 代数 拓扑 

我 们 始终 假定 读者 熟悉 局 部 同调 群 ($35). 


3 62 两 个 复 形 的 联接 


本 节 我 们 引进 两 个 复 形 联接 的 概念 并 研究 它 的 若干 性 质 . 
定义 邻 和 LL 都 是 某 个 Euclid 空间 BB 中 的 非 空 复 形 . 今 
s 三 vo"…vn 是 KK 的 一 般 单 形 ,t= xwo…w, 是 世 的 一 般 单 形 . 设 每 
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当 sE 玉 和 EL 时 ,顶点 monyzozw 都 是 独立 的 , 那 
么 我 们 令 
ST 

表示 它们 所 张 成 的 单 形 . 如 果 所 有 单 形 s x* 上 和 它们 的 面 组 成 的 集 
族 是 一 个 单纯 复 形 ,那么 我 们 就 把 这 个 复 形 称 为 K 和 工 的 联接 ， 
并 目 记 为 KxL. 

奉天 由 单个 项 点 wv 组 成 , 则 wv x 工 如 已 经 定义 的 那样 ,就 是 
L 上 的 一 个 锥 .如 果 天 由 两 个 点 组 成 ,那么 K x 上 就 是 L 的 双 角 
锥 ,并 且 记 为 S(L). 一 般 使 Kx 工 存在 的 条 件 在 下 列 引 理 中 
给 出 . 

引 理 62.1 令 扩 和 L 是 FE/ 中 不 相交 的 非 空 复 形 . 

(a) 如 果 天 * 工 存在 ,那么 它 的 可 剂 室 闻 等 于 把 | 开 | 的 点 与 
| 工 | 的 点 连接 起 来 的 所 有 线段 之 并 ,两 条 这 样 的 线段 至 多 在 一 个 
公共 端点 上 相交 ， 

(b) 反之 ,如 果 每 一 对 连接 | 开 | 的 点 与 | 二 | 的 点 的 线段 至 多 在 
一 个 公共 端点 相交 ,那么 氏 #* 工 存在 . 

证 明 第 一 步 ”我 们 证 明 下 列 结 果 ; 令 og = ug 了 0 
是 EE 中 的 一 个 单 形 ,那么 og 等 于 连接 ;= wo…w, 的 点 与 1 = wp… 
ws 的 上 操 的 所 有 线段 之 并 ,两 条 这 样 的 线段 至 多 相交 于 一 个 公共 
内 点 .而 且 Into 等 于 连接 Ints 的 点 与 Intt 的 点 的 所 有 开 线 段 
的 并 . 

这 个 结果 甸 在 $1 作为 一 个 习题 给 出 过 .在 这 里 我 们 给 出 一 
个 证 明 . 

让 我 们 首先 证 明 关 于 Inte 的 陈述 . 设 p = 和 iz+(1- 0))y, 其 
中 0 过 A 过 1, 并 且 xz Ints,y E€ Intt. 那 么 x = Daiv; yy = 


> Bw; ,其 中 ts > 0,8 > 0, 而 且 >，a 一 > 一 1 .因此 
p= >i(ia)m + > (1 — A)Bw,, 


其 中 各 系数 均 为 正 数 而 且 它 们 的 和 为 1. 因而 p 在 Intoe 中 . 反 过 
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来 , 设 思 纪 Into ,使 得 
p= >》 iT 十 > to 
其 中 7 >0,8 >0 且 > Yi+T> 0 =1. 置 = 》 ya = 方 作 ， 
B = 1 (1 一 4), 那么 
p = A aiv 二 (1 一 A) >, Broi， 

因而 p 位 于 一 条 连接 Ints 的 一 点 和 Intz 的 一 点 的 线段 的 内 部 . 

现在 我 们 证 明 关 于 ce 的 陈述 .由 于 6 是 凸 的 ,所 以 它 包 含 连 
接 s 的 点 和 z 的 点 的 所 有 线段 . 反 过 来 , 设 zEa 而 且 它 赋 不 在 
中 也 不 在 t 中 ,那么 z 在 6 的 一 个 既 与 s 有 公共 点 又 与 有 公共 点 
的 面 o 的 内 部 . 由 上 一 段 的 结果 知道 ,xz 位 于 连接 c 站 :的 点 与 
5 站 :的 点 的 一 条 开 线 段 上 . 

最 后 ,我 们 证 明 这 些 线 段 中 的 任何 两 条 至 多 在 一 个 公共 端点 
相交 .假设 p 是 一 个 在 两 条 这 样 的 线段 上 的 点 , 即 p 等 于 


A av +t (1— a2) Bw = A Daw +t (1 — 4) pw,, 
其 中 0 之 4,X 二 1,a; 宇 0,B 宇 0,a 守 0,8 宇 0 而 生 》a= > 有 
= a = 3p, = 4. 由 于 在 这 个 等 式 两 边 的 系数 和 都 等 于 1, 所 
以 我 们 从 o 的 顶点 的 独立 性 推出 

Ma; 三 人 ea ，， 
(1 -AB = (1- 4)8. 
对 其 中 的 第 一 个 等 式 求 和 , 则 我 们 看 到 4 = .如 果 4=0 或 者 4 = 
1 ,那么 六 是 每 条 线段 的 一 个 端点 .否则 ,这 两 个 等 式 芍 涵 着 a; = 
a'; 和 局 = 8' ,于 是 两 条 线段 重合 ， 
第 二 步 ”现在 我 们 证 明 (a). 考虑 互 不 相同 的 线段 zy 和 x'y ， 

其 中 ， 

TE Ints, x Ents, s,s EK:; 

yEIntt, vy EIntt, t,t EL. 
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由 于 线段 zy 的 内 部 在 Int(s * z) 中 ,所 以 我 们 有 包含 关系 
xy C(Ints) UU (Intts ¥* £)) LU (Intz), 
ry C{Ints) Ul (Int(s *# )) UU (Intz’ ). 

因为 K x 上 是 一 个 复 形 ,所 以 当 s 关 s 且 t 关 +t 时 这 六 个 开 单 形 是 
互 不 相交 的 .如 果 s==s 而 t+ 关 1 ,那么 它们 只 在 集合 Ints 中 相交 ， 
因而 线段 至 多 在 端点 x ,x 相交 . 若 s 关 s 而 + 二 + ,那么 线段 至 多 
相交 于 端点 y,y .最 后 , 若 ;=s 且 t=z ,那么 从 第 一 步 知道 , 线 
段 至 多 相交 于 一 个 公共 站 点 . 

第 三 步 ”我 们 证 明 (b). 我 们 首先 证 明 , 寿 vo*… vw, EK ,wo… 
Wh ,那么 各 后 DO， 是 线性 无 关 的 .考虑 把 
A ,1 贞 人 已 中 的 线性 映射 

[= [vw Ur, Ts ). 
这 个 映射 把 每 一 条 连接 so…e。 的 点 到 es 的 点 的 线段 
线性 地 映射 到 一 条 连接 vo… wv 的 一 点 到 wo… vw 的 一 点 的 线段 
上 .那么 由 假设 ,! 是 单 财 . 因此, 这些 点 所 张 成 的 平面 必定 是 m+ 
2 二 1 维 的 ;否则 ,线性 映射 /不 可 能 是 单 射 . 因此 , vo,…, v,， 
zu0 ;tw 是 独立 的 . 

由 此 可 知 色 * 工 存在 .因为 若 并 * 工 的 两 个 单 形 有 相交 的 内 
部 ,那么 单 形 必 然 上 共有 sxt 的 形式 . Ints x z 的 每 一 点 在 连接 | 天 | 
的 一 点 到 | 志 | 的 一 点 的 一 条 开 线 段 上 .如 果 Ints *t 和 JInts #< 志 
相交 ,那么 两 条 这 样 的 开 线 段 必然 相交 . 如果 Ints x 上 与 Ints 相交 
于 一 点 y, 屠 么 y 位 于 这 样 一 条 线段 的 内 部 而 且 是 另 一 条 线段 的 
端点 .类 似 地 ,车 Ints * 上 与 Intt 相交 于 一 点 ,结果 也 是 这 样 .这 些 
情形 中 的 每 一 种 均 与 假设 矛盾 ， [ 

设 太 和 LL 都 是 复 形 ,但 是 它们 在 Euclid 空间 中 并 不 处 于 使 得 
六 * 工 有 定义 的 情况 .那么 我 们 可 以 求 出 分 别 同 构 于 天 利 工 的 复 
形 K。 和 上 L。 使 得 Ko * 工 有 定义 ,例如 ,对 于 某 个 指标 集 J 本, 我们 
可 以 取 K。 和 上。 是 标准 单 形 A 的 互 不 相交 的 子 复 形 . 

引 理 62.2 设 反 * 革 存在 并 且 设 民 是 局 部 有 限 的 .那么 由 
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fyt) = (lt)rti+iy 
定义 的 映射 

Ax; IKIxILIxXI—IK*L| 
是 一 个 商 映 射 .对 于 每 个 TE1IKI 和 vyE|IL|, 它 把 zx|L|x0 场 
缩 到 一 点 且 把 | 民 | xyx1 南 缩 到 一 点 , 除 此 之 外 , 它 是 1-1 的 . 

证 明 |1K|1x1L|xI 的 拓扑 关于 子 空间 oc Xxr XxI 是 凝 案 
的 ,其 中 cE K,rEL .为 了 证 明 这 个 事实 ,我 们 应 用 $3 20 的 结果 . 
I 工 | x 了 的 拓扑 关于 子 空间 zr x I(rEEL) 是 凝聚 的 .因为 |K | 是 局 
部 紧 的 Hausdorff 空间 ,因而 |K|x|L|x1 的 拓扑 关于 子 空间 
[下 | xzrx 了 是 凝聚 的 . 反 过 来 ,因为 zx 了 是 局 部 紧 的 Hausdorff 
空间 (实际 上 是 紧 的 ), 因 而 |K| xzx 的 拓扑 关于 子 空间 ca Xx 
rxI(tocEK,rEL) 也 是 凝聚 的 .因而 A 在 1K1x|L|xI 中 是 闭 
”的 , 当 且 仅 当 它 与 每 个 空间 cx r xT 的 交 在 该 空间 中 是 闭 的 . 

由 于 由 定义 ,x 作为 o xt xT 到 oc * r 上 的 映射 是 连续 的 . (两 
者 都 是 Euclid 空间 的 子 空间 , ) 而 且 cx*r 到 | 并 * 工 | 中 的 包含 映 
射 是 连续 的 .因而 x |,x .x1 是 连续 的 .因为 |K|x1L|xIT 的 拓扑 
关于 这 些 子 空间 是 凝聚 的 ,所 以 x 是 连续 的 . 

为 证 明 x 是 商 映 射 , 设 x '(C) 在 [KI|x |L|xI 中 是 闭 的 . 那 
么 它 与 oxXtXI 的 交 是 财 的 并 香 因 此 是 紧 的 ,我 们 推出 C 门 (cx r) 
是 紧 的 ,并 因此 是 财 的 .由 此 C 在 K*L 上 中 是 财 的 . 

从 引 理 62.1 可 知 ,x 恰好 实现 了 所 指出 的 粘 合 . 口 

系 62.3 设 KxL 和 Mx*N 都 有 定义 ,其 中 开 是 局 部 有 限 
的 .如 果 | 玫 | 之 NI 那么 | 玫 * 工 |s1AMxNI 

证 明 因为 |K| 是 局 部 紧 的 ,所 以 | M| 也 是 局 部 紧 的 . 因此 
M 是 局 部 有 限 的 .如果 产 :| 攻 | 一 |MI 和 :| 工 | 一 | 都 是 同 肘 ， 
那么 hxXkxi 通 过 上 述 引 理 中 所 指出 的 商 映 射 诱导 | * 工 | 与 
1M x N | 的 一 个 同 胚 , 它 在 1K1 上 等 于 ,在 |LI1 上 等 于 上 .， 醒 

引 理 62.4 令 J,K,L 都 是 复 形 .假定 J*K 和 (J * KK)xL 
存在 .那么 J * K 一 Kx*J] 且 (J *K)xL=Jx*(Kx*L). 
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证 明 定义 的 对 称 性 说 明 J* K = K x*J. 类 似 地 ,如 果 (J x* 
KK)* 上 有 定义 ,那么 对 于 v0-…o, El,wo weEK,xo'"xEL 
来 说 ,各 点 


VC 
是 独立 的 ,而 且 它 们 所 张 成 的 单 形 的 集 族 连同 这 种 单 形 的 面 一 起 
构成 一 个 复 形 . 而 这 恰好 是 复 形 J* (K x 工 ). [ 


定理 62.5 假设 反 * 工 存在 , 若 | 工 | 这 SS ,那么 对 所 有 i， 
H.,,(K 上)】 衬 H.(K). 

证 明 在 =1 的 情形 ,|L | 由 两 点 组 成 ,而 且 复 形 Kx*L 恰 
好 就 是 KK 的 双 角 和 锥 .所 论 同 构 的 存在 性 是 Mayer-VYietoris 序列 的 
一 个 推论 , (参看 定理 25.4.) 

一 般 我 们 假设 定理 在 n 维 时 成 立 , 并 和 且 来 证 明 它 在 nx+1 维 
时 成 立 . 

鉴于 系 62.3, 只 要 证 明和 定理 对 于 其 空间 同 胚 于 S 的 任何 具 
体 复 形 工 成 立 就 行 了 .选取 一 个 复 形 了 使 得 |Jls*S ,而 且 令 工 = 
Jx* {rwo ,rl 是 J 的 一 个 双 角 锥 .那么 容易 看 出 |L | 二 5S” .于 是 


H,(k) FH,,(K*]) 由 归纳 假设 ， 
兰 Hy ((K# 了) x [vwo ,wi}) 如 早已 指出 的 ， 
= 由 引 理 62.4. 口 


现在 我 们 应 用 这 些 结果 来 研究 任意 单纯 复 形 的 局 部 性 质 ， 

定义 令 是 复 形 天 的 一 个 单 形 .s 在 天 中 的 星 形 , 记 为 
Sts ,是 天 的 以 * 为 面 的 所 有 单 形 的 内 部 之 并 . Sts 的 闭 包 记 为 Sts， 
它 是 天 的 以 * 为 面 的 所 有 单 形 的 并 ,并 且 称 之 为 在 到 中 的 闭 星 
形 .s 在 并 中 的 链 环 , 记 为 Lks, 是 开 的 在 Sts 中 但 不 与 ; 相交 的 
所 有 单 形 之 并 . 

当 * 是 一 个 顶点 时 ,我 们 已 经 给 出 过 这 些 定 义 . 参 看 $2. 

一 般 , 若 = vo…w, ,那么 Sts 是 |K | 的 一 个 开 子 集 , 它 是 由 在 
vo ，… vw。 中 的 每 个 顶 上 其 重心 坐标 全 为 正 的 那些 后 xz 组 成 的 . 即 
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Sts = Stvg 人 … 人 Stv,. 

请 注意 到 ,Sts 是 由 天 的 所 有 形 如 sx 1 的 单 形 组 成 的 ,而 且 ， 
的 链 环 等 于 这 种 单 形 的 所 有 面 上 的 并 .因而 集合 Sts 和 集合 Lks 
都 是 K 的 子 复 形 的 可 前 空间 .我 们 常常 用 记号 Sts 和 Lks 既 表示 
这 些 复 形 ,也 表示 它们 的 可 谢 空 间 . 

例 1 在 图 62.1 所 画 出 的 2 维 复 形 中 ,顶点 g 的 链 环 由 六 边 
形 abcdefa 和 顶点 h 组 成 .1 维 单 形 ag 的 链 环 由 两 个 顶点 6 和 
组 成 .顶点 h 的 链 环 是 山上 后 g， 


b 了 


图 62.1 图 62.2 


在 图 62.2 中 画 出 的 3 维 复 形 中 ,1 维 复 形 fg 的 链 环 是 五 边 
形 己 = abcdea ,而 顶点 了 的 链 环 是 锥 已 * g.1 维 单 形 ab 的 链 环 是 
1 维 单 形 万 .顶点 a 的 链 环 是 2 维 单 形 hfg 和 efg 的 并 . 

当 我 们 证 明 下 列 引 理 时 ,要 把 上 面 的 例子 牢记 心中 . 

引 理 62.6 令 氏 是 一 个 复 形 , 令 了 是 开 的 一 个 单 形 .那么 

Sts = s*Lks, 
Sts — Sts = Bds * Lks. 
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请 注意 到 ,在 这 里 我 们 把 *,Bds 和 Lks 不 仅 看 作 |K | 的 子 空 
闻 ,而 且 也 看 作 K 的 子 复 形 .为 了 使 这 些 等 式 即使 在 Lks 或 Bds 
为 空 集 时 也 能 成 立 ,我 们 约定 对 所 有 K,K x* = 名 x*xK=K. 

证 明 第 一 个 等 式 直 接 从 定义 得 出 .Sts 是 KK 的 所 有 形 如 sx 
it 的 单 形 之 并 .Lks 是 这 种 单 形 的 所 有 面 上 之 并 . 

另 一 方面 ,如 果 KK 的 一 个 单 形 在 Sts 中 ,但 不 在 Sts 中 ,那么 
它 必 人 然 是 s x* 的 一 个 形 如 y * 的 面 ,其 中 是; 的 一 个 真 面 ,而 
1 是 上 的 一 个 面 .由 于 :在 Lks 中 ,所 以 zt 也 在 其 中 .因此 ,s x 
在 Bds * Lks 中 . 反 过 来 ,这 种 形式 的 每 一 个 单 形 在 Sts 中 但 不 在 
Sts 中 . 国 
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1. 令 :表示 图 62.2 中 的 单 形 应 . 试 描述 s *Lks,s * Bds 和 Bds * 
Lks. 
2. 着 叉 和 YY 是 拓扑 空间 ,让 我 们 定义 Xx Y 是 通过 把 每 个 集合 x x 
Y x0 等 同 于 一 个 点 ,把 每 个 集合 区 x yx1 等 同 于 一 个 点 而 得 到 的 关 xY 
x 本 的 商 空间 . 
(a) 证 明 上 映射 
i(x) = xxYxO0O 和 jty) = Xxyxl 
分 别 定义 和 和 站 到 Xx* Y 中 的 柑 人 . 
(b) 证 明 : 若 XesX ,YY ,那么 入 YX 
(c) 证明: 和 xx YY 义 . 
“3. 证 明 ; 存 在 一 个 分 可 的 短 正 合 序 列 
0O—> Hu(X*xY)—H,(Xx YH,(X)®EH,(Y)—»0. 
“ 4. 证 明 ;(XXx Y)* Zs 入 x (Y#2Z).| 提 示 ; 那 种 “显然 的 ”证 明 是 无 
效 的 ,你 可 以 证 实 商 映 射 
(KX Yx TI)xXZxX Do— (XY)x ZX LD,— (Xx YY)x*2Z, 
Xx(YxXZxL)xTI-— Xx(Y*xZ)xI— X*(Y*x2) 
能 够 完成 不 同 的 粘 合 . 而 在 空间 Xx Yx 2Zx A, 中 引进 下 列 关 系 ， 
(yz TV) WE E182, 
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(TY RW ~ (TY 2) WE epe2, 
(Ty) 一 《人 ye WO WE g081. 
令 殉 是 商 空间 ; 令 x 是 商 上 映射 . 令 FT XI>A 把 上 x 线性 地 映射 到 从 
iEeosi 三 [0,1] 到 ee 的 线段 上 .证 明 
id Xf 


J Ts XxYxZxAhb—=W 
完成 与 上 面 的 商 上 映射 中 的 第 一 个 同样 的 类 合 , 推 类 W 同 及 于 (Xx Y)*Z. 
证 明 三 还 同 夭 于 多 x*(Y x 2).] 


$63 同调 流 形 


本 节 我 们 将 定义 同调 流 形 并 导出 它们 的 若干 局 部 性 质 .除了 
其 它 一 些 拓 扑 空 间 之 外 ,同调 流 形 类 还 包括 所 有 拓扑 流 形 ,因而 它 
是 一 种 广泛 而 重要 的 空间 类 , 可 前 分 的 同调 流 形 将 是 各 种 对 偶 性 
定理 所 涉及 的 基本 对 象 . 

为 了 方便 起 见 ,在 本 节 中 我 们 将 论述 相对 同调 流 形 的 情形 , 尽 
管 一 直到 $ 70 我 们 才 证 明 相 对 情况 下 的 对 偶 定 理 . 

约定 ”在 本 章 中 我 们 将 经 常 涉 及 到 可 剂 分 空间 .如 果 X 是 带 
有 一 个 特定 三 角 谢 分 的 可 前 空 间 ,那么 我 们 将 经 党 混用 记号 ,对 于 
空间 和 剖 分 它 的 复 形 不 作 记 号 上 的 区 分 .例如 ,我 们 可 能 指 的 是 
(空间 )X 的 一 点 ,或 者 是 ( 复 形 )X 的 一 个 单 形 .但 是 在 每 种 情况 
下 ,由 上 下 文 会 把 真正 含义 区 分 清楚 . 

定义 ”对 于 一 个 拓扑 空间 偶 (X,4) 来 说 ,如 果 X 的 每 一 个 
不 在 A 中 的 点 工 , 局 部 同调 群 H,( 久 ,一 x), 当 i1 关 nn 时 为 零 , 而 
当 i=n 时 是 无 限 循 环 群 ,那么 我 们 把 拓扑 空间 偶 ( 久 ,A ) 称 为 n 
维 相对 同调 流 形 . 在 A 是 空 集 的 情况 下 ,我 们 就 把 简称 为 n 维 
同调 流 形 . 

如 果 M 是 一 个 维 带 边 流 形 , 那 么 侦 (M ,BdM) 是 一 个 维 
相对 同调 流 形 . (参看 § 35. ) 更 一 般 地 , 若 (X,4A) 是 任何 一 个 使 得 
X-A 是 ” 维 流 形 的 偶 , 那 么 (X,A) 是 2” 维 相对 同调 流 形 . 

于 是 ,如 果 (X,A) 是 一 个 可 齐 分 的 ” 维 相 对 同调 流 形 ,那么 
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X 的 局 部 同调 性 质 反 映 在 X 的 单 形 的 链 环 的 同调 群 中 . 这 种 联系 
由 下 列 引 理 给 出 . 

引 理 63.1 邻 : 是 复 形 K 的 一 个 k 维 单 形 ; 令 s 是 它 的 重 
心 .那么 
H, ,1 (Lks) 车 Lks 关 0， 
H,(s,Bds) 若 Lks 三 2. 

证 明 如果 Lks= 名 ,那么 ;不 是 K 的 其 它 任何 单 形 的 面 . 因 
此 Ints 在 |K| 中 是 开 的 .由 此 可 知 

HCIKI, IKI- s) EH(s,s - s) EH,(s ,Bds). 

由 切除 性 ,第 一 个 同 构成 立 ,而 第 二 个 同 构成 立 是 因为 Bds 是 * - 
5 的 变形 收缩 核 . 

现在 设 Lks 夭 好. 因为 * 的 重心 在 开 集 Sts 内 ,所 以 我 们 可 以 
切除 Sts 的 余 集 而 得 到 一 个 同 构 

H(IKI, IKI- s) 之 H.(Sts,Sts — #). 

从 关于 凸 集 的 基本 结果 我 们 知道 |*| = | 3 * Bds | ;从 引 理 62.2 可 
以 可 到 


H(IKI, IKI- s) -1 


IStsl| =|s*Lks|=|s xBds*Lks|. 

(由 我 们 的 约定 ,即使 Bds 是 空 的 ,这 些 等 式 也 成 立 .) 

由 此 可 知 ,1St s | 是 零 调 的 ,因为 它 是 一 个 以 ;为 顶点 的 锥 . 
于 是 如 采 我 们 删 去 锥 的 项 抬 , 那 么 现下 的 部 分 就 能 通过 一 个 变形 
收缩 而 袁 缩 到 锥 的 底 上 . (参看 引 理 35.5. ) 特 别 是 ,|Bds * Lks| 是 
St s - 5 的 变形 收缩 核 .我 们 可 以 推出 

H(IKI, IKI- SH(Sts,Sts -~ s) H(ts - s) 

~ Hi(Bds * Lks) > Hi (Lks). 

当 Bds = 纪 时 最 后 一 个 同 构 是 一 个 等 式 ,在 此 情况 下 &=0; 而 在 
其 它 情况 下 ,由 定理 62.5 可 知 这 个 同 构 成 并 ,这 是 因为 Bds 在 拓 
扑 上 是 一 个 & 一 1 维 球面 . Ll 

定理 63.2 令 (X,A) 是 一 个 可 剂 分 的 1 维 相 对 同调 流 形 . 
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令 s 是 义 的 一 个 不 在 和 A 中 的 维 单 形 .如 果 Lks 是 空 集 , 那 么 开 = 
n; 如 果 Lks 非 空 ,那么 它 具 有 n 一 上 一 1 维 球面 的 同调 ,其 中 一 上 
一 1 实 0,. 不 论 哪 种 情况 发 生 , 均 有 上 三 n. 

证 明 由 于 ;不 在 A 中 , 故 其 重心 * 在 X-A 中 .因此 ,在 ?> 
维 情况 下 ,X 在 * 处 的 局 部 同调 群 是 无 限 循 环 的 ,而 在 其 它 情况 下 
为 零 . 

如 果 Lks 是 空 的 ,那么 由 上 面 的 引 理 , H.,(s,Bds) 宇 HH,(X， 
X- 3), 它 是 非 平凡 的 .因此 dims = .如果 Lks 是 空 的 ,那么 它 
的 诱导 同调 在 n -RE-1 维 是 无 限 循环 的 ,而 在 其 情况 下 为 零 . 万 
其 是 ,这 就 蕴涵 着 2 一 有 一 1E0 或 者 到 志 革 . 吕 ] 

系 63.3 令 (X,4) 是 可 齐 分 的 了 维 相 对 同调 流 形 . 

(a) 了 一 A 的 闭 包 等 于 n 维 单 形 的 并 . 

(b) 和 的 每 一 个 不 在 A 中 的 nn 一 1 维 单 形 s 恰好 是 苹 的 油 个 
n 维 单 形 公 共 面 ， 

证 明 (a) 令 ;是 XX 的 一 个 不 在 A 中 的 & 维 单 形 .上 面 的 定 
理 说 明志 n ,如 果 上 有 达 n ,那么 Lks 是 一 个 n 一 上 一 1 维 同调 球面 ， 
因而 它 包含 一 个 n 一 一 1 维 单 形 1 .于 是 s 是 nn 维 单 形 sx: 的 一 
个 面 . 

(b) 如 果 是 X 的 一 个 不 在 A 中 的 mn 一 1 维 单 形 ,那么 Lks 
是 一 个 0 维 同调 球面 ,由 于 Sts 是 维 的 而 且 Sts = s x Lks, 所 以 
复 形 Lks 必然 是 0 维 的 .这 意味 着 Lks 恰 有 两 个 点 组 成 . 因此 (4b) 
成 立 . 口 

这 个 定理 说 明 ,一 个 可 剂 分 的 n 维 相对 同调 流 形 (X, A ) 满 足 
相对 伪 流 形 定义 中 的 前 两 个 条 件 . (关于 伪 流 形 的 定义 可 参看 § 43 
的 习题 . ) 如 果 空 间 X 一 A 是 连通 的 ,那么 (X, 有 A) 也 满足 第 三 个 条 
件 .关于 这 个 事实 的 证 明 概 括 在 习题 中 .正如 我 们 将 看 到 的 那样 ， 
它 也 可 以 从 对 偶 性 定理 导出 . : 

例 1 令 X 是 一 个 环 面 了 与 一 个 2 维 球 面 S$ 的 不 交 并 ; 令 
S(X) 是 X 的 双 角 锥 ; 令 A = vw, wil 由 双 角 锥 的 项 点 组 成 . 参 
看 图 63. 1. 那么 (4S(X),4A) 是 一 个 3 维 相 对 同调 流 形 , 因为 
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S(X) 一 A 同 胚 于 XxX( 一 1,1), 而 后 者 是 一 个 3 维 流 形 . 子 空间 
(S(T), A) 和 (S(S ) ,4A) 也 是 
3 维 相对 同调 流 形 , 而 且 它 们 还 
是 3 维 相对 伪 流 形 . 空间 S(S’) 
是 3 维 同调 流 形 , 但 空间 S(T) 
不 是 .因为 wo 在 S(T) 中 的 链 
环 不 是 2 维 同 调 球 面 ,而 是 一 个 
环 面 . 

例 2 我 们 通常 所 画 的 关于 
流 形 的 插图 也 许 会 引导 你 猜测 
到 下 列 结 果 : 如 果 AM 是 一 个 可 图 63.1 
前 分 的 2 维 拓 扑 流 形 , 那 么 M 的 每 一 个 & 维 单 形 的 链 环 是 一 个 
n 一 上 一 1 维 拓 站 球面 . 

例如 ,这 个 结果 对 于 2 维 流 形 的 通常 三 角 剂 分 确实 成 立 ,1 维 
单 形 的 链 环 是 0 维 球面 ,顶点 的 链 环 是 1 维 球面 . 这 个 猜想 是 一 个 
长 期 巧 而 未 决 的 问题 ,并且 是 直到 最 近 才 以 否定 的 形式 得 以 解决 . 
R*'D': Edwards 在 5 维 情 况 下 给 出 了 一 个 反例 ,其 细节 是 相当 复 
杂 的 . 

例 3 确实 存在 着 不 是 拓扑 流 形 的 n 维 同调 流 形 . 我 们 可 以 
概述 这 种 流 形 的 构造 ,但 其 证 明 要 用 到 我 们 未 曾 研究 过 的 工具 . 

我 们 所 需要 的 基本 事实 是 ,存在 一 个 可 前 分 的 3 维 紧 流 形 
AM, 它 是 一 个 3 维 同 调 球面 ,但 是 它 的 基本 群 x (M) 不 为 零 . 这 种 
构造 可 在 文献 [S-T] 中 找到 . M 的 基本 群 是 正二 十 面体 群 . 

现在 我 们 构成 双 角 锥 SCM) = M x {xw6 ,wi| .这 个 空间 是 一 
个 4 维 同调 流 形 : 因 为 SCM) 一 {rwo6, wi! 国有 于 4 维 流 形 M x 
(一 1,1), 所 以 局 部 同调 条 件 除 了 可 能 在 双 角 锥 的 顶点 出 现 例外 ,在 
其 它 所 有 点 上 均 被 满足 .由 于 Lkrwo =Lkrol = M ,而且 M 是 一 个 
3 维 同调 球面 ,所 以 局 部 同调 条 件 在 wo 点 和 w 点 也 被 满足 . 

然后 我 们 需要 单独 论证 来 证 明 在 一 个 可 放 分 的 = 维 拓扑 流 
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形 上 ,每 个 顶点 的 链 环 ,虽然 它 可 能 在 括 扑 上 不 是 n 一 1 维 球面 ， 
但 是 它 必定 具有 n 一 1 维 球面 的 伦 型 .由 于 x (MM) 关 0, 所 以 M 
不 可 能 有 3 维 球面 的 伦 型 ,因而 SCM) 不 可 能 是 4 维 拓扑 流 形 . 


习 题 


下 列 习 题 中 的 每 一 道 题 均 依赖 于 它 前 面 的 一 道 题 . 

1. 令 (X,A) 是 三 角 剂 分 的 空间 偶 . 设 对 于 X 的 每 一 个 不 在 A 中 的 & 维 
单 形 都 有 : (i) kn, (让 当 衣 之 nn 时 ,HH,(Lks) 宇 BH,(S"* !). 证 明 ( 久 ,A) 是 
一 个 xn 维 相 对 同调 流 形 . 

2. 令 (X,AA) 是 一 个 可 剂 分 的 n 维 相 对 同调 流 形 . 若 S 是 X 的 一 个 不 在 
A 中 的 上 维 单 形 并 且 上 < 2 .证 明 Lks 是 一 个 n 一 -1 维 同调 流 形 .| 提 示 : 将 
Lks 看 作 X 的 子 复 形 . 然后 当 1 ELks 时 证 明 Lk(f,Lk(s, XX)) = Lk(t x 5， 
三 ). 

3. 定理 令 ( 了 ,A) 是 一 个 可 训 分 的 n 锥 相对 同调 流 形 ,而 且 义 -A 是 
连通 的 .那么 (及 ,AA) 是 一 个 nn 维 相 对 悄 流 形 ， 

[提示 ; 当 n=1 时 结果 是 平凡 的 .假设 当 维 数 低 于 n 时 结果 成 立 . 如 果 
对 于 每 一 个 n ,都 及 的 一 系列 不 在 A 中 的 维 单 形 
使 得 e 站 ai 是 一 个 不 在 A 中 的 nn 一 1 维 单 形 , 那 么 我 们 定义 c 一 ca 全 筷 
是 一 个 等 价 类 的 元 素 之 并 ; 令 X, 是 其 余 等 价 类 的 元 素 之 并 . 令 * 是 复 形 六 
的 一 个 单 形 使 得 ;让 A 和 5s 己 下 门 玉 .车 丰 = dims ,那么 之 n 一 1; 证 明 Lks 
是 一 个 nn 一 一 1 维 伪 流 形 .推断 Sts 的 每 两 个 维 单 形 都 是 等 价 的 .] 

4. 系 令 ( 久 ,A) 是 可 剖 分 的 n 维 相 对 同调 流 形 .若是 处 的 一 个 不 在 
太 中 的 音 形 ,那么 Lk&s 是 一 个 有 限 复 形 .[ 提 示 : 如 果 下 是 一 个 mm 维 仿 流 形 且 
HH ( 革 ) 尖 0 ,那么 X 必定 是 有 限 的 . ] 


$ 64 ”对 偶 块 复 形 


为 了 简单 起 见 , 在 以 下 的 几 节 中 我 们 将 只 限于 考虑 ” 维 同 调 
流 形 X 的 情况 .我 们 所 使 用 的 方法 以 后 在 考虑 相对 同调 流 形 的 情 
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况 时 将 会 青 次 出 现 . 

与 可 三 角 剖 分 的 同调 流 形 X 相关 的 还 有 一 种 划分 , 它 将 六 
划分 成 一 些 子 集 ,这 些 子 集 是 (或 几乎 是 ) 开 胞 腑 ,使 得 X 成 为 一 
个 正则 (或 几乎 正则 的 ) 胞 腔 复 形 .这些 子 集 实际 上 并 非 真正 的 拓 
扑 胞 腔 ,只 不 过 是 同调 胞 腔 .由 于 不 能 把 它们 称 作 “ 胞 腔 ”, 而 又 缺 
乏 一 个 更 好 的 术语 ,因而 我 们 将 称 之 为 * 块 ” 而 且 我 们 将 把 这 些 块 
的 集 族 称 为 X 的 对 偶 块 分 解 . 恰 似 对 于 胞 腔 链 复 形 那 样 ,与 这 个 
块 复 形 相伴 的 也 有 一 个 链 复 形 . 它 能 够 用 来 计算 X 的 同调 和 上 同 
调 .我 们 将 把 它 称 为 "对 偶 链 复 形 ”; 它 在 证 明 对 偶 性 定理 中 将 是 一 
个 至 关 重 要 的 工具 . 

定义 令 X 是 一 个 局 部 有 限 单纯 复 形 , 令 sdX 表示 它 的 首次 
重心 重 分 .sdX 的 单 形 具 有 下 列 形式 
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其 中 o > >…>o; .由 于 sdX 的 每 个 顶点 均 为 X 的 某 个 单 形 


的 重心 ,故我 们 可 按 X 的 单 形 的 维 数 递增 的 次 序 对 X 的 顶点 赋予 
偏 序 .这 个 偏 序 在 sdX 的 每 一 个 单 形 上 诱导 一 个 线 序 . 给 定 X 的 
一 个 单 形 c, 则 sdX 的 所 有 以 为 初始 顶点 的 开 单 形 之 并 恰好 是 
Intc .我 们 定义 D(o) 为 sdX 的 所 有 以 o 为 最 后 一 个 顶点 开 单 形 
之 并 .我 们 把 这 个 集合 称 为 对 偶 于 v 的 块 . 

块 D(c) 所 起 的 作用 类 似 于 CW 复 形 的 开 胞 腔 的 作用 .我 们 
把 D(c) 的 闭 块 五 (c) 称 为 对 偶 于 v 的 闭 块 . 它 等 于 sdX 的 以 c 为 
初始 顶点 的 所 有 单 形 的 并 ; 它 是 sdX 的 一 个 子 复 形 的 可 前 空间 ， 
我 们 令 DD(o)=D(o)- D(o). 

例 1 令 XX 是 图 64.1 中 所 画 出 的 2 维 复 形 . 复 形 sdX 用 虚 
线 标 出 . 对 偶 于 任何 2 维 单 形 e 的 块 由 其 重心 单独 组 成 . 对 侦 于 
1 维 单 形 ;= ab 的 块 D(ab) 由 其 重心 ;和 把 * 与 以 ab 为 面 的 两 
个 三 角形 的 重心 连接 起 来 的 两 条 开 线段 组 成 . 对 侦 于 顶点 e 的 块 
是 图 中 所 示 的 阴影 区 域 ;相应 的 闭 块 由 此 区 域 加 上 它 的 边界 构成 . 
请 注意 到 这 样 一 个 有 趣 的 事实 , 这 就 是 , 户 (e) 是 较 低 维 的 块 
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Dts;) 当 s; 名 历 以 e 为 面 的 所 有 1 维 单 形 和 2 维 单 形 时 的 并 . 正 


例 2 令 X 是 图 64.2 中 所 画 出 的 复 形 . 它 是 多 边 形 cdefe 与 
线段 6 的 联接 .你 可 以 在 心中 想像 出 复 形 sdX 的 样子 . 对偶 于 
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X 的 每 一 个 3 维 单 形 的 块 是 它 的 重心 . 对 偶 于 2 维 单 形 apc 的 闭 
块 由 连接 abc 的 重心 与 以 abc 为 面 的 两 个 3 维 单 形 的 重心 的 两 条 
线段 组 成 . 对偶 于 1 维 单 形 cz 的 闲 块 D(ab) 是 在 图 64.3 中 画 出 
的 闭 八 边 形 区 域 ;集合 D(ab ) 是 它 的 边界 , 它 是 对 侦 于 义 的 以 ab 
为 面 的 2 维 单 形 和 3 维 单 形 的 块 之 并 . 

当 我 们 证 明 下 列 定 理 时 ,要 把 这 些 例 子 牢记 心中 . 

定理 64.1 令 义 是 一 个 局 部 有 限 的 单纯 复 形 , 它 是 完全 由 
维 单 形 和 它们 的 面 组 成 的 . 令 o 是 外 的 一 个 维 单 形 .那么 

(a) 各 对 惕 块 是 互 不 相交 的 而 且 这 们 的 并 是 | 义 |. 

(b) D(o) 是 sdX 的 一 个 nn 一 上 维 子 复 形 的 可 着 空间 . 

(c) D(a) 是 所 有 以 go 为 一 个 真 面 的 单 形 工 的 对 偶 块 D(rT) 之 
并 ,而 且 这 些 块 的 维 数 低 于 坟 一 上 . 

(d) 五 (c) 等 于 锥 | 访 (c) xc| 

(e) 车 对 于 守 = 再 (X,X-c) 伍 7 而 在 其 它 情况 下 为 零 ， 
那么 (D(ao),D(o)) 具 有 n 一 上 维 胞 腔 模 其 边 颖 的 同调 . 

证 明 (a) sdX 的 开 单 形 是 不 相交 的 ,而 且 每 一 个 开 单 形 恰 
好 在 一 个 块 D(c) 中 , 即 在 使 得 o 为 其 最 后 顶点 的 一 个 块 中 . 

(b) 给 定 & 维 的 a, 令 ao 是 XX 的 一 个 以 go 为 面 的 nn 维 单 形 . 那 
么 就 有 X 的 单 形 的 一 个 序列 

6 = 00 "0, = 0 

使 得 序列 中 每 个 单 形 的 维 数 比 它 前 面 一 个 单 形 的 维 数 小 1. 那么 
sdX 的 单 形 cuc。;… ax 的 维 数 是 ”- 大 而且 在 五 (c) 中 . 显然 ， 
sdX 的 具有 更 大 维 数 的 任何 单 形 都 不 可 能 以 a， 作为 它 的 最 后 顶 
尽 , 因 为 XX 没有 任何 维 数 大 于 n 的 单 形 . 

(c) 一 (d) 由 于 五 (c) 是 sdX 的 所 有 以 o 为 其 最 后 顶点 的 单 形 
之 并 ,所 以 它 具 有 下 列 形式 
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这 样 一 个 单 形 与 访 (c) 的 交 由 这 个 单 形 删 去 而 得 到 的 面 组 成 . 
因而 户 (z) 由 形 如 
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的 所 有 单 形 组 成 .于 是 这 样 一 个 单 形 的 内 部 包含 在 D(a ) 中 ; 反 
之 ,sdX 的 任何 一 个 在 D(o; ) 中 的 开 单 形 具 有 这 种 形式 .由 此 可 
知 ,DD(o) 是 适合 于 o; >o 的 块 D(o, ) 的 并 ,而 且 1D(o)|= 
[Do)*ol. 

(e) 大 dimo = n ,那么 D(o) 由 单个 点 zc 组 成 , 它 当然 是 个 0 
维 胞 腔 . 假 设 dimo = < 7 .在 复 形 sdX 中 , 闭 星 形 St(o ,sdX) 等 
于 所 有 形 如 

0 
的 单 形 之 并 ,其 中 o,， =o, 并 且 对 所 有 j ,cs >6;,, . 由 这 个 序列 
中 c 左 边 的 顶点 所 张 成 的 r 的 面 是 访 (a) 的 典 现 单 形 .由 这 个 序列 
中 的 = 及 其 右边 的 顶点 所 张 成 的 面 是 sdc 的 典型 单 形 .我们 推出 

St(o ,sdX) ~ D(o)*sdo = D(o)x*o * sd( Bdo ). 
于 是 也 有 

St(o,sdX) = o xLk(o ,sdXx) 
成 立 .我 们 推出 

Lk(o ,sdX) = D(o) * sd( Bdo). 
因为 sd( Bdo ) 在 拓扑 上 是 一 个 ~ 1 维 球 面 ( 或 者 当 上 =0 时 为 空 
集 ) ,所 以 

HF,,, (Lk(a ,sdX)) BH.(D(o)). 
因为 X 在 = 点 的 局 部 同调 ,在 ” 维 是 无 限 循环 的 ,而 在 其 它 维 数 
为 零 ,所 以 由 引 理 63.1,Lk(o ,sdX) 是 一 个 n 一 1 维 同 调 球 面 . 因 
此 , 户 (o) 是 一 个 n 一 & 一 1 维 同调 球面 . 

由 于 五 (c) 是 零 调 的 (因为 它 是 一 个 锥 ), 所 以 长 正 合 同调 序 
列 为 我 们 给 出 一 个 同 构 z 

H,(D(o) ,Do)) ,De)). 
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从 而 我 们 断定 (D(o),D(o)) 县 有 nn 一 上 维 胞 腔 模 其 边 绿 的 同调 . 
[L | 
定义 令 X 是 一 个 局 部 有 限 的 复 形 ,而 且 是 一 个 ” 维 同 调 流 
形 ` .那么 上 面 的 定理 适用 于 X 的 每 一 个 单 形 c. 我 们 把 对 偶 块 
D(c) 组 成 的 集 族 称 为 X 的 对 偶 块 分 解 .把 至 多 是 pp 维 的 块 之 并 
记 为 和 ,并 且 称 之 为 X 的 p 维 对 偶 骨 架 .X 的 对 偶 链 复 形 2(X) 
是 通过 令 其 p 维 链 群 为 
D,(X) = H,(X,,X,1) 
而 定义 的 . 它 的 边缘 算 子 是 三 元 组 (XX , 义 ,-1, 义 ,-2) 的 正 合 序列 中 
的 同 态 93、 . 
由 于 p 维 对 偶 骨 架 XX, 是 sdX 的 子 复 形 的 可 剖 空 间 , 所 以 有 
时 候 我 们 宁愿 把 它 看 成 一 个 复 形 而 不 看 作 一 个 空间 .尤其 是 ,为 了 
方便 在 D,(X) 的 定义 中 我 们 将 使 用 单纯 同调 . 
对 所 有 实用 的 目的 而 言 ,在 计算 同调 和 上 同调 中 ,对偶 链 复 形 
所 起 的 作用 就 像 胸腔 链 复 形 对 于 CW 复 形 所 起 的 作用 是 一 样 的 ， 
我 们 重复 $ 39 的 模式 来 证 明 下 列 定理 . 
定理 64.2 令 针 是 一 个 局 部 有 限 的 复 形 ,而 且 是 一 个 nn 维 
同调 流 形 , 令 X, 是 X 的 户 维 对 偶 骨 架 , 令 9(X) 是 X 的 对 偶 链 
复 形 . 
(a) 群 晶 (XX,, 义 ,1) 对 于 i1 关 p 为 零 , 对 于 i== 记 是 自由 Abel 
群 . 当 i7= pp 时 , 它 的 一 个 基 可 用 下 述 办 法 得 出 :在 Dl(o) 遍 历久 
的 所 有 pp 维 块 时 选取 各 群 晶 (D(a), 让 (a)) 的 生成 元 ,并 且 在 包 
含 映 射 诱 寻 的 同 态 下 取 它 们 在 五 (X,, Xi) 中 的 象 . 
(b) 对 偶 链 复 形 9( 义 ) 能 够 用 来 计算 义 的 同调 . 实际 上 ， 
D, (XX) 等 于 C, (sdX) 的 一 个 子 群 , 它 是 那些 被 X， 承载 且 其 边缘 
由 ,1 承载 的 链 组 成 的 .而 且 和 包含 映射 中,( 久 ) 一 C, (sd 多 ) 诱 导 
一 个 同调 的 同 构 ;因此 它 也 请 叶 带 任意 系数 的 同调 同 构 和 上 同调 
+ 实际 上 ,是 * 维 辐 调 流 形 的 每 一 个 复 形 都 是 有 限 的 .参看 $63 的 习题 ， 
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同 构 . 

证 明 (a) 款 的 证 明 遵 循 引 理 39.2 的 方式 进行 ,但 是 更 加 容 
易 . 因 为 对 于 每 个 ,五 (c) 是 以 a 为 顶点 的 锥 , 它 的 底 户 (c) 是 
五 (c) - c 的 变形 收缩 核 .这 些 变形 收缩 诱导 X。- U,c 到 X,_1 上 
的 一 个 变形 收缩 ,其 中 U ,co 表示 X 的 所 有 np 维 单 形 o 的 重心 
之 并 . 

如 果 51,(DD(o), 户 (o)) 表 示 X 的 p 维 块 的 拓扑 和 ,那么 我 们 
就 有 下 列 交换 图 表 


5,(D(o), Do)— 2 (Do), Do)-0)<—E,(D(o), D(o)-O) 


CD) > ,U0) < 一 U (Do), De)-o) 


其 中 水 平 映 射 在 奇异 同调 中 诱导 同调 的 同 构 ; 而 竖 问 映射 是 包含 
映射 . (a) 款 对 于 奇异 同调 成 立 ,因此 对 单纯 同调 也 成 立 . 
(b) 款 是 定理 39.5 的 直接 推论 . DD 
现在 我 们 已 具备 了 证 明 Poincaré 对 侦 定 理 所 需 要 的 基本 
工具 . 


3 题 


1. 考虑 环 面 工 的 通常 三 角 谢 分 . 

(a) 对 了 的 对 偶 块 分 解 中 的 块 画 出 略图 ;请 注意 到 ,实际 上 它们 把 工 变 
成 一 个 正则 胞 腔 复 形 . 

(b) 令 咏 了 表示 工 的 单纯 链 复 形 , 令 9 T) 表 示 对 侦 链 复 形 . 抬 工 的 2 
维 单 形 ce 按 反 时 针 定 向 ;对 其 1 维 单 形 e 任意 定向 .通过 对 每 个 2 维 定向 单 
形 =, 置 

(co")= D(e)= 0 
定义 一 个 同 构 
:CT 下) 一 Do(T). 
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通过 对 每 个 1 维 定向 单 形 e, 令 $e” ) 等 于 (D(e),D(e)) 的 一 个 基本 链 来 定 
义 一 个 同 构 
$0 (CT) D,(T). 
证 明 :我们 可 以 适当 选取 #6 以 使 得 
3gfte ) = $(6e' ). 
(c) 通过 令 由 ww” ) 等 于 (D(v), 户 (wv)) 的 一 个 基本 链 来 定义 
$F: 《人 下) 一 了 (了 )， 
证 明 : 若 2 维 胞 腔 D(w) 被 上 反 时 针 定 回 . 那 么 
9ptv ) 一 多 Bo ). 
(d) 对 所 有 p 推断 于 (本 ) 衬 Hi_, (于 )( 我 们 已 经 知道 这 个 结果 ). 
这 个 习题 表明 了 Poincaré 对 偶 性 是 怎样 被 证 明 的 . 
2. 对 于 Klein 郑重 复习 题 1, 对 同调 和 上 同调 都 用 2Z/2 系数 ， 
请 注意 到 ,由 于 不 涉及 符号 ,从 而 这 个 证 明 更 容易 . 


S 65 ”Poincaré 对 侦 


Poincaré 对 偶 定 理 是 拓扑 学 中 最 惊人 的 结果 之 一 . 按 其 原来 
的 形式 , 它 说 明 对 于 一 个 可 训 分 的 交 维 紧 定 风流 形 X 来 说 , 民 维 
和 一 此 维 的 Betti 数 相 等 ,而 且 上 维和 nn 一 上 一 1 维 的 抄 系 数 相 
等 .现在 它 作为 一 个 定理 被 以 不 同 但 等 价 的 方式 表述 为 ;:X 的 大 
维和 一 & 维 的 同调 群 和 上 同调 群 是 同 构 的 . 

另外 还 有 在 X 是 不 可 定 回 时 或 者 在 X 是 非 紧 时 成 立 的 
Poincare 对 偶 性 的 相应 形式 ,以 后 我 们 将 讨论 它们 . 

我 们 将 给 出 Poincare 对 偶 性 的 两 种 证 明 . 第 一 种 是 我 们 在 本 
节 中 就 要 给 出 的 , 它 是 比较 直接 和 直观 的 .但 是 第 二 种 (我 们 将 在 
$ 67 中 给 出 ) 却 能 为 我 们 提供 更 多 有 价值 的 信息 ,除了 关于 流 形 
上 的 上 积 的 信息 之 外 ,还 有 关于 对 侦 同 构 如 何 作 用 于 连续 映射 的 
信息 . 

定义 ” 令 玉 是 一 个 可 剖 分 的 n 维 紧 同调 流 形 .如 果 能 够 对 六 
的 所 有 n 维 单 形 c; 定向 ,从 而 它们 的 和 7 = 》), 6 是 一 个 闭 链 , 则 
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我 们 说 XX 是 可 定向 的 ,并 且 把 这 种 闭 链 7 称 为 X 的 定向 闭 链 . 

如 果 和 是 不 连通 的 ,那么 X 的 每 一 个 分 支 目 身 是 一 个 2 维 
同调 流 形 . 为 使 X 是 可 定 同 的 ,充分 必要 条 件 是 X 的 每 一 个 分 支 
是 可 定向 的 .X 的 每 个 分 支 的 定向 闭 链 之 和 是 X 的 定向 闭 链 .不 
久 我 们 将 证 明 X 的 可 定向 性 不 依赖 于 X 的 具体 三 角 剖 分 . (参看 
系 65.4.) 

定理 65.1(Poincaré 对 偶 一 一 第 一 种 形式 ) 令 久 是 一 个 可 

齐 分 的 7 维 紧 同调 流 形 .如 果 X 是 可 定向 的 ,那么 对 所 有 也, 均 有 
同 构 
HH(X;G) > H,,(X;G), 
其 中 G 是 一 个 任意 的 系数 群 .如 果 多 是 不 可 定向 的 ,那么 对 所 有 
轧 , 均 有 同 构 
H'(X;D2) 伴 万 ，(X3ZA2). 

证 明 ”我 们 将 用 X 的 单纯 链 复 形 久久 ) 来 计算 X 的 上 同调 ， 
用 X 的 对 偶 链 复 形 9(X) 计 算 X 的 同调 .在 XX 的 p 维 单 形 和 XX 
的 n 一 pp 维 对 偶 块 之 间 存 在 一 个 1 一 1 对 应 , 它 把 每 一 个 单 形 上 映射 
到 它 的 对 偶 块 .因此 自由 Abel 群 C*(X) 和 DD，,(X) 是 同 构 的 , 它 
是 通过 把 C*(X) 的 基 元 c* (这 里 o 是 一 个 p 维 定向 单 形 ) 映 射 到 
日 ,_,《(D(o),D(o)) 的 一 个 生成 元 的 同 构 $8 来 实现 的 .如 果 娘 是 
可 定向 的 ,那么 我 们 将 证 明 可 以 适当 选取 $(o” ) 的 符号 以 使 得 下 
列 图 表 交 换 : 


C”( Dr pni(2X) 
| 
¢ 
Ce 人 (有 Di 
这 将 证 明 在 整 系数 情况 下 Poincaré 对 偶 同 构 的 存在 性 . 


为 了 定义 $, 我 们 如 下 进行 :首先 把 XX 的 维 单 形 定 辐 , 从 而 
它们 的 和 7 是 一 个 闭 链 .对 于 XX 的 其 它 单 形 可 任意 定 问 . 
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我 们 从 在 n 维 情况 下 定义 上 开始 .X 的 2” 维 定向 单 形 e 构成 
C,(X) 的 一 个 基 ; 它 们 的 对 偶 o* 形成 C"(X) 的 一 个 基 . x 维 单 形 
5 的 对 偶 块 5(o) 是 0 维 胞 腔 .注意 到 是 群 Ho(c) 的 一 个 生成 
元 ,故我 们 可 以 定义 $8(o" ) = c. 从 而 我 们 就 定义 了 一 个 同 构 

风 : CC (X) 一 Do(X). 

然后 ,我们 在 n -1 维 情 况 下 定义 $. 令 ;是 一 个 n 一 1 维 定向 

单 形 .我 们 希望 定义 $(s" ) 使 得 

093 ) = $(6s  ). 
由 于 * 恰好 是 X 的 两 个 维 单 形 we 和 wo 的 一 个 面 ;因为 y 是 一 
个 闭 链 ,所 以 可 把 它们 适当 定向 使 得 ac + ac 在 * 上 的 系数 为 
零 .假设 可 选取 标号 使 得 906 在 * 上 的 系数 为 -1, 而 30, 在 s 上 的 
系数 为 1. 那 么 站" =o -on ,从 而 由 定义 

上 一 ai 0 
1 维 块 五 (*) 是 从 ;到 ce 和 cl 的 线段 之 并 .我 们 定义 


$(s*)= [oo,s]+[s,al]， 


他 
A 
Co hs 


让 了 Pe 


图 65.1 


参看 图 65. 1. 那么 正如 我 们 所 期 望 的 那样 ,%(: ) 是 1 维 胞 腔 
(D(s),D(s)) 的 一 个 基本 闭 链 ;而 且 
ag(s” ) = oi = oo = 由) 
一 般 ,假设 在 维 数 p+1<n 时 $8 已 被 定义 .我 们 希望 在 p 维 
定义 它 使 得 对 于 每 个 p 维 定 回 单 形 *, 有 
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a$(s" ) = 多 65 ). 
给 定 p 维 定 癌 单 形 ; ,我 们 计算 出 
Gs = Dj eo? , 
其 中 求 和 是 对 于 那些 ; 是 它 的 一 个 面 的 所 有 p +1 维 单 形 c; 进行 
的 ,并 且 8; = 土 1 是 s 在 30, 的 表达 式 中 的 系数 .那么 
$(6s” ) > Deplo? 

我 们 将 证 明 $8(6s” ) 是 D(s) 的 一 个 基本 链 ， 

由 假设 , 链 $8(o? ) 是 对 偶 于 6 的 块 D(a) 的 一 个 基本 链 . 这 
个 块 在 D(o) 中 ,因为 so; 盖 oa. 因而 对 于 每 个 i,$(o? ) 均 被 D(s) 
承载 .那么 链 $8(6" ) 也 被 D(s) 承 载 .而 且 ,$(6s” ) 是 一 个 团 链 ， 
因为 由 归纳 假设 ,08(6s" ) = $66s" .由 于 D(s) 是 一 个 n-p-l1 
维 同 调 球 面 ,其 中 nn 一 pp 一 10. 财 链 $9(6s”) 是 非 平凡 的, 而且 
不 是 其 它 闭 链 的 倍数 ,因为 它 在 块 D(ao,) 上 的 限制 等 于 $(o; )， 
而 $8(o? ) 是 这 个 块 模 访 (oa) 的 一 个 基本 闭 链 .因此 ,如 所 渐 言 的 那 
样 ,$(6s”) 表 示 日 ,_ -1(D(o)) 的 一 个 生成 元 . 

考虑 正 合 序列 


0 > H, ,BD(),D()) > H,,1(D(s)) —>0. 
由 于 维 数 的 原因 ,同调 群 等 于 闭 链 群 .定义 $(s" ) 是 (D(s)， 
D(s)) 的 基本 闭 链 , 它 的 边缘 等 于 生成 元 $(6s" ). 于 是 如 所 期 望 
的 那样 ,对 于 p 维 情形 上 了 被 定义 ,而 且 3$8(s" )= $(6s" ). 
这 样 ,对 于 整 系数 的 情况 定理 就 被 证 明了 .为 了 证 明 它 对 于 和 任 
意 系 数 成 立 ,我 们 注意 到 同 构 
Hom( C,(X),G) Hom( C,(X),Z) 


WG A D(X 
与 8 和 3 交换 . (这 两 个 同 构 中 的 第 一 个 在 定理 56.1 的 第 二 步 已 
被 证 明 .) 
最 后 ,我 们 来 考虑 不 可 定 问 的 情形 .粗略 地 说 ,同样 的 证 明 就 
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可 以 完成 .我 们 用 归纳 法 定义 一 个 同 构 
Hom( C,(X),2/2) — > D, ,(X) QZ12. 

如 果 og 是 一 个 n 维 单 形 ,那么 我 们 令 o 表示 这 样 一 个 上 链 , 它 在 
o 上 的 值 是 [1]E€2Z2, 而 在 其 它 单 形 上 的 值 为 零 .于 是 我 们 定义 
gc )=o60[1]. 如 果 ; 是 一 个 nn 一 1 维 单 形 , 而 且 它 是 n 维 单 形 
oo 和 oj 的 一 个 面 ,那么 我 们 定义 $(o*)= (Lo6,s]+[s,o1])@ 
[1]. 因 为 系数 群 是 Z/2, 所 以 符号 不 起 作用 .证 明 的 其 余部 分 ,只 
需 把 “基本 闭 链 ”一 词 用 “ 带 Z/2 系数 的 唯一 非 平 几 闭 链 "来 代替 ， 
就 能 不 作 改 变 地 进行 到 底 ， 加 

让 我 们 注意 到 ,在 这 个 证 明 中 并 没什么 特 列 的 地 方 , 只 是 用 单 
纯 链 复 形 计算 X 的 上 同调 ,而 用 对 偶 链 复 形 计算 X 的 同调 而 已 . 
不 妨 也 可 以 用 其 它 方 法 来 作 . 因为 既然 % 是 一 个 同 构 , 所 以 有 的 
对 偶 也 是 一 个 同 构 

Hom( Hom( C, (X),Z),Z) a 
它 把 3(X) 中 的 算 子 s 映射 到 8 在 信义 ) 中 的 对 偶 算 子 .因为 有 一 
个 目 然 同 构 
C,(X) > Hom(Hom( C,(X),2Z),2Z), 
它 把 3 映射 到 5 的 对 偶 ( 人 参看 定理 56.1 的 第 四 步 ) ,所 以 结果 是 一 
个 与 8 和 3 交换 的 同 构 
C,(X)<— Hom(D,_,(X),Z). 

系 65.2 令 久 是 一 个 可 剖 分 的 n 维 紧 同调 流 形 ,如 果 四 是 
连通 的 ,那么 对 于 X 的 任何 两 个 n 维 单 形 o,o ,都 有 六 的 一 系列 
n 维 单 形 

oF = Goydos sO = 
使 得 对 于 每 个 i ,6 门 0;, 1 都 是 处 的 一 个 n 一 1 维 单 形 . 

证 明 如 果 有 这 样 一 个 序列 连接 c 和 ce , 则 我 们 定义 cc 一 5 . 
这 个 关系 显然 是 一 个 等 价 关 系 . 如 果 系 数 群 取 为 Z1/2 ,那么 任何 一 
个 等 价 类 中 的 n 维 单 形 之 和 so, 是 一 个 闭 链 . 因为 给 定 X 的 一 
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个 nn 一 1 维 单 形 * ,两 个 以 * 为 面 的 n 维 单 形 是 等 价 的 ,因而 这 样 
的 两 个 单 形 或 者 都 在 这 个 和 中 出 现 , 或 者 都 不 出 现 . 不 论 在 哪 种 情 
况 下 ,3(32)6,) 在 ;上 的 系数 都 是 [0 E22. 

我 们 断言 只 存在 一 个 等 价 类 ,因为 如 若 不 然 了 就 有 不 只 一 个 
Z/2 上 的 非 平凡 的 ” 维 闭 链 , 但 这 与 下 列 事实 刻 导 

H,(X;Z/2) = H'(X;D2) = D2. 国 

请 注意 到 这 个 定理 说 明 ,一 个 可 剂 分 的 连通 紧 同 调 流 形 是 一 
个 伪 流 形 . (参看 系 63.3 及 其 后 面 的 说 明 . ) 

系 65.3 令 久 是 一 个 可 剂 分 的 n 维 紧 同调 流 形 . 若 久 是 连 
通 的 ,那么 对 于 四 是 可 定向 的 有 了 是,( 久 ) 宇 Z, 对 于 站 是 不 可 定向 
的 有 再 (XI)=0， 

证 明 如 果 X 是 可 定向 的 ,那么 HH,(X) 宇 HH (X) 福 Z. 反 过 
来 我 们 证 明 , 若 昌 ,(X) 关 0, 那 么 X 是 可 定向 的 .将 义 的 n 维 单 形 
任意 定向 . 令 = 是 X 的 一 个 带 整 系数 的 非 平凡 ” 维 闭 链 . 于 是 如 
果 oF; 和 ci 是 A 的 具有 一 个 一 1 维 公 共 面 的 如 维 单 形 ,而 且 厂 
z 在 o, 上 的 系数 为 m ,那么 它 在 o,,; 上 的 系数 作为 土 m .鉴于 上 面 
的 系 ,z 在 XX 的 每 一 个 =” 维 单 形 上 必然 具有 包括 符号 都 一 致 的 同 
一 个 系数 . 设 这 个 系数 的 绝对 值 为 mx .那么 用 和 去 除 > ,就 为 我 们 
给 出 X 的 一 个 定 问 闭 链 . 品 

系 65.4 设 义 是 一 个 可 齐 分 的 nn 维 紧 同调 流 形 .那么 久 是 
可 定向 的 当 且 仅 当 对 于 四 的 每 一 个 分 支 下 ,都 有 日 ,(X;) 守 Z. 品 

这 说 明 X 的 可 定向 性 确实 不 依赖 于 XX 的 齐 分 ， 

下 列 的 系 依赖 于 上 一 章 中 证 明 的 万 有 系数 定理 ， 

系 65.5 令 生 是 一 个 可 剖 分 的 1 维 紧 同调 流 形 ,并 假定 X 
是 连通 的 - 

(a) 如 果 四 是 可 定向 的 ,那么 再,-:(X) 没 有 挠 子 群 ,而 且 对 
于 所 有 G， 
H(X;G) 之 GH(X;G). 
(b) 如 果 义 是 不 可 定向 的 ,那么 日 ,_,( 久 ) 的 措 子 群 是 2 阶 
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的 ,并 且 对 所 有 C， 


H,(X;G) 位 et Ce G), HH'(X;G) G2G. 
特别 有 HH,(X)=0 和 (X) 宇 2Z/2. 

证 明 (a) 当 X 可 和 定 间 时 ,计算 是 直接 的 ,因为 由 Poincare 对 
偶 性 

(XIG) HXIG), H(X;G) HH (XIGC)， 
因为 XX 是 连通 的 ,所 以 每 个 0 维 群 同 构 于 G. 由 此 可 知 ,H,_1(X) 
没有 挠 子 群 . 因为 

F(X) 守 Hom(H.,(X),Z) © Ext(H.,.,(X),Z). 

因为 (由 定理 52.3)FExt( 太 ,_;( 久 ) ,Z) 同 构 于 万 ,(X) 的 挠 子 群 ， 
所 以 这 个 挠 子 群 必然 为 零 . 

(b) 现在 假设 X 是 不 可 定向 的 . 我 们 来 计算 昌 ,(X;G). 令 
> ,co 是 X 的 任意 定向 的 所 有 ?2 维 单 形 之 和 . 若 g € G 的 阶 为 2， 


那么 >, go; 显然 是 X 的 一 个 闭 链 ,由 于 每 个 n 一 1 维 单 形 恰好 是 两 
个 n 维 单 形 的 公共 面 . 反 过 来 , 今 > 是 X 的 带 G 系数 的 一 个 非 平凡 
闭 链 .如 果 z 在 站 的 n 维 定向 单 形 o 上 的 系数 是 g ,那么 在 与 rc 有 
一 个 n 一 1 维和 公共 面 的 每 个 n 维 单 形 上 的 系数 必然 是 土 g; 否 则 x 
就 不 可 能 是 一 个 闭 链 .应 用 系 65.2 说 明 = 在 了 X 的 每 一 个 n 维 单 形 
上 的 系数 是 士 gj; 因而 之 一 g( > eo; ) ;其 中 a 1 ,而且 求 和 是 
在 关 的 所 有 n 维 单 形 上 进行 的 .但 此 时 链 >, ejo; 不 可 能 是 一 个 闭 
链 , 因 为 那 将 意味 着 X 是 可 定向 的 . 因此 3( 》' sa;) 至 少 在 一 个 
2 一 1 维 单 形 ;上 具有 非 零 的 系数 ,这 个 系数 是 +2, 因为 ; 怡 是 X 
的 两 个 n 维 单 形 的 一 个 公共 面 . 我 们 推出 az 在 ys 上 的 系数 是 
+ 2g, 这 就 意味 着 g 的 阶 是 2( 由 于 zx 是 闭 链 ) .特别 地 ,g = 一 g， 
于 是 zz = g( > eo,) > 9 

这 样 一 来 ,X 的 x 维 闭 链 由 形 如 >, go, 的 所 有 链 组 成 ,其 中 g 
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为 零 或 者 阶 为 2. 由 于 在 n 维 情况 下 , 闭 链 群 等 于 同调 群 ,由 此 可 
知 ， 


2 ee 


现在 我 们 证 明 HH,_,(X) 的 挡 子 群 T,_,( 关 ) 同 构 于 Z/2. 由 于 
H,{( 久 )=0, 所 以 从 万 有 系数 定理 得 


HX)# GH (XG) Sker(G —> G). 
因此 


T,X) x Gker(G—> G) 宕 Z12x G. 
特别 是 
0， m 为 奇数 ， 
Z12，m 为 偶数 . 
由 些 可知, T,_1 没 有 奇数 拨 系 数 2p + 1( 在 这 个 表达 式 中 置 x = 
2p 二 1 则 得 出 矛盾 ); 它 只 有 一 个 侦 数 拨 系 数 ( 置 m =2), 而 且 这 
个 挠 系数 不 具有 2&(R>>1) 的 形式 ( 置 mx ==24). 因 此 T,_,(X) 宇 
Z/2. 
最 后 ,从 上 同调 的 万 有 系数 定理 得 
HF(X;G) Ext(H,(X),G) 守 GI2G. [ 


Ti(X) x Im | 


习 是 


1. 令 M 和 NN 是 可 前 分 的 n 维 紧 连通 流 形 . 令 f; MN. 证 明 ; 若 MM 是 

可 和 定向 的 ,而 N 是 不 可 定向 的 ,那么 
ff. :HM;D2) — H,(N;2/2) 

是 平凡 的 ， 

2. 令 和 是 一 个 可 前 分 的 紧 定 向 流 形 , 且 第 i 个 Betti 数 为 让 (XI) .回想 
到 我 们 把 

X(X) = >\(- 1)A.(X) 
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称 为 X 的 Euler 数 ( 参 看 $22.) 
(a) 证 明 :如 果 dimX 是 奇数 ,那么 x(X)=0. 
(b) 如 果 dimxX 等 于 2K ,试用 B (i 上 ) 表 示 x(X). 
(c) 给 出 对 于 切 向 量 场 的 应 用 . (参看 $22 的 习题 4). 
3. 令 是 一 个 ” 维 同调 流 形 ( 不 必 是 紧 的 ), 它 被 一 个 局 部 有 限 的 复 形 
折 剖 分 . 导出 非 紧 同 调 流 形 的 Poincaré 对 俩 同 构 如 下 : 
(a) 证 明 
Hr(X:H2) HH, , (XH2), 
其 中 HE 表示 具有 紧 支 集 的 上 同调 .证 明 
Hr(X;22) 全 Hr, (X;22), 
其 中 HH ,表示 基于 无 穷 链 上 的 同调 . 
(b) 证 明 : 若 匀 是 连通 的 ,那么 六 是 一 个 维 伪 流 形 . 
(c) 如 果 能 将 X 的 志 维 单 形 e 定向 ,使 得 (可 能 是 无 穷 的 ) 链 》 io; 是 闭 
链 ,那么 我 们 说 成 是 可 定向 的 .证 明 在 此 情况 下 ,对 所 有 GG， 
HP(XSG) HXIG), F(XIG) = Hr.,(X;G). 
推断 X 的 可 定向 性 只 依 束 于 底 拓 扑 空间 而 不 依赖 具体 的 三 角 齐 分 . 


366 上 下 积 


为 了 给 出 Poincare 对 偶 性 的 男 一 种 证 明 , 我 们 必须 首先 探讨 
一 个 实际 上 是 纯粹 代数 的 问题 ,严格 说 来 , 它 应 当归 人 到 上 一 章 ， 
甚至 归 人 到 第 五 章 中 . 它 是 一 种 确定 的 运算 , 称 为 上 同调 类 和 同调 
类 的 卡 积 . 它 的 定义 在 形式 上 类 似 于 我 们 在 $48 中 给 出 的 上 积 的 
定义 . 它 之 所 以 有 用 就 在 于 它 与 对 偶 定理 相 联系 ,这 一 点 不 久 就 将 
显示 出 来 . 

贯穿 本 节 ,我 们 始终 令 R 表示 一 个 有 单位 元 的 交换 环 . 

定义 令 X 是 一 个 拓扑 空间 .我 们 定义 一 个 映射 

Se(XiR) @ SCXIR) 一 > S,(X;R) 
如 下 :如果 T:A, ,一 X 是 X 上 的 一 个 奇异 单 形 , 并 且 weER, 那 
么 令 
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(TeoOa)= TT。 li{(e0,.,E,) 0 a 。 a 
我 们 把 这 个 链 称 为 上 链 CP 和 和 链 TC9a 的 卡 积 . 

粗略 地 说 ,CC 站 (TIT@c) 等 于 工 在 As 的 9 维 前 面 上 的 限 
制 ,而 且 以 a 与 c? 在 全 的 p 维 后 面 上 的 但 之 积 为 系数 . 

如 同 关于 上 积 的 情况 那样 , 卡 积 也 有 替代 形式 . 它们 之 中 有 
映射 


Se(XiG) 因 5,,,(X;2) — > S (XIG)， 


SP (XiF) @rS (XIF) 一 > S,(X;F), 
其 中 G 是 任意 Abel 群 ,F 是 一 个 域 .它们 全 部 都 可 由 上 面 的 卡 积 
公式 给 出 . 卡 积 的 这 些 附 加 形式 对 我 们 也 将 是 有 用 的 . 

定理 66.1 卡 积 是 双 线 性 的 ,而 且 关 于 连续 映射 是 自然 的 . 
它 满足 边 丝 公式 
da [lm da a Td To 

而 且 通 过 公式 

a a 
与 上 积 相 联系 . 


证 上 明 ” 双 线 性 性 质 容易 验证 .对 自然 性 的 表述 比 证 明 更 困难 . 
给 定 一 个 连续 映射 f: -> 了 ,考虑 下 列 图 表 


50 四 Sm) — > S00 


I . | 可 
SHY 的 So SxD)。 
(为 了 方便 我 们 省 略 了 系数 . ) 自然 性 说 明 如 果 c?€ S?(Y),d,,， 
E S,+,(X) ,那么 
fa (f+ (co) 站 ca) = of fa dpro). 


通过 直接 计算 容易 验证 这 个 公式 . 上 边缘 公式 和 上 积 和 公式 的 证 明 
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是 直接 的 ,但 是 相当 繁琐 .我 们 把 细节 留 给 读者 . 口 ] 

实际 上 这 些 公 式 对 于 卡 积 的 三 种 形式 全 都 成 立 . 在 系数 配对 
GOZ>G 的 情况 下 ,必须 添加 使 上 积 公式 有 意义 这 个 附加 条 件 . 
当 c ,de 和 ev ,中 的 两 个 带 Z 中 的 系数 , 另 一 个 带 G 中 的 系数 
时 ,这 种 情况 就 会 发 生 . 

定理 66.2 卡 积 族 导 一 个 同 态 

F(X;R)® Hy (X;R) -> HCX;R). 
它 是 自然 的 而 且 满 足 公式 
a? 人 (B’ [1 Fahey = (oa? U B") 人 ee 

同样 的 结果 对 于 卡 积 的 其 它 两 种 形式 也 成 立 . 

证 朋 首先 我 们 指出 ,如 果 ar 是 一 个 上 闭 链 ,c,; ,是 一 个 团 
链 , 那 么 d? 门 c,; ,是 一 个 闭 链 : 和 

a en = (~) a [crs + a {lac = 0 
其 次 我 们 说 明 , 们 把 自然 里 影 

Zr*(X;R) OZ (XIR)— HB(X;R) GO H,,,(X;R) 
的 核 映射 到 B,( 关 ; 玉 ) 中 .这 个 核 是 由 两 个 群 B?CQ2Z,;, 和 2Z? C9 
B,, ,的 元 素 生 成 的 . 边 绿 公式 说 明 
(上 边缘 ) 门 ( 闵 链 ) = (一 1)" 6d? 站 ze = 3(d*” 门 zy)， 
(上 闭 链 ) [1 (边缘 ) 2 [| 9cp+o+i 2 a 站 ns 
正如 所 期 望 的 那样 ,两 者 都 是 边缘 . 自然 性 以 及 上 积 公式 都 是 直接 
的 . L 

与 Kronecker 指标 的 关系 


在 同调 -上 同调 水 平 上 卡 积 的 自然 性 由 下 列 形式 的 图 表 和 表示 
(为 了 方便 在 这 里 我 们 省 略 了 系数 ): 


HX 四 Hw) Hi) 


| | | 
HINY 的 Hg)) Hea)). 


这 个 图 表 与 Kronecker 指标 的 相应 图 表 之 间 的 相似 性 使 人 们 猜想 
到 这 两 者 之 间 存 在 着 某 种 联系 .确实 如 此 ,现在 我 们 就 来 讨论 这 种 
联系 . 
回想 起 在 $ 45, 我 们 兽 把 Kronecker 指标 定义 作 由 上 链 在 
(下 ) 链 上 的 赋值 所 诱导 的 同 态 
(Cw (XG (NX) 0, 


定理 66.3 令 e, :Ho(X;G) 一 >G 是 由 增 广 映射 8 诱导 的 
同 态 , 当 六 道路 连通 时 , 它 是 一 个 同 构 .那么 Kronecker 指标 等 于 
复合 映射 


Hr(X;G) ® H,(X)— > Ho(X;6) >G. 

证 明 增 广 映射 e:Co 习 Z 产 生 一 个 同 态 CBG 一 ZG 过 
G, 它 把 边缘 上 映射 为 零 . 因此 它 诱导 一 个 同调 同 态 s.。 .我 们 直接 计 
算 如 下 :如果 TT;,Ap 一 外, 那么 

eer (1 T)= el To i(e0) CO ct, Te yo) 

A 

于 是 定理 成 立 . j 

把 KKronecker 映射 

xk: HX;G)—— Hom(H,(X),G) 

定义 为 把 x 变 成 同 态 4e，》 的 映射 是 方便 的 . 这 个 映射 的 目 然 性 要 


比 Kronecker 指标 的 自然 性 容易 表述 . 卡 积 也 有 一 种 类 似 的 形式 ， 
它 的 自然 性 由 下 列 交换 图 表 表 示 


。 考生 村 


Hral XR) Hom(IP(X; R), HA(X; R)) 


1 | Hom(f :加 


Hsa(Y3R) Hom(IP(Y; R), Ha(Y;R)), 


其 中 水 平方 向 的 映射 把 同调 类 7,, ,映射 到 同 态 “ 门 7,,。”. 实 际 上 
这 正 是 我 们 所 常用 的 自然 性 的 确切 表达 方式 


单纯 卡 积 


正如 关于 上 积 的 情形 一 样 ,如 果 要 顺利 地 进行 计算 ,我 们 就 需 
要 有 一 个 适合 于 单纯 理论 的 公式 . 至 于 如 何 得 到 这 样 一 个 公式 , 现 
在 就 该 清楚 了 . 

定义 ”给 定 一 个 复 形 ,选取 天 的 顶点 的 一 种 偏 序 使 之 能 将 
每 个 单 形 的 顶点 线 序 化 .我 们 由 公式 

eT (vy 
人 
定义 一 个 同 态 


Ce(K;R)O Cu (KR CCK;R), 
并 且 把 它 称 为 单纯 卡 积 ， 
定理 66.4 单纯 卡 积 满足 定理 66.1 的 边缘 公式 和 上 积 公 
式 . 它 在 单纯 理论 中 诱导 一 个 同 态 
FH(K;R)C H,(K;R)— H,(K;R):; 
该 同 态 在 单纯 理论 与 奇异 理论 之 闻 的 标准 同 构 下 对 应 于 奇异 卡 
积 ， 
证 明 令 w:C,(K) 一 S,(|K|) 是 在 §34 中 定义 的 链 映 射 ， 
它 诱导 单纯 理论 与 奇异 理论 之 间 一 个 同 构 . 因 为 5 是 到 直 和 项 上 
的 单 态 射 ,所 以 它 的 对 偶 7 是 满 射 . 
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我 们 首先 证 明 7 与 站 在 链 水 平 上 交换 . 即 给 定 EC?(K; 
RR) ,我 们 能 够 选取 天 ES 人 (| 开 |; 民 ) 适 合 7( 必 )= 习 ,并 且 验 证 对 
有 
nc’ MN) epro) = df nlcpra). 
为 证 明 这 个 公式 ,我 们 假定 vo 过 … 达 vw,,, ,并 做 计算 
ne [YL ol lO) 
= (vs ) Oa eo Vro }) 
A 
= [Tv CO 
最 后 这 个 等 式 用 到 下 列 事实 : 
(a i ) ee) (a 
边缘 公式 和 上 积 公 式 可 以 像 在 定理 66. 1 中 那样 通过 直接 计 
算 来 证 明 , 也 可 以 从 奇异 理论 的 类 似 公 式 导 出 .例如 ,给 定 c*, 同 
前 面 一 样 令 my(d?)= c? .于 是 如 果 我 们 对 所 要 求 的 等 式 
(x*) 3fcp 站 cy)》=( 一 人 2 人 cv 二 ce 站 ac 
两 边 都 应 用 7 ,那么 我 们 就 得 到 有 效 等 式 
3 站 Tcoy)) = (~ 1)6d? MN np(cyrs) + d? MN) 9n( ce, ). 
因为 了 是 一 个 单 态 射 ,所 以 (* ) 必 定 成 立 .利用 7 与 上 积 交 换 这 
个 事实 ,那么 类 似 的 论证 也 适用 于 上 积 公 式 ， 加 
相对 卡 积 


正如 对 于 上 积 的 情况 那样 , 卡 积 也 有 相对 形式 ,在 以 下 的 叙述 
中 它 将 是 有 用 的 .最 一 般 的 相对 卡 积 是 一 个 双 线 性 映射 
F(X,A) OH,,,(X,A U B)—> H,(X,B), 
它 在 {A ,Bi 是 一 个 切除 对 时 有 定义 . (为 了 方便 我 们 在 这 里 省 略 
了 系数 . ) 实 际 上 我 们 只 是 对 A 或 B 为 空 集 , 或 者 A = 8B 的 情形 感 
兴趣 .也 就 是 说 我 们 关心 下 列 运算 : 
让 二 和 名 


Hr(X) ® H,,,(X,B) -0 H,(X,B), 
H’(X,A) ® H,,(X,A) -> H,(X), 


Hr(X,A)® Hi (X,A) > H,(X,A). 

这 些 卡 积 的 存在 性 容易 证 实 . 令 ES?(X),qd,;, EES,.,( 久 ). 为 
了 得 到 第 一 个 运算 .我 们 只 需 注意 到 ,如 果 4,, ,是 由 B 承载 的 , 那 
么 由 其 定义 ,c? 门 d,,, 也 是 由 B 承载 的 .为 了 证 实 第 二 个 运算 的 
存在 性 ,我们 注意 到 ,如 果 c? 在 由 A 承载 的 所 有 和 链 上 为 零 ,而 且 
若 d,1, 由 A 承载 ,那么 c* 门 4d,,, =0. 第 三 个 运算 等 于 第 二 个 运 
算 再 经 过 射影 映射 及,(X)>H,(X, A) 而 得 到 的 . 

如 同 以 前 一 样 ,边缘 公式 和 上 积 公式 成 立 . 因此 ,我 们 在 相对 
同调 和 上 同调 的 水 平 上 就 有 一 个 自然 的 双 线 性 映射 . 

在 单纯 理论 中 我 们 有 类 似 的 相对 卡 积 . 我们 上 只 要 重复 对 于 绝 
对 卡 积 已 给 出 的 论证 即 可 . 


本 古 


1. 通过 置 4,,, = TC9a 并 由 直接 计算 来 验证 定理 66.1 的 自然 性 公式 . 

2. 用 下 述 方法 来 验证 定理 66. 1 的 边缘 公式 : 置 cy = Ta 并 把 
(一 1 人 co 和 cs 人 站 scovy 的 表达 式 相 加 .大 多 数 的 项 相互 抵消 ,剩余 的 表 
达 式 为 

2 DT el(e0,, ei ae 


其 中 第 9 项 是 从 ( 1)’82? 门 c; ,的 表达 式 留 下 来 的 ,而 i 之 g 的 那些 项 是 从 
d?* 门 93c,,; ,的 表达 式 中 留 下 来 的 . 

3. 置 err = Ta 并 直接 计算 来 验证 定理 66. 1 的 上 积 公 式 . 

4. 令 工 为 环 面 ; 令 a 和 6 是 如 (T) 的 通常 生成 元 ; 令 本 和 A 分 别 生成 
HH2:(T) 和 天 (了 T).( 参 看 $49 的 例 1.) 

(a) 计算 z 人 站 TT 和 B 门 广 ,并 画 出 示意 图 . 

(b) 计算 ANT.. 
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(c) 验证 xz 站 (8 人 PP=(cUD 站 了. 

5. 令 P 为 射影 平面 , 令 Po 表示 了 (P2 ;zf2) 的 非 零 元 . 计算 同 态 
站 有 在 群 刀 (PE3Z2)0=1.2) 上 的 值 . 

6. 令 (X,A) 是 一 个 可 三 角 剖 分 侦 , 令 a€E 日 ,(X,A). 那 么 3,.a 是 
H,-1( 刀 ) 的 一 个 元 , 考 虚 下 列 图 表 


下 一 HO —— HFA) 一 ~ Hri(¥,A) 


Ine Ine Ja.e Ine 
Hp(X) ne Hn_p(X ,A) ee np_it A) Te rp). 


证 明 ; 每 一 个 方块 直至 符号 是 交换 的 .所 涉及 到 符号 是 什么 ? 
$8 67 ”Poincaré 对 偶 的 另 一 种 证 明 


现在 我 们 给 出 Poincaré 对 侦 定 理 的 另 一 种 证 明 . 在 这 个 证 明 
中 ,对偶 同 构 将 利用 卡 积 来 构造 .我 们 还 将 得 出 几 个 有 趣 的 推论 ， 
其 中 包括 对 偶 同 构 的 一 个 自然 性 公式 以 及 它 不 依赖 于 所 涉及 的 三 
角 放 分 的 一 个 证 明 . 

定义 “ 令 X 是 一 个 可 训 分 的 二 维 紧 同调 流 形 . (请 注意 ,并 未 
假定 X 的 任何 具体 三 角 章 分 . ) 令 X, 是 X 的 一 个 分 支 .如 果 义 是 
可 定向 的 ,那么 H,(X,) 是 无 限 循 环 的 ,并 且 把 百 (X,) 的 一 个 生 
成 元 PG 称 为 X; 的 一 个 定向 类 .我 们 把 类 在 由 包含 映射 诱导 
的 同 构 

BH, (xX) SH,(X) 

下 的 象 称 为 X 的 一 个 定向 类 ,并 和 且 记 为 .类似 地 ,如 果 XX 不 必 
是 可 定向 的 ,而 且 T 作 是 五, (X ,2Z/2) 的 唯一 非 平 凡 元 ,那么 我 们 
把 这 些 元 素 在 日 ,( 久 ;2Z/2) 中 的 象 记 为 Po ,并 且 称 为 X 的 在 Z/2 
上 的 一 个 定向 类 . 

如 果 给 定 X 的 一 个 具体 前 分 ,那么 PG 可 由 分 支 X 的 适当 
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定 问 的 所 有 nn 维 单 形 之 和 来 表示 , 玉 可 由 X 的 适当 定向 的 所 有 > 
维 单 形 之 和 7? 表示 .类 似 地 ,Pa 由 X 的 每 一 个 带 有 系数 [11EZ12 
的 n 维 单 形 之 和 表示 . 

定理 67.1 《Poincaré 对 偶 一 第 二 种 形式 ) 令 久 是 一 个 
可 着 分 的 n 维 紧 同调 流 形 .如 果 多 是 可 定向 的 ,并 且 EH,(X) 
是 义 的 一 个 定向 类 ,那么 


有 
对 于 任意 G 都 是 同 构 .无 论 XX 是 不 是 可 定向 的 ， 
Ep 


H,_,(X;2/2) 
都 是 同 构 . 

证 明 证 明 的 思想 与 以 前 是 相同 的 .我 们 选取 X 的 一 个 三 角 
剖 分 , 它 是 把 XX 分 成 它 的 对 偶 块 的 划分 ,而 且 构 造 一 个 与 6 和 2 交 
换 的 同 构 

bP:C(X)—* DD, (X). 
所 不 同 的 是 我 们 要 通过 用 卡 积 公 式 来 构造 $. 

第 一 步 ” 我 们 首先 证 明 下 列 基 本 事实 : 令 K 是 一 个 复 形 , 令 
g:sd KK 是 恒 等 映 射 的 一 个 单纯 冯 近 .那么 给 定 o€ KK, 恰 有 
sdo 的 一 个 单 形 * 使 得 g 把 它 映射 到 oc 上 ,而 其 它 单 形 均 被 映射 到 
o 的 真 面 上 . 

回想 到 ,如 果 cE KK ,那么 由 于 c 在 ec 的 内 部 ,所 以 映射 g 必 
然 把 co 映射 到 e 的 顶点 之 一 . 

我 们 对 于 a 的 维 数 用 数学 归纳 法 . 如果 o 是 一 个 顶点 v, 那 么 
g(v) = wv, 于 是 我 们 的 结果 成 立 . 如果 o = mm ,那么 g (vo)= wo 
且 g(vi)= wi, 而 g(o) 或 者 等 于 vo ,或 者 等 于 v1. 无 论 哪 种 情况 
发 生 ,g 把 两 个 单 形 wa 和 w c 中 的 一 个 所 缩 到 一 点 ,并 把 另 一 个 
且 射 到 wm 上 . 

一 般 地 令 * 是 一 个 维 单 形 vo… wv . 由 归纳 假设 ,o 的 每 个 
k 一 1 维 面 s; = vo…v;… wv 恰好 包含 sdK 的 一 个 有 一 1 维 单 形 z， 
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它 被 g 映射 到 ;, 上 .因而 sde 的 每 个 上 维 单 形 ,可 能 除了 形 如 ax 
6 一 0,…,) 的 上 维 单 形 之 外 , 均 被 g 拥 缩 . 于 是 g 把 5 映射 到 
5 的 顶点 之 一 . 不 妨 设 g(c)= wv. 由 于 
g(t) = 3 = Vo Vi Ve, 

所 以 映射 g 把 o x z 映射 到 c 上 ,而 且 对 于 ;天 ) 把 每 个 单 形 c * 
t, 出 缩 到 ,上 

第 二 步 ” 我 们 还 有 另 一 个 基本 事实 ,这 就 是 , 令 是 一 个 复 
形 , 令 sd:C,( 开 ) 一 C(sdK) 是 $17 中 定义 的 重心 重 分 链 映 射 . 若 
5 是 并 的 一 个 pb 维 定向 单 形 ,那么 sdc 是 sdK 的 位 于 o 内 的 适当 
定 问 的 有 所 有 上 维 单 形 之 和 . 

我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 公式 sd(vw) = wv 说明 结果 对 于 0 
维 成 立 .一 般 令 o 的 维 数 为 p. 于 是 链 9o 是 ce 的 适当 定 问 的 pi 
维 面 的 和 .那么 由 归纳 假设 sd(ac) 是 sd KK 的 所 有 位 于 Bde 内 的 
运 当 定 问 的 p 一 1 维 单 形 之 和 .由 此 可 知 

sdo = [og ,sd(30)] 

是 sd K 的 位 于 o 内 的 适当 定向 的 所 有 p 维 单 形 之 和 . 

第 三 步 ” 现 在 令 XX 是 定理 中 所 述 的 流 形 ,并 且 选 取 一 个 具体 
三 角 剂 分 . 令 7 是 关于 这 个 剖 分 的 代表 芽 的 团 链 .在 复 形 sdX 中 ， 
我 们 将 使 用 顶点 的 标准 俩 序 , 并 且 用 这 个 序 把 sdX 的 单 形 定 问 . 
对 于 X 的 单 形 可 任意 定向 . 

由 第 二 步 , 链 sdy 是 sdX 的 带 有 符号 +1 的 所 有 > 维 定向 单 
形 之 和 .因为 它 是 一 个 财 链 ,所 以 sdy 是 sdX 的 定 同 团 链 . 

选取 g:sdX->X 是 恒 等 映 射 的 一 个 单纯 逼近 .考虑 图 表 


CH(X) 0 一 mr- 全) 
8 7 
CP(sd 及 n-p(Sd A), 


"A000 ， 


其 中 ; 是 从 X 的 对 偶 链 复 形 到 sdX 的 单纯 链 复 形 中 的 包含 映射 
我 们 将 证 明 g* 和 站 sdy 的 复合 把 C* (X) 同 构 地 映射 到 
C。,(sdX) 的 子 群 D,_, (XX) 上 .由 此 可 知 , 存 在 唯一 的 一 个 同 构 
y 使 得 这 个 图 表 交 换 . 
首先 我 们 来 证 明 一 个 预备 结果 :者 o 是 XX 的 一 个 p 维 定 问 单 
形 , 那 么 g* (o* ) 门 sdy 等 于 sdX 的 位 于 块 DD(o) 中 带 有 系数 土 1 
的 所 有 n 一 pp 维 单 形 之 和 ， 
我 们 通过 直接 计算 证 明 这 个 事实 .给 定 a, 那 么 由 第 一 步 , 恰 
好 有 sdX 的 一 个 p 维 单 形 :, 它 被 g 映射 到 o 上 .于 是 
gt ,es 
其 中 符号 依赖 于 所 选取 的 定向 .让 我 们 来 计算 卡 积 二 门 sdy- 
回顾 单纯 卡 积 的 公式 .给 出 复 形 K 的 顶点 的 一 个 序 ,并 给 出 
K 的 一 个 上 链 c? 和 一 个 p+ g 维 单 形 r, 则 链 人 们 +z 等 于 r 的 “g 
维 前 面 ” 乘 以 在 r 的 "p 维 后 面 "上 的 值 . 
现在 t 是 sdX 的 一 个 p 维 单 形 而 且 具 有 形式 
上 = [s,,,s,], 
其 中 =o ,而且 对 每 个 i ,s; 的 维 数 恰好 是 i .此 外 ,sdy 是 sdX 的 
所 有 n 维 单 形 之 和 ,而 且 每 个 单 形 具 有 形式 
r 一 [z_ ,… ,ao]， 
其 中 对 于 每 个 i 来 说 ,c; 怡 好 是 i 维 的 .除了 :等 于 zr 的 后 面 , 即 
除非 
ee [s,,*, so] [co]， 
那么 链 二 门 r 都 将 为 零 , 而 在 该 情况 下 , i" 门 c 等 于 [6o,,…， 
0,]. 由 这 可 知 ,t" 门 sdy 是 sdX 的 带 有 符号 土 1 的 所 有 形 如 
z [er 
的 单 形 之 和 ,并 且 其 中 om =s =c， 这 些 单 形 恰好 是 D(a) 的 np 
维 单 形 . 
现在 来 证 明 我 们 要 证 的 结果 .我 们 要 证 明 g* (o* ) 门 sdy 实 
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际 上 是 块 (五 (c) , 记 (c)) 的 一 个 基本 闭 链 . 

我 们 知道 , g* (oa” ) 门 sdy 是 由 D(o) 承 载 的 一 个 非 平 几 的 
n 一 瞩 维 链 , 而 且 它 不 是 其 它 任何 链 的 倍数 ( 因 其 系数 都 是 土 1). 要 
证 明 它 是 一 个 基本 链 , 只 需 证 明 它 的 边缘 是 由 D(o) 承 载 的 .为 
此 ,我们 做 计算 
(*) a(g* (o’ )NNsd7)=(—-1)" *6g* to )fNsdy+0 

—(-1)" rg (86a" )/lsdy. 

由 于 6o' 是 形 如 鞋 o; | 的 项 之 和 ,其 中 o,,1 是 苹 的 以 o 作为 
一 个 面 的 p+1 维 单 形 .由 刚才 证 明 的 结果 , 链 g* (cu)msdy 是 
由 对 偶 于 co 的 块 D(coi) 承 载 的 .因为 ze 和 5, 所 以 这 个 块 包 
含 在 DD(o) 中 .因而 如 所 期 望 的 那样 ,g* (8 ) 门 sdy 是 由 访 (c) 
所 承载 的 . 

第 四 步 ” 至 此 我 们 已 经 证 明了 同 构 

PCA(X)—— D.,_,(X) 
存在 ,而 且 它 把 基 元 o' 上 映射 到 ao 的 对 偶 块 的 一 个 闭 链 .因此 ,y 类 
似 于 定理 56.1 中 的 同 构 %. 唯一 剩 下 的 问题 是 它 能 和 否 跟 8 和 9 交 
换 . 除 了 至 多 只 差 一 个 符号 外 , 它 与 和 3 是 交换 的 .上 面 的 公式 
( * ) 为 我 们 给 出 等 式 
agp(e) = (- 1)” (Be )， 

由 于 符号 (一 1)”?* 不 影响 上 闭 链 群 和 边缘 链 群 .由 此 可 知 ,恰似 $ 
的 情形 一 样 ,y 请 导 开 (X) 与 HH.-,(%( 针 )) 之 同 的 一 个 同 构 . ( 事 
实 上 ,多 与 区 仅 差 一 个 符号 .参看 习题 1.) 

由 于 包含 映射 2(X)->%(sdX) 诱 导 一 个 同调 的 同 构 , 那 么 由 
此 可 知 复合 映射 

FEP(X) > HP (sdX) H, , (sdX) 
是 一 个 同 构 . 那 么 如 果 我 们 把 sdX 的 同调 与 X 的 同调 等 同 起 来 ， 
例如 这 可 以 通过 转化 为 可 语 分 空间 X 的 同调 ,或 转化 为 奇异 同调 
和 上 同调 来 实现 , 则 我 们 看 到 由 于 g "是 恒 等 映射 ,所 以 这 个 同 构 
可 以 表示 成 
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Hr(X) NH (xX) 
的 形式 . 
第 五 步 ” 为 了 处 理 任意 系数 的 情形 ,我 们 先 来 证 实 复合 映射 
CX)D GE CX;G) E> Cr (sdX;G) 
ND (Xx)®G 
等 于 第 四 步 中 的 同 构 C*(X) 一 DD,. ,(X) 与 G 上 的 恒 等 映 射 所 作 
的 张 量 积 . 因此 它 是 一 个 同 构 . 

第 六 步 ”在 X 不 必 是 可 定向 的 情况 下 ,如 果 我 们 模 2 约 化 所 
有 系数 ,那么 上 面 的 证 明 仍然 有 效 .第 一 步 和 第 二 步 不 变 . 第 三 步 
中 的 论证 说 明 g*(o" ) 门 sdyw) 是 块 (D(a),D{o)) 的 (之 Z/2 系 
数 的 ) 非 平凡 的 n 一 p 维 闭 链 . 因为 不 必 涉 及 符号 问题 ,所 以 第 四 
步 变 得 更 容易 了 . 口 

虽然 我 们 对 这 个 定理 的 证 明 始 终 使 用 了 单纯 同调 ,但 是 通过 
一 个 保持 卡 积 的 同 构 ,单纯 理论 与 奇异 理论 是 同 构 的 ,这 就 意味 着 
这 个 定理 对 于 奇异 理论 也 成 立 .尤其 是 ,由 门 荆 给 出 的 同 构 上 只 依赖 
于 同调 类 本 , 而 不 依赖 于 所 涉及 的 任何 具体 前 分 . 

上 述 定理 为 我 们 给 出 了 关于 Poincare 对 偶 同 构 怎 样 对 于 连续 
映射 起 作用 的 信息 .特别 是 我 们 有 下 列 定 理 , 它 的 证 明 是 卡 积 自然 
性 的 一 个 直接 推论 . 

定理 67.2 令 久 和 Y 是 可 庆 分 的 、 可 定向 的 \、 连 通 的 nn 维 紧 
同调 流 形 ; 令 P 和 了 分 别 是 入 和 YY 的 定向 类 .给 定 f: 久 一 Y， 
令 d 是 一 个 整数 ,使 得 f, (Tx)=d'TIy. 那 么 下 列 图 表 交 换 .: 


H xX ;0) 2 Hr-AX: GO) 
h 
F 
HA(Y,O) Hn_AY; O). 
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尤其 是 , 若 d= 土 1, 那 么 广 是 单 射 而 三 ,是 满 射 .在 不 要 求 X 和 
Y 是 可 定向 的 情况 下 ,同样 的 结果 对 于 G = V2 成 立 . | 

定义 ”在 这 个 定理 的 叙述 中 所 出 现 的 整数 4 称 为 f 关于 定 
向 闭 链 P 和 Ty 的 度 .由 于 Tx 和 Ty 直至 符号 都 是 唯一 确定 的 ， 
所 以 过 也 是 如 此 .如 果 X=Y 且 PP = 了 T， ,那么 了 是 唯一 确定 的 . 

Poincare 对 偶 的 第 二 种 形式 一 一 其 中 的 同 构 是 通过 使 用 卡 积 
而 得 到 的 一 一 它 所 具有 的 重要 性 远 远 超出 了 刚才 证 明 的 自然 性 图 
表 . 请 注意 到 ,即使 X 是 不 可 前 分 的 ,但 只 要 知道 我 们 用 X 的 定 
向 类 表示 什么 意思 ,那么 定理 67.1 所 述 的 一 切 仍 然 有 意义 . 这 个 
事实 局 发 我 们 ,通过 在 奇异 理论 中 使 用 卡 积 , 就 可 以 得 出 对 于 不 假 
定 可 剂 分 性 的 任意 紧 拓 扑 流 形 的 Poincaré 对 偶 的 一 种 证 明 . 实际 
情况 正 是 如 此 .有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 文献 [D, Jj( 也 可 以 查阅 文献 
[G-Hj,LV] 或 者 [LS]). 


习 是 


1. 给 定义 X 的 定向 闭 链 7, 并 且 像 在 定理 67.1 的 证 明 中 那样 构造 y. 

(a) 由 下 列 规则 定义 $: 

$(e) = (~ 1)"? gt(e?), 
其 中 对 所 有 上 ,有 
a(d 直 + nn) 一 和 0， a(4kk& 二 n+2)=1, 
a(ldE 二 + 1)=0, a(l4k+ n+3)= 1, 

证 明 #$ 满足 条 件 归 =39， 

(b) 证 明 : 若 a 是 X 的 一 个 = 维 单 形 ,而 且 就 像 它 出 现在 闭 链 y 中 那样 
定向 ,那么 Wo )=6. [提示 :e(g(o"))=e(g# (po)))=elo* Ny).] 

(ec) 推 证 (a) 款 中 的 同 态 # 与 定理 65.1 的 证 明 中 的 那个 # 是 完全 相同 
的 . 

2. 令 X 和 立 是 可 训 分 的 、 连 通 的 ” 维 紧 同调 流 形 , 令 f;X 一 Y 

(a) 证 明 如 果 X 和 Y 是 可 定向 的 ,并 且 上 具有 非 零 的 度数 ,那么 8 (X) 
之 BLY), 其 中 8 表示 第 ;个 Betti 数 . 
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(b) 如 果 f. :也 (XI;Z12) 一 五 (YIW2) 是 非 平凡 的 ,那么 对 于 H,(X; 
Z/2) 和 日 (YY;212) 你 能 说 出 些 什 么 结果 ? 

3. 令 已 表示 环 面 的 = 重 连 通 和 ; 令 Xo = S? .证 明 当 和 且 仅 当 2 之 mm 时 ， 
存在 一 个 具有 非 零度 数 的 映射 f:X, 一 义 , . 

4. 令 和 如 同 习 题 3 中 所 述 ; 令 六 是 射影 平面 的 x 重 连 通 和 (nn 实 1). 
给 定 了 ,考虑 条 忻 : 

(¥% ) 了 ,作为 带 Z/2 系数 的 昌 , 上 的 一 个 映射 是 非 平凡 的 . 

(a) 证 明 存 在 一 个 满足 条 件 ( x ) 的 映射 六 YY, 一 YY, , 当 且 仅 当 n 衬 mm. 

(b) 证 明 不 存在 任何 满足 条 件 ( * ) 的 映射 六 和 一 了 
映射 f: 了, 一 XX, 的 情况 将 在 下 一 节 的 习题 中 考虑 . 


" 868 应 用 : 流 形 的 上 同调 环 ' 


现在 我 们 把 Poincaré 对 侦 定 理 用 于 计算 流 形 的 上 同调 环 问 
题 .虽然 我 们 不 能 计算 出 每 个 紧 流 形 的 上 同调 环 , 但 是 我 们 将 要 证 
明 的 这 个 定理 足以 使 我 们 能 够 计算 出 实 射影 空间 和 复 射 影 空 间 的 
上 同调 环 . 这 种 计算 反 过 来 又 引导 出 象 Borsuk-Ulam 定理 和 和 有 所谓 
“火腿 三 明治 定理 等 这 样 一 些 拓扑 学 的 经 典 定 理 的 证 明 ”. 

定义 令 A 和 B 是 具有 相同 秩 数 的 自由 Abel 群 . 令 C 是 一 
个 无 限 循 环 群 . 如 果 有 A 的 基 &a1,…,a, 和 日 的 基 Di ,…:, Bb,， 
使 得 

fla: C9 6,) 0;7 
对 所 有 i ,j= 二 1,…,m 成 立 , 其 中 YY 是 C 的 一 个 生成 元 , 则 我 们 说 
同 态 
f:ACQB—C 

是 一 个 对 偶 配 对 . 

定理 68.1 令 久 是 一 个 可 判 分 的 、 可 定向 的 、 连 通 的 维 紧 


+ 在 本 节 中 我 们 假定 读者 熟悉 射影 空间 (3 40); 我 们 还 要 用 到 上 同调 的 万 有 系 
数 定理 ( § 53). 
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同调 流 形 . 令 T*(X) 表 示 HE(X) 的 挠 子 群 .那么 上 积 运算 诱导 一 
个 同 态 


H(X) ce 
TXT 


它 是 一 个 对 人 惕 配对 . 

证 明 令 cE 末 (XXX),BE 天 一 (X). 如果 au 是 一 个 有 限 阶 的 
元 素 ,那么 aUB 也 是 有 限 阶 的 .由 于 HH" (X) 是 无 限 循环 的 ,所 以 
这 就 蕴涵 着 aU B=0. 如 果 8 是 有 限 阶 的 ,那么 类 似 的 说 法 也 适 
用 .因此 (由 引 理 50.3), 上 积 诱 导 一 个 同 态 


H(X) cH (X) 
T(X)™ T™*(X) 


选取 再 (X) 的 一 个 生成 元 A. 然后 选取 五. (XI) 的 一 个 生成 
元 了 ,而 且 选 取 它 的 符号 使 得 同 构 
(x ) Fr (X)- Ho(X)- 人 >ZZ 
把 A 映射 到 1. 那 么 e, (A 站 TT)=1. 
为 证 明定 理 ,我们 将 求 出 于 (X) 的 元 素 a ,as 和 “(XX) 
的 元 素 记 ,… ,BB ,使 得 
oz UB = A, i,7 = 1,.…,m, 
并 且 使 得 它们 模 挠 子 群 的 陪 集 分 别 形 成 下 (XI)1T(X) 和 于 一 
(X)/T"“( 久 ) 的 基 , 并 分 别 记 为 {a;|} 和 {8,1. 
以 上 所 述 是 证 明 的 思路 .首先 存在 一 个 几何 对 偶 同 构 
N TT:H™(X)— H,(X), 
它 是 从 与 T 的 卡 积 而 得 到 的 . 这 个 辣 构 诱导 “(X)/T"*(X) 
与 本 (XX)/T*(XX) 的 一 个 同 构 . 
其 次 ,存在 一 个 从 Kronecker 映射 x 得 到 的 代数 对 侦 同 构 
k“ . 它 可 从 正 合 序列 
0 < Hom(H,(X),2) <— Ht(X) < Ext(H, (XX),Z) -0 
得 出 如 下 :左边 的 群 同 构 于 Hom( 昌 ,(X)/T(X),Z). 办 而 是 自由 
" 406 * 


-> H'(X), 


一 H’'(X). 


的 ;而 右边 的 群 是 一 个 挠 群 . 因 此 存在 一 个 诱导 同 态 


H (X) «” HF(X) 
Hom (7 zj 一 TXY 


它 是 通过 公式 
[i ta} llB} = [x(a}](B) = (a,B) = 8. (of B) 
与 卡 积 相关 的 .联合 这 两 种 类 型 的 对 偶 即 可 给 出 我 们 的 和 定理. 
考虑 同 构 的 序列 
各 和 tem 各 四 生 区 
了 全 .UN 略 了 和 X.) 任 意 选 取 到 一 1 一 
一 个 大 1 P|s 信 170 ee 由 等 式 B 站 
T= 7 pe 的 对 应 基 . 令 Yr ,…, Ym 是 由 等 式 
7 (17;1)= iii 
Ta} ,…, |o, | 是 对 于 所 有 i 由 等 式 x (la 和 )= 7z 定义 的 H/T 
的 相应 基 
为 了 证 明 a;U B= 6A, 只 须 ( 应 用 由 (x* ) 式 给 出 的 再 (X) 
与 Z 的 同 构 ) 证 明 
ex (la: UB)NT)= de (ANT) = 56, 
就 行 了 .我 们 做 计算 如 下 : 
6 = Y7 (171) = [kr ie NT) = (Cai,p, NT) 
~ eé.(o M(B NN TD)) = ea UB) NTT). 1 
当 系 数 构 成 一 个 域 时 类 似 的 定理 成 立 : 
定理 68.2 邻 义 是 一 个 可 剂 分 的 ,连通 的 n 维 紧 同调 流 形 . 
令 下 是 一 个 域 ; 若 处 是 不 可 定向 的 , 则 假定 下 等 于 ZVf2. 令 和 A 生 
成 于 (X;F). 那么 就 有 百 (X;F) 的 (向 量 空间 ) 基 al,…', a 和 
H"“( 关 ; 下 ) 的 (向 量 空间 ) 基 Bi ,… ,BB ,使 得 对 于 i ,j==1,… ,mm， 
a; UJ BB = ok. 
证 明 ”在 可 定 问 的 情况 下 ,选取 了 使 得 同 态 


* 497 ， 


Pry 
把 A 上 映射 到 1€ 下 .在 不 可 定向 的 情形 ,TT 是 唯一 的 ,于 是 与 以 
前 一 样 ,用 下 列 图 表 进 行 ; 


HX;F) > H,(X;F) S Homs(H,(X;F),F) 
A HCX;F). 


这 里 厂 根 据 情况 ,或 者 表示 本 ,或 者 表示 卫 @) . 国 

例 1 让 我 们 再 次 来 考虑 环 面 .由 定理 68.1, 百 ( 工 ) 有 一 个 
基 ai ,a, ,而 且 还 有 态 (TT) 的 一 个 基 p , Pp, 使 得 a, UB =6,4 ,其 
中 A 是 开 { 丁 ) 的 一 个 生成 元 .图 68.1 中 国 出 的 两 个 “ 尖 桩 篇 管 ” 
状 的 上 闭 链 ww 和 z 为 我 们 给 出 互 的 一 个 基 , 而 且 所 示 的 上 闭 
链 "生成 H( 人 本), 回 想到 > Uw =a" .如果 令 w 和 a; 分别 是 
> 和 w! 的 上 同调 类 , 令 8 和 记分 别 是 w 和 一 z! 的 上 同调 
类 , 令 4 是 o" 的 上 同调 类 ,那么 定理 的 结论 成 立 . 这 些 计算 我 们 
曾 在 $49 的 例 1 中 做 过 . 


图 68.1 


定理 的 证 明 告 诉 我 们 这 应 当 是 一 个 行 之 有 效 的 方法 . 如果 由 

上 闭 链 w 开始 ,那么 几何 的 (Poincaré) 对 偶 上 映射 J 把 wi 映射 成 

图 68.2 中 所 画 出 的 闭 链 cj (我们 知道 对 偶 于 w' 的 闭 链 由 对 偶 
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于 在 w 的 头 载 子 中 出 现 的 单 形 的 块 所 承载 .为 了 验证 把 w 
映射 成 | 而 不 是 上 映射 成 Cl 需要 相当 组 心 . ) 闭 链 Cl 同调 于 沿 挑 
形 边 界线 的 胞 腔 B 所 表示 的 闭 链 .在 代数 对 侦 x ”下 ,这 个 闭 链 B 
又 对 应 于 这 样 一 个 上 闲 链 , 它 在 B 上 的 为 1, 而 在 沿 男 一 方向 环绕 
环 面 的 闭 链 A 上 的 值 为 0. 上 闭 链 > ”就 是 这 样 一 个 上 闭 链 . 因而 
在 联合 的 几何 -代数 对 偶 同 构 下 , zw 被 映射 到 > .这 恰好 是 我 们 
所 期 望 的 ,因为 {xz' Uw!lj=A, 而 ziUz =w Uw'=0. 


图 68.2 


现在 我 们 将 这 些 结 果 应 用 于 实 射 影 空 间 忆 .我 们 知道 P" 是 
可 齐 分 的 (参看 引 理 40.7) ,因而 Poincaré 对 偶 性 适用 . P" 的 胞 腔 
链 复 形 在 上 =0,…,7 每 一 维 数 下 都 是 无 限 循 环 的 ,而 且 边 缘 算 子 
要 妈 为 0, 要 公 是 乘 以 2 的 邓 法 .因此 ,对 于 名 =0,…,n,H(P'; 
Z/2) 都 是 1 维 的 向 量 空间 . 剩 下 的 是 要 在 环 有 (P' ;2Z/2) 中 计算 
上 积 . 

定理 68.3 如 果 w 是 H'(P";Z2) 的 非 零 元 ,那么 对 于 尼 = 
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2,… ,nn,U 是 HEP" ;2Z/2) 的 非 零 元 .因而 H*(P";Z/2) 是 712 上 
的 一 个 截断 多 项 式 代 数 ,而 且 在 1 维 时 有 一 个 生成 元 以 ,截断 是 通 
过 置 妇 ” = 三 0 而 进行 的 . 

证 明 ”我 们 用 数学 妇 纳 法 来 证 ,并 且 由 n=2 开始. 向 量 空间 
末 (P ;7Z2) 是 1 维 的 . 若 x 是 它 的 非 零 元 ,那么 由 定理 68. 2， 
wu’ 二 w Uw 必定 是 非 零 的 . 

假设 定理 对 于 n 一 1 维 成 立 .包含 映射 j;:P"'! 一 P" 在 维 数 低 
于 ”时 ,诱导 (Z/2 上 的 ) 同 调和 上 同调 的 同 构 .因此 由 归纳 假设 ， 
车 u€(P";2Z/2) 是 非 零 元 ,那么 ,…,u”' 也 是 非 零 元 .( 回 
想到 j" 是 一 个 环 同 态 . ) 剩 下 的 是 要 证 明 w”* 尖 0. 

由 定理 68.2 可 知 ,有 五 (PP ;V2) 的 一 个 基 z| 和 下” ( 书 
Z/2) 的 一 个 基 8, ,使 得 a; UB 生成 于 (PP;Z/2). 因 为 ww 和 w” 
分 别 是 这 两 个 群 的 唯一 非 零 元 ,所 以 必定 有 al =w,Bl=w '. 因 
而 正如 我 们 所 期 望 的 那样 ,zx = w Uw” 天 0. [ 

系 68.4 肪 * (P”;Z/2) 是 712 上 的 一 个 多 项 式 代数 ,而 且 有 … 
一 个 单独 的 1 维 生 成 元 ,. 

证 明 这 个 系 可 从 下 列 两 个 事实 得 出 . 其 一 是 包含 映射 j: 
P">P” 在 维 数 达 nn 时 诱导 (Z/2 上 的 ) 一 个 上 同调 的 同 构 ;其 二 是 
7? 保持 上 积 运 算 . [| 

现在 我 们 利用 这 个 结果 来 证 明 拓 扑 学 的 几 个 经 典 定理 . 

定义 ”对 于 映射 f: S"-> 5” 来 说 ,如 果 对 所 有 x ES” 都 有 
f( 一 x)= 一 f(x), 那么 我 们 把 它 称 作 是 保持 对 径 点 的 . 

定理 68.5 ”如果 f;:S" 一 S” 是 连续 的 和 保持 对 径 点 的 ,那么 
Nm. 

证 明 令 a,=(1,0,…,0)E€ 5S ;我 们 把 它 称 为 5S* 的 “基点 ”. 
令 下 表示 域 2/2. 

第 一 步 ” 令 :SP 是 通常 的 商 映 射 .我 们 要 证 明 , 如 果 
a:1->S” 是 从 a, 到 其 对 径 点 - we, 的 任何 道路 ,那么 x,。a 表示 
Hi(P" ; 丰 ) 的 非 零 元 .参看 图 68.3. 
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图 68.3 


如 采 a 是 标准 道路 
B(#) = (cosxnt ,sinnt ,0,*… ,0), 
姥 么 这 个 结论 是 容易 证 明 的 .因为 此 时 8B 是 (1,Bd1) 到 (E;,S ) 
的 同 态 , 其 中 E; 是 S 的 上 半 强 .而 且 ri 把 (E;,S" ) 映 射 到 
(P ,P ) 上 ,把 S 场 缩 到 一 点 .由 我 们 关于 CW 复 形 的 基本 结 
果 ,Hi{FE; ,S") 的 一 个 生成 元 在 (x ). 下 的 象 是 P" 的 1 维 胞 腔 
的 一 个 基本 闭 链 . 看 作 一 个 奇异 单 形 i: A 一 了 ,人 恒 等 映 射 生成 
Hi(I, BodT;E) 因此 奇异 单 形 x1°。Bei= zi*B 生成 Hi(P” ;FF). 

为 了 证 明 同 样 的 绪 果 对 于 一 般 道 路 a 成 立 , 我 们 进行 如 下 : 
考虑 1 维 育 异 链 a - 8, 其 中 8 是 如 上 所 述 的 标准 道路 .因为 其 边 
毕 为 零 ,所 以 它 是 S" 的 一 个 奇 异 闭 链 . 在 n >1 的 情况 下 ， 
Hi(S”)=0, 而 a -8B 必然 是 蘑 个 2 维 链 dz 的 边缘 .于 是 

na a— A,° P= 9(rx,° d), 
因而 x,*a 和 r,。8 是 同调 的 . 因此 作为 带 下 系数 的 闭 链 ,它们 也 
是 同调 的 . 

如 果 n ==1, 则 我 们 要 用 到 映射 xi:S ->P 的 度数 为 .2 这 个 
事实 .由 于 a 一 8 是 S 的 一 个 奇异 闭 链 , 所 以 闭 链 x1*a 一 x1°B 表 
示 Hi(P ) 的 生成 元 的 偶数 售 . 特别 地 , 它 表示 Hi(P'; 下 ) 的 零 
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元 .于 是 riea 和 和 xi°P 作为 市 下 系数 的 团 链 是 同调 的 . 

第 二 步 ” 令 f;S"->S” 是 一 个 保持 对 径 点 的 连续 映射 .选取 
S” 的 一 个 旋转 ,比方 说 p:S" 一 9 , 它 把 f(a, ) 上 映射 到 S” 的 基 
点 an .那么 g = o°*f 是 连续 的 和 保持 对 径 点 的 ,并 且 把 a, 映射 到 
an -通过 商 映 射 x, 和 zx, ,映射 g 诱导 一 个 连续 映射 h:P"->P”: 


wg 
| 


h 
Pa 


我 们 可 证 明 有, :Hj(P ;FF) 一 Hi(P”;F) 是 非 平凡 的 . 

令 a 是 S” 中 从 a, 到 - a。 的 任何 道路 .因为 g 保持 对 径 点 ， 
所 以 (一 a,)= 一 a, ,因而 ge°a 是 S” 中 从 a 到 一 a, 的 一 条 道 
路 .由 于 上 ;把 闭 链 x,。a 映射 到 闭 链 x,*g°*a; 因 此 由 第 一 步 , 同 
态 ,把 Hi(P" ;请 ) 的 非 零 元 上 映射 到 Hi(P” ,证 ) 的 非 稚 元 . 

第 三 步 ” 现 在 我 们 来 证 明定 理 .对 于 上 &= m,n ,利用 同 构 


Homs (HI (PS F),F) <— HI(P:;F,) 
的 自然 性 ,从 第 二 步 可 知 , 上 间 调 的 同 态 产 
Hi(P';F) <— Hi(P”;F) 

是 非 平凡 的 . 令 vxE (于 ;FF) 是 非 平 凡 的 ,那么 产 (wu)E€ 
HH (P";F) 是 非 平 凡 的 . 因为 h” 是 环 同 态 ,所 以 h*(w”)= 
(hh" (wu))". 由 上 面 的 定理 ,后 一 元 素 是 非 平 几 的 .因此 ,w” 必然 也 
是 非 平 几 的 .由 此 可 知 ,m 衬 n. L 

定理 68.6(Borsuk-Ulam 定理 ) 如 果 户 : 弛 一 及 "” 是 连续 映 
射 ,那么 有 (rT) 二 有 (一 ) 至 上 少 对 于 一 个 rES" 成 立 ， 

证 明 假如 h(x) 关 h( 一 xz) 对 所 有 xES 成立, 那么 由 


二 


定义 的 函数 f:S" 一 S” 是 连续 的 并 且 是 保持 对 径 点 的 .但 是 这 样 
的 函数 不 存在 . [| 
定理 68.7( 小 火腿 三 明治 定理 ) 令 A 和 A, 是 R? 中 的 两 
个 有 界 可 测 集 ,那么 在 R* 中 存在 一 条 直线 把 A! 和 A 都 平分 . 
这 个 结果 并 不 是 基本 的 .甚至 在 A, 和 A, 都 是 三 角形 区 域 的 
简单 情况 下 ,也 可 尝试 求 出 这 样 一 条 直线 1! 


R:xi 


图 68.4 


证 明 设 A, 和 有 A, 位 于 R 中 的 平面 RRX1 上 .对 Ri 中 的 
每 个 单位 向 量 wu, 考虑 过 原点 而 垂直 于 zx 的 平面 P(w). 当 向 量 4 
取 定 时 , 令 (uw) 等 于 A, 的 位 于 P(w) 的 同一 侧 的 那 一 部 分 的 测 
度 .参看 图 68.4. 请 注意 到 : 

fln) + fA(- wu) = A, 的 测度 . 
于 是 畏 数 
UU (fi(u),f(n)) 
是 S 到 R* 中 的 连续 映射 .由 Borsuk-Ulam 定理 ,对 于 某 个 a € 
S2 ， 
(fila), f(a)) = (fi(- a),f.(~ a)). 
那么 
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F(a) = 广 (A; 的 测度 )， 


因而 平面 P(a ) 与 平面 R X1 的 交 线 就 是 我 们 所 要 求 的 平分 A 
和 A, 的 直线 . 器 

这 个 定理 的 证 明 可 以 推广 来 证 明 对 于 R" 中 的 n 个 有 界 可 测 
集 ,存在 R" 中 的 一 个 n 一 1 维 平 面 把 它们 都 平分 . 如果 我 们 把 一 
个 火腿 三 明治 看 作 是 由 两 片面 包 夹 一 片 火 腿 构 成 的 ,那么 在 n =3 
的 情况 下 ,这 个 定理 说 明 ,我 们 只 和 需 切 一 刀 就 能 同时 把 两 片面 包 和 和 
一 片 火 腿 都 平分 ! 


习 题 


1. 令 工 如 同 例 1 中 所 述 , 令 g:sdT->T 是 恒 等 映 射 的 一 个 单纯 逼近 . 验 
证 如 果 sdy 是 sdT 的 反 时 针 定 向 的 所 有 x 维 单 形 之 和 ,那么 g (w' ) 门 sda 7 
是 图 68.2 中 所 画册 的 财 链 cj. 

2. (a) 如 果 %:R 一 尺 ' 是 有 单位 元 的 交换 环 之 间 的 同 态 ,那么 证 明 诱 导 
同 态 

H’* (X;R)— H' (X;R') 
是 一 个 环 同 态 . 

(b) 利用 系数 同 态 Z->2Z/2 来 计算 P,P” 和 PP” 的 上 同调 环 . 

3. 证 明 在 任何 给 定 的 时 刻 ,在 地 球 表 面 上 都 存在 着 温度 和 气压 都 相等 
的 对 径 点 . 

4. 计算 下 列 的 上 同调 环 : 

(a) S x P’ 的 带 Z 和 2/2 系数 的 . 

(b) P? x P 的 带 2Z/2 系数 的 ， 

5. 假定 CP' 能 被 三 角 前 分 .( 它 确实 能 被 剖 分 . ) 

(a) 计算 上 同调 环 H* (CP"' ) 和 五 ”(CP”). 

(b) 证 明 如 果 f;:CP' 一 CP ,那么 上 的 度数 等 于 ae ,其 中 a 为 某 个 整数 . 

(c) 证 明 每 个 映射 f:CP2 -CCP2 都 有 不 动 点 . 

(d) 证 明 不 存在 任何 -1 度 的 映射 f:CP” 一 CP”. 

(e) 如 果 f:CP”™*'!->CP2"*! 没 有 不 动 点 ,那么 f 的 度数 是 多 少 ? 
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“6. 假设 我 们 按 下 述 办 法 构造 一 个 流 形 M: 取 CP- 的 两 个 拷贝 ,并 且 从 
每 一 个 拷 册 上 控 去 一 个 小 的 4 维 开 球 ,再 把 两 个 璋 下 的 空间 沿 着 它们 的 3 维 
边缘 粘 接 在 一 起 .讨论 M 的 上 同调 环 ,并 与 S* x S 的 上 同调 环 进行 比较 . 

7. 令 X 是 一 个 可 剂 分 的 .连通 的 7 维 同调 流 形 . 设 

(XE MR 
Hs(X) 宇 ZW2, HA(X) 二 ZOD. 
给 出 你 所 能 知道 的 关于 X 的 上 同调 群 和 上 同调 环 互 ”(XJ) 的 所 有 信息 . 

8. 令 义 是 一 个 可 前 分 的 .可 定向 的 4n + 2 维 紧 同调 流 形 .证明 
Har1( 关 ) 衬 Z 不 可 能 成 立 . 

9. 令 Xo = 5S ; 令 %, 是 全 与 其 自身 的 n 重 连 通 和 ; 令 Y, 是 已 与 其 自 
身 的 n 重 连通 和 .给 定 六 考虑 条 件 

(x*) 了 ,是 日, 的 带 ZW/2 系数 的 非 平 几 同 态 . 

(a) 证 明 任 何 上 映射 f; Y;, 一 XX, 都 不 满足 条 件 (* ). [提示 : 如果 $$: A 一 
B 是 一 个 同 态 ,其 中 入 和 有 是 自由 的 ,并 且 rankA >rankB ,那么 ker$ 具有 
正 的 秩 数 而 且 是 4A 中 的 直 和 项 . 选取 HH (X,) 的 一 个 基 Bl,…, 避 ,使 得 
广 (p )=0. 转 换 到 ZW/2 系数 .应 用 定理 68.2 的 证 明 . | 

(b) 证 明 : 有 一 个 映射 产 Yi 一 X。 满足 条 件 (* ).[ 提 示 : 首 先 证 明 
YT#P*.] 

(ec) 证 明 ; 当 和 且 仅 当 m 宇 2n + 1 时 存在 满足 条 件 (* ) 的 映射 f; 了 一 
Xx, . 


“$69 ”应 用 :透镜 空间 的 同 伦 分 类 ” 


贯穿 本 节 我 们 始终 令 X 表示 一 个 可 训 分 的 .连通 的 n 维 紧 流 
形 . 如 果 X 是 可 定向 的 ,那么 令 了 表示 X 的 一 个 定向 类 ,并 且 令 
R 表示 任意 一 个 有 单位 元 的 交换 环 .如果 X 是 不 可 定 回 的 ,那么 
就 令 卫 表示 类 卫 。 ,并 且 令 R= ZI12. 

由 于 在 上 同调 中 已 给 出 了 由 上 积 定义 的 环 结构 ,所 以 
Poincare 对 侦 同 构 


+ 在 本 节 中 我 们 假定 读者 熟悉 透镜 空间 ( 3 40). 
0 


HE (X;R) >H,(X;R) 

就 能 为 我 们 给 出 同调 中 的 一 个 诱导 的 环 结 构 , 我 们 称 之 为 同调 交 
环 .这 个 环 在 上 同调 被 发 现 以 前 已 广为人知 ;粗略 地 说 ,我 们 把 两 
个 同调 类 的 交 积 a 8 定义 为 代表 a 和 有 的 两 个 闲 链 的 几何 交 . 以 
这 种 方式 定义 同调 交 环 并 导出 它 的 性 质 要 包括 大 量 的 工作 .此 外 ， 
虽然 已 证 明了 乘法 运算 是 一 个 拓扑 不 变量 ,但 是 人 们 发 现 一 般 经 
过 连续 映射 ,即使 是 同 维 流 形 之 间 的 连续 映射 ,这 个 乘法 运算 也 不 
能 被 保持 下 来 .结果 ,试图 把 交 积 从 流 形 扩 展 到 任意 可 放空 间 的 所 
有 努力 均 告 失败 ,看 来 也 就 不 是 为 奇 了 . 

现在 我 们 从 不 同 角 度 审 视 此 事 , 我 们 将 上 同调 环 看 作 上 自然 的 
研究 对 象 , 而 把 流 形 的 同调 交 环 的 存在 性 看 作 是 偶然 侥幸 从 
Poincare 对 偶 同 构 得 到 的 结果 . 

虽然 我 们 并 不 打算 详细 研究 同调 交 环 ,然而 我 们 将 证 明 一 个 
引 理 ,把 环 运算 解释 为 闭 链 的 几何 交 . 这 个 引 理 将 使 我 们 能 够 在 透 
镜 空 间 的 上 同调 环 中 做 计算 . 

定义 ”我 们 定义 X 的 两 个 同调 类 的 交 积 如 下 :给 定 ur € 
H,(X;R),B,E H,(X;R), 选 取 a"* 和 "使 得 

a ?NT=o, BB “NT= Bp,. 
那么 定义 
pT 

请 注意 , 当 X 为 可 征 回 时 ,结果 的 符号 依赖 于 定 同 类 卫 . 还 要 
注意 到 a, 和 8B 的 积 的 维 数 是 p+ gn. 正 是 这 个 事实 使 得 与 几 
何 交 的 联系 成 为 可 能 ,因为 这 恰好 是 R* 中 一 般 的 p 维 平 面 与 一 
般 g 维 平面 的 交 的 维 数 . 

引 理 69.1 邻 a, 和 有 是 XX 的 同调 类 ,pt+g=n; 令 贸 是 可 
市 分 的 , 令 a, 由 sdX 的 一 个 被 卫 的 p 维 对 偶 骨 架 所 承载 的 闭 链 
cs 所 表示 ; 令 多 由 站 的 一 个 闲 链 d。 表示 . 

设 c, 和 的 承载 子 只 在 六 的 g 维 单 形 o 的 重心 这 一 点 上 相 
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交 . 如 果 qd, 在 单 形 ac 上 的 系数 是 土 C, 而 cs 在 对 偶 胞 腔 D(alj 上 的 
系数 是 土 5. 那 么 wp- 及 (直至 符号 ) 由 sdX 的 0 维 链 ab co 表示 . 
证 阴 令 .和 及 是 上 同调 类 并 使 得 
oa {| = ay， NT=p. 
那么 由 同调 交 环 的 定义 ， 

a B= UPI)INT=a NN (8 NT)=e Bp.. 
因为 由 增 广 映射 es 诱导 的 同 态 e , : Ho(XX;R) 一 R 是 一 个 同 构 ,所 
以 要 证 明 我 们 的 结果 ,只 要 证 明 

ta el RI ET 0 
我 们 通过 求 出 a 的 一 个 典型 上 闭 链 来 对 这 个 Kronecker 指 
标 赋值 .将 X 的 各 单 形 定 问 . 令 7Y 是 XX 的 代表 厂 的 一 个 2 维 闭 
链 . 令 gy:C'(X) 一 D,(X) 是 由 图 表 


C40) Dr 
ot j 
C4(sd D) Colsd DD) 


定义 的 同 构 , 其 中 g 是 恒 等 映 射 的 一 个 单纯 逼近 . 如 果 o; 是 X 的 
一 个 g 维 定向 单 形 ,o; 是 相应 的 基本 上 链 ,那么 y(o; ) 是 对 偶 于 
0; 的 p 维 块 D(o,) 的 基本 闭 链 , 我 们 把 它 记 为 z;. 
于 是 代表 as 的 团 链 具有 形式 
cp = 2 bz; = 2 bpl07 ). 
我 们 断言 ,a 可 用 由 等 式 
c” 一 > bo} 
定义 的 上 闭 链表 示 .3y = 土 类 这 个 事实 一 洱 着 c"” 是 一 个 上 团 链 ; 


而 少 诱导 同 构 门 卫 意 味 着 c?" 代表 o? . 
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于 是 闭 链 d, 具有 形式 


d, = > 古 疝 
仪 当 i=j 时 ,承载 链 =; 的 对 偶 胞 腔 万 (ce ) 才 与 单 形 oz, 相交 ,而 且 
在 这 种 情况 下 ,它们 相交 于 m 的 重心 c; . cs 的 承载 子 由 那些 使 得 
六 天 0 的 对 偶 胞 腔 万 (c ) 组 成 ,而 d, 的 承载 子 由 符合 ca, 天 0 的 那 
些 单 形 o 组 成 . 由 于 这 些 承载 子 只 能 相交 于 唯一 的 一 点 e ,由 此 
可 知 , 使 得 两 个 系数 5, 和 a; 都 不 为 等 的 唯一 指标 就 是 使 得 o; = c 
的 指标 i. 于 是 我 们 的 引 理 成 立 ， 
Ct > balo; ; , 光 
2 bia; 三 Bas 醒 

为 了 把 这 个 结果 应 用 于 透镜 空间 的 上 同调 ,我 们 需要 一 种 称 
为 Bockstein 同 态 的 运算 ,这 种 运算 我 们 曾 在 $24 的 习题 中 对 同 
调 引 进 过 . 

定义 令 %% 是 一 个 自由 链 复 形 . 给 定 Abel 群 的 正 合 序列 

0—~G—G—G —0 
考虑 相伴 的 两 个 得 正 合 序列 
0 一 已 因 G 一 C 因 6G 一 CQG 一 0， 
0— Hom(C,,G)— Hom(C,,G’)— Hom(C,,G ) 一 0. 
从 之 字形 引 理 ,我们 可 以 得 到 两 个 同 态 
8. :HGG ) — H,(€;G), 
8B :HEG)— FH (€;G), 

它们 关于 由 连续 映射 诱导 的 同 态 是 自然 的 . 我们 把 它们 称 为 与 所 
论 的 系数 序列 相伴 的 Bockstein 同 态 . 

引 理 的 .2 令 久 是 可 定向 的 .那么 Bockstein 同 态 与 Poincare 
对 偶 同 构 直 至 符号 在 内 是 可 交换 的 . 

证 明 令 $;:C(X)->D,_;(X) 是 定理 65.1 中 的 Poincare 对 
偶 同 构 . 考虑 交换 图 表 
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0 一 ~- 0 人 6 —> CADDOG' — .CMBG" — 0 


| 


0 — DD, (NBG 一 ~- DLLDQG 一 DUOGBG" 一 ~ 0 


其 中 竖 向 同 态 是 由 上 诱导 的 .因为 28 = 此 ,所 以 我 们 有 相应 正 合 
同调 序列 的 诱导 同 态 .尤其 是 ,图 表 


HAUX,GON Hl(X,O) 
, b, 
HAXs: ) Hai(X sO) 


是 交换 的 .这 里 我 们 用 到 这 样 一 个 事实 , 即 我 们 有 上 链 复 形 的 一 个 
卓然 同 构 


CX) CV G = Hom(C,(X),G), 


因而 我 们 可 以 利用 其 中 的 任何 一 个 上 链 复 形 来 计算 X 的 上 同调 ， 
我 们 还 用 之 字形 结构 的 自然 性 推出 上 链 复 形 |C (X)OG1 能够 用 
于 计算 8” ,而 且 |1D(X)eoGI 能 够 用 于 计算 8 . 

由 # 诱导 的 园 构 与 由 人 也 诱导 的 同 构 之 同人 仅仅 相 差 一 个 符 
号 ,从 而 我 们 的 引 理 成 立 . 口 

现在 我 们 把 这 些 结果 应 用 于 透镜 空间 . 回想 到 ,如 果 与 
是 互 素 的 正 整数 ,那么 透镜 空间 X= 上 (nn ,上 &) 是 一 个 可 宅 分 、 可 定 
问 、 连 通 的 3 维 紧 流 形 , 此外,X 还 具有 CW 复 形 的 构造 , 它 的 胞 
腔 链 复 形 9(X) 在 =0,1,2,3 每 一 个 维 数 下 都 是 无 限 循环 的 ,而 
且 边 缘 算 子 或 者 为 0, 或 者 是 乘 以 n 的 乘法 .由 此 可 知 ， 

H(X;Z/n) Wn EHX/n), i = 1,2,3. 


定理 69.3 令 六 =L(n,k); 令 仿生 成 无 限 循 环 群 H* (XX); 
令 Al,) 表 示 在 由 Z>Zin 诱导 的 系数 同 态 下 ,人 在 (XX;Z/n) 中 
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的 象 . 令 
8 :HI(X;Zn)— HI(X;,Z/n) 
是 与 系数 序列 


0—> Zin 一 Zn > Fn—0 
相伴 的 Bockstein 同 态 . 考 虑 环 百 *(X;Z1z 1) .那么 存在 EECX;Z/ 
nn) 的 一 个 生成 元 ww 使 得 


| 
2 人 8 (nu) = + FN; 


其 中 1/[k] 是 [上 在 环 Zn 中 的 唯一 逆 元 . 

证 了 明 令 

B: :H (XTin) — Hi(X;Z/n) 
是 与 给 定 的 系数 序列 相伴 的 同调 的 Bockstein 同 态 . 由 于 Bockstein 
同 态 与 Poincare 对 偶 直 符号 是 可 交换 的 ,所 以 只 需 证 明 在 同调 中 
存在 日 (XX;Zin) 的 一 个 生成 元 w 使 得 
we* BB.(w) =+ (kA NTI. 

我 们 知道 , 4 站 本 是 Ho(X; Zn) 的 一 个 生成 元 , 它 等 于 mo 
| 1] 的 同调 类 ,其 中 wm 是 六 的 一 个 顶点 ,[1]€2Z/n. 

首先 我 们 来 确定 ww. 令 o,e 和 ec 分 别 
表示 X 的 0 维 ,1 维和 2 维 胞 腔 的 基本 闭 
链 , 如 图 69.1 所 示 . 正如 我 们 在 定理 40.9 
的 证 明 中 所 指出 的 那样 ,3c = ne. 当 我 们 把 
c 看 作 是 带 Zn 系数 的 链 时 ,c 是 一 个 闭 
链 . 令 w 是 c 的 同调 类 , 则 它 生 成 H, (和 Xi 
Fin ). 

现在 我 们 来 计算 8. (ww). 我 们 可 以 利 
用 节 的 胞 腔 链 复 形 来 计算 Bp, .应 用 之 字形 
引 理 ,我 们 由 c 开始 , 它 是 带 Zn 系数 的 一 
个 闭 链 .于 是 我 们 把 它 “ 看 作 ” 一 个 带 Za 系数 的 链 .然后 取 它 的 
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图 69.1 


边缘 ( 它 仍 然 是 ne) ,最 后 再 除 以 2 .从 而 得 8,(z)= |e ,其 中 上 e 
被 看 作 是 带 Zjn 系数 的 闭 链 . 

最 后 ,我 们 来 计算 交 积 ww B,(w)= | cl- tel., 不 率 的 是 我 们 
还 不 能 直接 计算 这 个 积 , 因 为 e 的 承载 子 和 c 的 承载 子 远 不 止 相交 
于 一 个 点 .为 了 完成 这 个 计算 ,我 们 将 用 同调 的 闭 链 代 兰 c 和 e. 

首先 注意 到 ,c 同调 于 图 69.2 中 夯 出 的 闭 链 了 .实际 上 图 中 
的 立体 的 上 半 部 的 适当 定向 的 边缘 等 于 链 c - 4. 

其 次 ,如 同 69.3 中 所 画 出 的 那样 , 令 = 是 从 多面 体 的 顶点 延 
伸 到 底 上 的 一 条 闭 链 . 我们 断言 , 当 在 和 中 考虑 时 , 它 同 调 于 闭 链 
-ke ,因为 在 顶点 v 与 它 在 经 过 8 二 2xkjn 骨 的 旋转 之 下 的 梨 之 
间 有 1 维 胞 腔 e 的 & 个 找 只 . 当 在 B 中 计算 时 ,图 中 用 阴影 标 出 
的 2 维 链 的 边缘 等 于 链 ke + z+ s, + 其 中 和 s, 是 图 中 画册 
的 两 个 斜 向 的 1 维 链 . 这 些 斜 向 的 1 维 链 在 构成 X 的 过 程 中 作 等 
同 之 后 相互 消 掉 .因而 当 在 L(xn,&) 中 计算 时 ,阴影 标 出 的 2 维 链 
的 边缘 等 于 ke + z. 


图 69.2 图 69.3 


现在 1dgi 和 1}+xzi 的 交 积 喜 容 易 计 算 了 ,因为 它们 的 承载 子 相交 

于 单独 一 点 .实际 上 ,我 们 必须 谢 分 XX 并 把 = 挤 到 1 维 对 侦 骨 染 

上 ,以 便 应 用 上 面 的 引 理 .但 是 按照 这 种 方式 不 难 做 到 使 所 得 的 承 

载 子 仍然 与 d 只 交 于 一 点 .于 是 从 引 理 69.1 可 得 1d1 zi 等 于 
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+] 习 上 H。 的 具体 生成 元 . 因为 {dq)=w, {zi=1- kel= 
-KB (zw) ,于 是 我 们 的 结果 得 证 . L 

定理 69.4 为 使 六 =L(n,k) 和 Y=L(n,1) 有 相同 的 伦 
型 ,其 必要 条 件 是 : 


对 于 某 个 a 成 立 . 

证 明 令 f:X 一 Y 是 一 个 同 伦 等 价 . 令 A 生 成 吾 (X),A 生 
成 厅 (Y) .如 间 在 上 面 的 引 理 中 那样 选取 wEH(X;Z/n)} 和 vwE 
H(Y;Z/n), 使 得 


u UB (uw)=+teAn), vUB (v)= =+ TA 


由 于 了 f° (v)= au 对 于 某 个 整数 成 立 .那么 


+ pf Ain)= f° (wv U p(w)) = f° (v0) Up" CF Co) 
= (au) UB (au)= a (wu UB’ (u)) 


由 于 f 是 同 伦 等 价 , 因 此 FF" 把 A'“ 上 映射 到 土 A, 因 而 把 A 映射 到 
+ A,) .于 是 我 们 推出 
| a (ls 

从 而 定理 得 证 . 国 

实际 上 ,为 了 使 L(n,&) 和 工 (2 ) 具 有 相同 的 伦 型 ,本 定理 
中 所 述 的 条 件 不 但 是 必要 的 而 且 也 是 充分 的 ,其 充分 性 是 ].H.C. 
Whitehead 的 一 个 定理 .因而 透镜 空间 是 同 胚 分 类 和 伦 型 分 类 都 
已 解 次 的 罕 多 的 一 类 空间 .( 人 参看 $40 的 习题 .) 

以 前 曾经 有 一 个 属于 Hurewicz 的 经 典 猜 想 ,其 大 意 是 具有 相 
同 伦 型 的 两 个 紧 流 形 也 应 该 是 同 胚 的 .这 个 猜想 对 于 2 维 流 形 来 
说 肯定 是 正确 的 .但 是 在 3 维 情况 下 ,透镜 空间 L(7,&) 提 供 了 一 
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个 反例 .因为 2 二 (3) :1(mod 7) ,所 以 工 (7,1) 和 工 (7,2) 有 相同 的 
伦 型 .但 是 由 在 $ 40 中 所 讨论 的 结果 ,它们 不 是 同 腑 的 ,因为 
2 关 + 1(mod 7)，2 .1 关 + 1(mod 7). 


习 题 


1. 证明; 如果 f;L(n,k)>L(n, 站 是 一 个 度数 为 4 的 映射 ,那么 
kd t+ al (modn) 
对 于 某 个 整数 a 成 立 . 
2. 利用 这 里 所 述 的 结果 和 $40 习题 中 的 结果 ,将 流 形 L(7,&)(k=1， 


… 6) 和 和 流 形 L(10,&)( 上 与 10 互 素 ) 分 别 按 辣 且 和 按 伦 型 进行 分 类 . 

3. 令 玉 =L(n,k). 

(a) 证 明 : 如 果 xu 生成 五 (X;Zn)(i=1,2), 那 么 wj Uws 生成 H (X; 
Zn).[ 提 示 :; 首 先 通过 证 明 8” ;HH 一 并 是 一 个 同 构 来 证 明和 奉 在 生成 元 ui， 
uz 使 得 ui Uwu, 生成 开 .] 

(b) 证明 x 【Uwz 要 人 么 是 零 ,要 么 是 2 阶 的 . 

这 个 习题 说 明 上 同调 环 日 (XX;Zn) 对 于 按 伦 型 将 透镜 空间 进行 分 类 
来 说 , 单 赁 其 自身 是 不 够 的 . 除 此 之 外 ,我 们 还 需要 Bockstein 运算 8* 

Bockstein 运算 是 所 谓 上 同调 运算 的 一 个 特例 ,一般 ,一 个 (p,qg,G,G ) 
型 的 上 同调 运算 8 是 一 个 对 所 有 拓扑 偶 (X,A) 定 广 的 集 英 射 

OH XAG)— HH(X,A;G) 
它 关 于 由 连续 映射 诱导 的 同 态 是 自然 的 .上 同调 运算 的 存在 为 空间 的 上 同调 
提供 了 比 环 更 为 丰 甸 的 结构 .就 像 透 镜 空间 的 情形 一 样 ,这些 运算 稍 党 能 为 
我 们 提供 关于 所 论 空间 的 宝贵 信息 . 


$70 Lefschetz 对 偶 


正如 人 们 所 期 望 的 那样 , Poincare 对 偶 定 理 能 够 推广 到 相对 
同调 流 形 . 这 个 推广 应 归功 于 Lefsehetz. 就 象 我 们 将 看 到 的 那样 ， 
在 带 边 流 形 的 情况 下 , 它 呈 现 出 一 种 特别 优美 的 形式 . 
首先 ,我 们 需要 一 个 引 理 .回想 到 ,如 果 X 的 每 一 个 其 顶点 在 
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A 中 的 单 形 它 自身 也 在 A 中 ,那么 我 们 把 A 称 为 X 的 满 子 复 形 . 

一 般 说 来 ,XX 的 子 复 形 未 必 是 满 的 .但 是 如 果 我 们 换 成 首次 
重心 重 分 ,那么 我 们 就 能 很 容易 地 证 明 sdA 是 sdX 的 满 子 复 形 . 
令 s= cl…o, 是 sdX 的 一 个 单 形 ,其 中 o>o,>…>>6, 那 么 
;Co1. 如 果 s 的 每 一 个 顶点 属于 sd4 ,那么 特别 地 就 有 ci E 
sd AA, 因而 Intc, 与 1A 1 相交 ,由 此 可 知 ,oi€ 有 A. 因而 如 所 渐 言 的 
那样 ,sCoCIA1. 

引 理 70.1 令 A 是 有 限 单 纯 复 形 六 的 一 个 满 子 复 形 , 令 C 
由 X 的 不 与 A 相交 的 所 有 单 形 组 成 .那么 |A| 是 |X| 一 |1C| 的 变 
形 收 缩 核 ,而 且 |Cl 是 | 久 | 一 1A1 的 变形 收缩 核 . 

证 明 首先 ,我 们 指出 ,X 的 每 一 个 顶点 要 么 属于 A 要 么 属 
于 C. 其 次 ,我 们 注意 到 ,C 是 X 的 一 个 满 子 复 形 :如 果 c 的 顶点 
在 C 中 ,那么 单 形 o 不 可 能 与 14 | 相交 ,因此 它 必然 在 C 中 .第 
三 ,我们 还 注意 到 ,A 是 由 X 的 所 有 不 与 1C | 相交 的 单 形 组 成 的 ， 
A 的 每 一 个 单 形 不 与 1C 1 相交 . 反 过 来 ,在 o 不 与 1C| 相 交 , 那 么 
o 的 每 个 项 点 都 在 4 中 ,从 而 属于 A. 

由 对 称 性 ,只 要 证 明 |A | 是 1XX| 一 |C| 的 变形 收缩 核 就 行 了 . 
邻 o 是 X 的 一 个 既 不 属于 A 也 不 属于 CC 的 单 形 .那么 ec=sxt， 
其 中 ; 是 由 a 的 那些 属于 A 的 顶点 张 成 的 ,而 上 是 由 属于 C 的 顶 
点 张 成 的 .于 是 sGEA,zrEC.c-s -的 每 一 个 点 z 在 连接 * 的 一 
点 与 t 的 一 点 的 唯一 一 条 线段 上 .让 我 们 用 万 (z) 表 示 这 条 线 段 
在 4 中 的 那个 端点 .我 们 通过 令 f. 在 ; 上 等 于 恒 等 映 射 而 把 它 扩 
张 到 单 形 ; 上 ,那么 5 在 o 一 1: 上 是 连续 的 . (实际 上 上 ,如果 ;= 
vo vt 二 vyr1…vs ;而且 过 在 st 内 ,那么 


二 > ao 蕴涵 着 A Be > Ee 


其 中 = yw 参看 引 理 62.1 的 证 明 . ) 


那么 立即 可 知 , 任 何 两 个 函数 后 在 其 定义 域 的 公共 部 分 是 一 
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致 的 .因此 我 们 可 以 用 等 式 
工 ， 在 工 筷 内 ， 
4 0 车 zzEe-lICI 且 cc 所 人 ， 
定义 一 个 把 1X1- 1Cl 收 缩 到 | 41 上 的 连续 殉 数 
Ff: IXI-ICl>|Ail. 

那么 痕 数 下 (x,t)= (1 一 2)z + tf(z) 就 是 所 要 求 的 变形 收 纺 . 口 

在 不 假定 X 为 有 限 的 情况 下 ,上 述 引 理 也 能 成 立 ,但 是 在 这 
种 情况 下 证 明 下 是 连续 的 更 需要 当心 .在 有 限 的 情况 下 不 会 发 生 
问题 . 

定义 ” 令 (X,4) 是 一 个 紧 的 .可 齐 分 的 2” 维 相 对 同调 流 形 . 
如 果 能 对 X 的 所 有 不 在 A 中 的 有 维 单 形 c 定向 使 得 它们 之 和 y = 
>,o 是 (X,A) 的 闭 链 , 那 么 我 们 就 说 (X,A) 是 可 定向 的 ,并 且 
把 这 种 闭 链 7 称 为 (X, A) 的 定向 闭 链 . 

定理 70.2{Lefschetz 对 偶 ) 令 ( 关 ,A) 是 一 个 可 训 分 的 、 紧 
的 n 维 相 对 同调 流 形 . 如 果 (X,4) 是 可 定向 的 ,那么 对 所 有 G 都 
有 下 列 同 构成 立 : 

HH(X,A;G) Hi(lXI-1Al;G), 
HX,ASG) HH (XI-!1A|;G). 

如 果 (X ,4) 是 不 可 定向 的 ,那么 这 些 同 构 对 于 G=Zi2 成 立 . 

在 这 个 定理 的 叙述 中 ,|X| 一 | 4 | 的 同调 群 和 上 同调 群 都 应 
该 理解 为 奇异 群 ,因为 |X| 一 14 | 不 是 六 的 子 复 形 的 可 剖 空 间 . 
(虽然 它 是 可 前 分 的 ,但 是 我 们 没有 证 明 . ) 

证 明 令 X 表示 的 首次 重心 重 分 的 一 个 子 复 形 , 它 是 由 
所 有 不 与 | 4 | 相交 的 那些 单 形 组 成 的 .由 于 |A | 是 sdX 的 一 个 满 
子 复 形 的 可 前 空间 ,由 上 述 引 理 ,1X7” | 是 |X| 一 14 | 的 一 个 变形 
收缩 核 .因此 ,在 本 定理 的 投 述 中 ,我 们 可 以 用 XX" 代 蔡 |X| 一 1A|. 

如 同 在 Poincare 对 偶 的 证 明 中 一 样 ,我 们 考虑 对 侦 于 X 的 单 
形 的 块 D(c) 组 成 的 集 族 .我 们 将 证 明和 下 述 论断 

室 间 |X ”| 等 于 那些 与 X 的 不 在 A 中 的 单 形 a 对 偶 的 所 有 块 
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D(ao) 之 并 . 

为 证 明 这 个 事实 , 令 ;= o,…oa 是 sdX 的 一 个 单 形 , 其 中 o， 
>… 盖 到 .那么 在 对 偶 块 五 (m) 中 .如 果 :不 与 1A| 相 交 , 那 么 
特别 地 ,顶点 cv 不 在 |A | 中 ,因此 单 形 o 就 不 属于 A. 反 之, 如果 
om 不 属于 A ,那么 各 单 形 co ,…,o 也 都 不 属于 A ,因为 它们 均 以 
ca 作为 一 个 面 .因此 * 不 与 141| 相 交 . 参 看 图 70.1. 


二 


图 70.1 


由 于 对 每 个 与 不 在 A 中 的 oc 相对 应 的 块 D(o) 来 说 ,点 o 在 
1X| 一 [4| 中 ,因而 HC(IXI,|XX| 一 o) 对 于 i=n 是 无 限 循环 的 ， 
而 在 其 它 情 况 下 为 零 . 由 此 可 知 , (D(o), 户 (co)) 是 一 个 (n 一 
dimg) 维 的 同调 胸腔 . 令 9(X” ) 表 示 X ”的 对 偶 链 复 形 , 群 
D,(X"” ) 是 由 p 维 同调 胞 腔 (D(o), 户 (o)) 的 基本 闲 链 生成 的 . 恰 
如 以 前 一 样 ,包含 映射 9(X” ) 一 %(X" ) 在 同调 和 上 同调 中 均 可 
诱导 一 个 同 构 . (参看 定理 64.2.,) z 

现在 我 们 考虑 (X,A) 是 可 定 问 的 情况 . 回想 到 ,相对 上 同调 
群 C(X,A) 可 以 自然 地 看 作 由 X 的 所 有 在 A 的 单 形 上 为 零 的 
上 链 组 成 的 CC(X) 的 子 群 .因此 它 是 一 个 自由 Abel 群 ,而 且 带 有 
一 个 当 o 遍历 X 的 不 在 A 中 所 有 & 维 单 形 时 由 上 链 o “组 成 的 一 
个 基 . 把 在 Poincare 对 侦 的 第 一 个 证 明 中 用 过 的 论证 毫 无 改变 地 
重复 一 遍 就 能 为 我 们 给 出 一 个 具有 性 质 答 = 34# 的 同 构 
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COX,A) >D, CX" 六 
同 构 
H(X,A) 守 H, (X’)H, (IXI-iAl|) 

的 存在 性 立即 可 得 .这 就 是 我 们 要 证 明 的 对 侦 同 构 中 的 第 一 个 . 

为 得 到 第 二 个 对 偶 同 构 ,我 们 回想 到 群 Hom(C (X,A),Z) 
自然 同 构 于 群 C; (XX, A). (参看 定理 56.1 的 第 四 步 . ) 因 为 风 是 同 
构 , 所 以 它 的 对 偶 

Hom(C(X,A),Z) Hom( 了 DCX ) 也 ) 

也 是 一 个 同 构 . 因此 我 们 有 同 构 


pp 
FH(X,A)<— HH"(X)H "(XI-IA1). 


当 (X,4) 可 是 问 时 ,对 于 任意 系数 的 情形 的 证 明 , 或 者 当 
(X,A) 不 可 冠 问 时 ,对 于 ZW2 系数 的 证 明 , 怡 如 在 Poincare 对 偶 
的 证 明 中 那样 ,可 以 党 无 困难 地 完成 ， [ 

系 70.3 令 ( 久 ,A) 是 一 个 可 判 分 的 , 紧 的 nn 维 相 对 同调 流 
形 , 而 且 | 久 | 一 1 是 连通 的 .如 果 上 gg 和 og 是 率 的 两 个 不 在 A 中 的 
n 维 单 形 , 那 么 就 有 一 系列 不 在 A 中 的 nn 维 单 形 

全 二 Og01s 0 一 宫 
使 得 对 于 每 个 i,o, 门 go,,|1 是 一 个 不 在 A 中 的 一 1 维 单 形 . 

证 明 ”对 于 XX 的 两 个 不 在 A 中 的 nn 维 单 形 ,如 有 果 和 存在 这 样 的 
序列 连接 它们 , 则 我 们 定 疼 这 两 个 单 形 是 等 价 的 .任何 一 个 等 价 类 
的 成 员 之 和 是 (XX, A ) 的 一 个 带 FW/2 系数 的 相对 闭 链 .我 们 能 够 断 
育 只 有 唯一 的 一 个 每 价 类 ,因为 

H,(X,A;ZD) HO XI- A 1;22) 2. [CL] 

系 70.4 令 (X,A) 是 一 个 紧 的 、 可 训 分 的 n 维 相 对 同调 流 
形 .假设 | 和 | -14|1 是 连通 的 .那么 如 果 (X,A4) 是 可 定向 的 , 则 
忆 ,(X, A) 宇 Z; 若 (XX,A) 是 不 可 定 的 , 则 日 ,(X,A)=0. 

证 朋 ”证明 可 按 系 65.3 的 方式 进行 . [ 

系 70.5 可 训 分 的 n 维 紧 相 对 同调 流 形 ( 义 ,AA) 是 可 定向 
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的 , 当 且 仅 当 对 于 |X| 一 1A1 的 每 一 个 分 支 Xi , 均 有 HH, (X; ,XX; 站 
4) 全 2Z. 圈 

这 说 明 (X,4) 的 可 定向 性 不 依赖 于 (X ,4) 的 谢 分 ， 

定义 ” 令 (X,A) 是 一 个 可 谢 分 的 n 维 紧 相对 同调 流 形 . 令 
Xi 是 X-A 的 各 个 分 支 ; 令 A; = Xi A. 如 果 (X,A) 是 
可 定向 的 ,那么 日 ,(X;, A; ) 是 无 限 循环 的 ;该 群 的 生成 元 I”? 称 
为 (X; ,A;. ) 的 定向 类 .各 个 类 中 在 由 包含 映射 诱导 的 同 构 

DH,(X;,A;) SH,(X,A) 

下 的 象 称 为 (X,A) 的 定向 类 ,并 且 记 为 卫 . 类 似 地 ,如 果 (X,A) 不 
必 是 可 定向 的 ,而 且 TO 是 日 , (X ,AZ/2) 的 唯一 非 平 凡 元 , 那 
么 这 些 类 在 日 , (X,4;Z12) 中 的 象 记 为 了 ,并 且 称 为 (X,A) 在 
Z/2 上 的 定向 类 . 

如 果 对 (XX,A) 给 定 了 一 个 具体 剖 分 ,那么 古 由 XX 的 不 在 A 
中 的 并 和 且 适 当 定 向 的 所 有 n 维 单 形 之 和 7 表示 ;而 Po 由 所 有 这 
些 单 形 ,但 是 每 一 个 均 带 系数 [1]E 72 的 和 表示 . 

此 时 人 们 要 问 的 一 个 很 自然 的 问题 是 , Poincaré 对 偶 的 第 二 
种 形式 的 证 明 ( 它 包含 卡 积 ) 能 否 推 广 到 相对 情形 ? 答案 是 不 能 ! 
那么 让 我 们 来 考查 困难 究竟 在 骂 里 . 

我 们 象 在 定理 67.1 的 证 明 中 那样 开始 ,选取 一 个 映射 

g:(sdX ,sdA)— (X,A), 

它 是 框 等 映射 的 单纯 通 近 . 令 y 是 (X,A) 的 一 个 定向 闭 链 . 考虑 
图 表 


vy 
COM A ~ DAX™*) 
Br 
sd 7 
CAsd 和 sd A) Csd 局 ， 


其 中 了 像 以 前 一 样 是 包含 上 映射. 仔细 检查 定理 67.1 的 证 明 可 知 
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s 和 站 sdy 的 复合 把 以 (X,A) 同 构 地 映射 到 C,., (sdX) 的 子 群 
上 ,而 它 是 也 ,-:(X”) 在 5 下 的 象 .恰似 以 前 一 样 , 所 得 到 的 园 构 
,包括 符号 在 内 ,对 于 同 构 来 说 都 是 一 个 合适 的 候选 对 象 . (这 
里 ,我 们 在 乍 义 映射 站 sdy 的 过 程 中 当然 是 使 用 相对 卡 积 
C(sdX ,sdA) SC, (sdX ,sdA)—> C,,(sdX).) 

到 目前 为 J 上 ,还 没有 出 现 困 难 . 当 我 们 转换 到 同调 -上 同调 水 

平时 ,就 出 现 了 问题 . 在 这 个 水 平 上 我 们 有 一 个 同 态 
H(X,A) LH,,(X). 

这 个 映射 的 值 域 不 是 群 日 ,_,;(|X| 一 14|), 尽 管 我 们 希望 是 它 1 

因而 Lefschetz 对 偶 一 般 不 能 由 卡 积 和 (X,A) 的 算 问 类 来 表 
达 .我们 能 够 说 明 的 全 部 仅 是 下 列 定 理 . 

定理 70.6 令 (X,A) 是 一 个 可 剂 分 的 7 维 紧 相 对 同调 流 
形 . 如 果 (X,A) 是 可 定向 的 , 则 令 卫 表示 一 个 定向 类 .那么 下 列 图 
表 直 到 依赖 于 天 和 7 的 符号 是 交换 的 : 


HX,A; GO) > HAX-AsO) 
jj 
Nr 
HA(X; 0). 


(这 里 ,加 ,是 Lefschetz 对 偶 同 构 ,) 是 包含 映射 .) 当 (X ,AI) 不 可 
定向 时 ,车 以 了 代替 卫 , 以 Z12 代替 G ,那么 同样 的 结论 成 立 . 
证 明 选取 (X ,4) 的 一 个 三 角 谢 分 .然后 考虑 图 表 


和 DC SAIX*)) 


C*(X,A) 


2 天 3 区 | 天 | 一 4) 


d 
Casa XsdA) — YY, cd -了 。 SAIXD. 


* S19 : 


其 中 ,7 是 把 单纯 链 上 映射 为 奇异 链 的 链 映 射 ; 未 标记 的 映射 是 由 包 
含 配 射 谤 导 的 .定理 67.1 的 证 明 适 合 于 证 明 第 一 个 方块 直至 符号 
交换 ;图 表 的 其 余部 分 也 是 交换 的 ， [J 

有 一 种 情况 , Lefschetz 对 偶 同 构 实 际 上 是 由 卡 积 给 出 的 ,这 
就 是 带 边 流 形 的 情况 .现在 我 们 就 来 考虑 这 种 情况 ， 

定义 令 M 是 一 个 n 维 带 边 流 形 .如 果 有 一 个 同 肘 

h:BdM x 10,1) 一 U, 

它 的 象 是 M 中 的 一 个 开 集 使 得 对 于 每 一 个 xEBdM 都 有 产 ( 工 ， 
0) = 工 ; 那 么 我 们 就 说 BdM 在 M 中 有 一 个 积 邻 域 . 

事实 上 , 这样 的 积 邻 域 总 是 存在 ,但 其 证 明显 然 是 非 平 凡 的 . 
(参看 文献 [B, ] . ) 

定理 70.7{Poincaré-Lefschetz 对 偶 ) 令 M 是 一 个 可 剂 分 的 
n 维 带 边 紧 流 形 ,使 得 BdM 在 RM 中 有 一 个 积 邻 域 ， 

如 果 {(AM,BdA) 是 可 定向 的 , 令 卫 E 万 (MBdA) 是 (MI， 
BdM) 的 一 个 定向 类 .那么 对 于 任意 的 G, 均 有 同 构 


Hi(M,BIM; CG) SH. ,(M;G), 


HF(M;G) sp ,(M,BIM;G). 

如 果 (JjM,BdM) 是 不 可 定向 的 ,那么 若 以 Z12 代替 CG ,以 了 2) 代替 
族 , 则 同 祥 的 结果 成 立 . 

证 明 ”我 们 首先 证 明 包 含 映 射 诱导 一 个 辐 构 

六 :COM-BdM;iG) 一 已 (COM;G)， 
令 且 :BdM x[0,1) 一 M 是 边缘 的 一 个 积 邻 域 . 令 
N = M — A(BdM x [0,1/2)). 

参看 图 70.2. 由 于 BdM x [1/2,1) 不 仅 是 BdM x10,1) 的 变形 收 
缩 核 ,而 且 是 BdiM x (0,1) 的 变形 收缩 核 . 因此 N 是 M 和 MM - 
BdM 的 变形 收编 核 . 因而 在 图 表 


”320 ， 


中 左边 的 两 个 包含 映射 都 是 同 伦 等 价 .于 是 ; 也 是 同 伦 等 价 . 

于 是 定理 所 述 的 两 个 同 构 中 的 第 一 个 可 从 定理 70.6 的 自然 
性 图 表 置 A = BdM 而 得 出 . 

现在 我 们 来 导出 另 一 个 同 构 . 让 我 们 三 角 毅 分 (M,BdM)， 
(由 定理 35.3) 空 间 BdM 是 M 的 单 形 的 一 个 并 ;因为 它 是 zz-1 
维 流 形 ,所 以 它 是 n -1 维 单 形 的 并 .现在 我 们 断言 ,BdM 的 每 个 
n 一 1 维 单 形 ; 恰好 是 M 的 一 个 nn 维 单 形 o 的 面 .一 方面 它 必 定 蚌 
至 少 一 个 n 维 单 形 的 面 ,因为 M 是 ” 维 单 形 的 并 ; 另 一 方面 它 又 
不 可 能 是 多 于 一 个 2 维 单 形 的 面 , 因 为 由 引 理 63.1， 

H,(M,M - s) HH,(Lk(s,M)), 


而 且 因 为 ;是 BdM 的 一 点 ,所 以 这 两 个 群 中 ,前 者 为 零 . 
设 y 是 (M,BdM) 的 一 个 定向 闭 链 .那么 y 是 M 的 所 有 n 维 
单 形 之 和 . 由 于 BdM 每 个 n -1 维 单 形 恰好 是 M 的 一 个 维 单 
21 ， 


形 的 面 ,所 以 链 9y 在 BdM 的 每 个 mn 一 1 维 单 形 上 的 系数 是 土 1. 
由 于 57y 是 一 个 闭 链 , 所 以 它 必然 是 BdM 的 一 个 定向 闭 刍 . 

令 厂 = |y| .那么 类 3, 丁 = 137y| 是 BdM 的 一 个 定向 类 .考虑 
下 列 图 表 


HEIBd M) —> HEM, Bd M) = HAM =—> PABd M) —» HIM, Bd M) 
|na.r Inr Inr jnar Inr 
Hn-ABd M) — Hr-AM) HAM, Bd M) 一 已 -LIBdad — Hpi(M) 


其 中 假定 所 有 群 都 带 有 G 的 系数 .容易 验证 这 个 图 表 直 至 符号 是 
交换 的 .由 Poincaré 对 偶 , 第 一 个 和 第 四 个 竖 向 映射 是 同 构 , 叉 由 
Poincaré-Lefschetz 对 侦 , 第 二 个 和 第 五 个 竖 向 映射 是 同 构 . 因此 第 
三 个 又 向 映射 也 是 同 构 . 

如 果 M 是 不 可 年 回 的 ,假如 我 们 以 Z2 代替 G, 以 了 代替 
和 ,那么 同样 的 论证 仍然 适用 . 口 

作为 Poincaré-Lefschetz 对 偶 的 一 个 应 用 ,我 们 来 考虑 如 下 的 
问题 ;给 定 一 个 n 维 紧 流 形 , 在 什么 条 件 下 , 它 是 一 个 n+1 维 紧 
流 形 M 的 边缘 ? 有 一 个 完整 的 理论 来 处 理 这 个 问题 ,我 们 称 之 
为 配 边 理论 .在 这 里 我 们 只 证 明 一 个 基本 结果 . 

定理 70.8 令 M 是 一 个 可 判 分 的 紧 带 边 流 形 . 设 dimM = 
2m +1. 设 BdiM 是 非 空 的 ,并 且 在 M 中 有 一 个 积 邻 域 .那么 向 量 
空间 瓦 , (BdM;Z/2) 是 偶数 维 的 . 

证 明 第 一 步 ” 考虑 回 量 空 间 和 线性 变换 的 正 合 序列 

由 -1 


A A, > 
其 中 A 和 外 对 于 所 有 整数 k 都 有 定义 ,而 且 当 |k| 充 分 大 时 ， 
dimA; =0. 我 们 断定 
rank$,. = dimA;, — dimA;,! + dimA, ; 一 …， 
rankp, , = dimA; - dimA ll + dimAysz — 
证 明 是 直接 的 .在 A; 处 的 正 合 性 告诉 我 们 
A 


dim A， -< 一 rarmK 多 | 风光 rank¢.. 
求 和 就 得 出 我 们 所 要 求 的 等 式 . 


第 二 步 ” 使 用 Zi2 系数 (我 们 已 将 其 从 记号 中 隐 去 ), 我 们 得 
到 向 量 空间 的 一 个 正 合 序列 


~ HM) > HBIM)—> HH" (M,BIM) — -…. 
今 
B. = dimH' (M), 
7 = dimH' (BdM), 
al = dmF (M ,BdM). 
将 第 一 步 应 用 于 这 个 序列 .我 们 从 项 厅 (BdM) 处 开始 , 先 对 左边 
求 和 ,再 对 右边 求 和 就 得 出 


(x*) ranky, = 2 I (Va Do tnd 


(* # ) rankxu = >(- ee 
由 于 Lefschetz 对 偶 和 代数 对 偶 为 我 们 给 出 同 构 
FE(M,BdM) HH,,(M)H’(M), 
严 (BdAM) 全 H,., (BAM) HT (BAM). 
因此 ,a = Bj ,7 二 7,-;-1. 把 这 些 结果 代入 (¥* * ) 式 中 并 与 (x*) 
式 相 比 较 , 则 我 们 看 出 
ranky, = Tankyv -1. 
尤其 是 因为 n ==2m ++1, 所 以 rankp, = rankyv, .于 是 
dimH, (BdM) = dimH™” (BAM) = 和 
= rankp,, + ranky, = 2(rankyv, ), 


它 显 然 是 偶数 . [| 
系 70.9 流 形 P” 不 是 2m 十 1 维 可 训 紧 流 形 的 边缘 . Li 
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本 题 


1. 令 ( 针 ,A) 是 一 个 紧 的 可 前 分 的 ” 维 相 对 同调 流 形 .假定 X-A 是 连 
通 的 .证 明 洲 区 是 可 定向 的 , 则 
H(X,A;G)GHF(X,A;G); 
如 果 蕊 是 不 可 定 回 的 ,那么 
H,(X,A;G) 2 ka(G—> 6) 
F(X,AG) = G/2G. 
2. 令 M 是 一 个 可 前 分 .可 定向 的 n 维 带 边 紧 流 形 . 设 BdM 是 两 个 一 
1 维 流 形 V。 和 V 的 不 交 并 ,而 且 BdM 在 M 中 有 积 邻 域 . 令 卫 是 (M， 
BdM) 的 一 个 定向 闭 链 .证 明 


HC(M, Vo) 二 及 (CMV 
是 一 个 周 构 . [提示 :考虑 三 元 组 (M,BdAM ,VD) 的 正 合 序列 . |] 
3. 利用 CP" 能 被 三 角 放 分 这 个 事实 .证 明 流 形 CP “不 能 构成 边界 . 
4. 哪些 2 维 紧 流 形 能 形成 边界 ? 
5. 令 M 是 一 个 可 放 分 .可 定向 的 工 维 带 边 紧 流 形 . 证 明 上 积 定义 一 个 
对 得 配对 


Hr (M,BdM) ® FE (MD) 
T(M,BAIM) > 下 (MT) 
其 中 TT 表示 五 的 挠 子 群 . 
6. 令 M 是 控 去 了 两 个 开 圆 盘 的 环 面 .参看 图 70.3. 
(a) 计算 五 (AD 和 五 (M,BdM), 画 出 其 生成 上 闭 链 . 
(b) 验证 习题 5 中 的 对 偶 配 对 的 存在 性 . 
(c) 证 明 上 积 不 能 定义 对 偶 配 对 
H (M ,BdAM) ® EM,B4AM) 
T'(M,BAM) ~ Ti(M,BdM) 
7. 令 久 是 一 个 可 剂 分 的 n 维 紧 同调 流 形 . 令 A 和 和 B 是 XX 的 一 个 前 分 的 
两 个 子 复 形 的 可 谢 空 间 ,并且 BCA. 当 XX 为 可 定 问 时 ,可 令 G 是 任意 的 ; 否 
则 令 G = ZW2. 证 明 存 在 同 攀 
H(A.B;G) 宇 H,,(X- B,X-A;G), 
H(A,B;G)H "(X-B,X- A;G). 


一 四 HH (M ,BdM), 


-» H (M,BdM). 
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图 70.3 


[提示 : 训 分 和 使 得 A 和 昌都 是 满 子 复 形 的 可 放空 间 . 知 C 是 X 的 一 个 满 子 
复 形 ;那么 令 XX 表示 sdX 的 所 有 不 与 C 相交 的 单 形 的 集 族 .考虑 下 列 图 表 
和 它 的 对 偶 ， 


0 < 一 -084 有 一 -一 CHX,B) <—— CHUX,A) <——0 


| | 


0 < 一 D, AXp, Xt) 一 一 DB) < 一 -DO < 一 一 0 


“8. 试 将 Lefschetz 对 偶 推 广 到 非 紧 流 形 的 情形 ， 
9. 令 ( 玉 ,A) 是 一 个 可 剖 分 的 n 维 相 对 同调 流 形 , 但 不 是 紧 的 .证 明 阁 
i 久 | 一 14 1 是 连通 的 ,那么 (X,A) 是 一 个 n 维 相对 伪 流 形 . 


$71 Alexander 对 侦 


Aiexander 对 偶 和 定理 几 乎 是 中 Poincaré 对 侦 定 理 一 样 的 历史 
悠久 . 它 比 Lefschetz 对 偶 定理 要 早上 大和 干 年 . 按 其 原来 的 形式 , 它 
论述 了 ” 维 球面 $ 的 一 个 子 复 形 A 的 Betti 数 和 挠 系数 跟 它 的 
余 复 形 5S” 一 A 的 Betti 数 和 挠 系数 之 间 的 关系 .现在 Alexander 对 
偶 定 理 是 用 上 同调 的 语言 来 表述 并 且 用 Lefscbetz 对 偶 来 证 明 . 

定理 71.1(Alexander 对 偶 ) 令 A 是 5S” 的 一 个 非 空 真子 集 ， 
设 (S" ,4) 是 可 刘 分 的 .那么 就 存在 同 构 

A). sl =) 
证 明 ”为 避免 平凡 性 ,假定 n 之 0. 旗 分 空间 侦 (S” ,A). 


第 一 步 “” 我 们 首先 在 & 尖 2 ,2 一 1 的 情况 下 来 证 明定 理 . 考 
虑 正 合 序列 


BS ) < 下 30S ,4A)< 天 (4A) < (5) 

因为 两 端的 群 为 零 , 所 以 3 是 一 个 同 构 . 现在 因为 (S ,4) 是 > 
维 相 对 流 形 ,所 以 我 们 可 用 Lefschetz 对 偶 性 推出 

Hi(S",A)H,,.(S -A)= H,(S" - A). 
把 这 个 同 构 跟 出 6” 给 出 的 同 构 结合 就 得 出 我 们 所 要 求 的 同 构 . 

第 二 步 ”我 们 证 明 在 = x 一 1 的 情况 下 定理 成 立 ,为 此 ,上 
面 的 论证 需要 作 些 修改 . 像 以 前 一 样 ,我 们 有 正 合 序列 

H'(S") < Hr (SS,A) < F(A) 一 0， 
其 中 j:S" 一 (S" ,有 A) 是 包含 映射 .我 们 推出 
天 -CA) ker;”. 

令 工 是 S” 的 一 个 定 同 类 ,并 且 令 有 :(S" -4) 一 人 是 包含 映射 
我 们 利用 Poincare 对 个 和 Lefshetz 对 偶 可 以 得 出 下 列 图 表 中 的 同 
构 : 


Hs", A) HH(S") 
寺 | 1 =< | NI 
Ho(S"—A) Ho(S™) . 


由 于 这 个 图 表 直 至 符号 交换 ,由 此 可 知 ， 
kery 守 kerk.,. 
于 是 从 序列 


0—> FB(S" - A)—> Ho(S’ ~- A)—> H,(S')—>0 
的 正 合 性 得 出 
kerk, > Ho(S* — A), 
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其 中 序列 正 合 性 的 证 明 贸 作 习 题 .联合 这 些 同 构 就 可 得 出 我 们 所 
要 的 同 构 . 

第 三 步 ” 剩 下 的 是 要 证 明定 理 对 于 =n 成立. 我们 首先 证 
明 包 含 频 映 i ;A 一 S” 诱导 零 同 态 


(A)<— HS*). 
群 H'(S") 是 无 限 循环 的 ,而 且 是 由 o* 的 上 同调 类 生成 的 ,其 中 
是 S” 的 任何 定向 单 形 .由 于 A 是 S" 的 真子 复 形 , 所 以 我 们 能 构 
选取 o 是 在 A 的 外 边 ,于 是 i1* (a * ) 是 零 上 链 . 
现在 来 考 嵌 正 合 序 列 


0 = HF"(S',A) < H(A)<— Hr'(S’). 
由 于 是 霉 同 态 , 故 由 此 可 知 (A)=0. 因 此 群 
H(A)= H(A) 和 H.(S"! -A) 

是 同 构 的 ,因为 二 者 都 为 零 . 站 

系 71.2{ 多 面体 的 Jordan 曲线 定理 ) 令 n>0. 如 果 有 A 是 5S” 
的 一 个 同 胚 于 S" “的 子 集 ,而 且 (S" ,A) 是 可 剖 分 的 .那么 S 一 A 
恰好 有 两 个 道路 连通 分 支 , 而 且 A 是 它们 的 公共 边界 . 

证 明 因为 S”' 不 能 同 腺 于 S” ,所 以 A 是 S" 的 真子 集 . 因 
为 A 守 S"!, 所 以 上 HH"!(A) 是 无 限 循 环 的 ;另外 还 有 

H(A) > H,(S" - A); 
从 这 两 个 事实 即 可 得 出 S" ~ A 恰好 有 两 个 道路 连通 分 支 . 如 果 ' 
是 A 的 一 种 (非常 细 的 ) 重 分 中 的 -一 个 n 一 1 维 单 形 ,那么 令 B= 
A 一 Ints ,我 们 就 有 
0 = Hi(B) Ho,(S" - A), 
正如 在 定理 36.3 的 证 明 中 那样 ,从 这 个 事实 即 可 得 出 A 是 两 个 
道路 连通 分 支 C; 和 Cs 的 公共 边界 .因而 我 们 能 够 用 一 条 与 A 在 
Ints 的 点 上 相交 的 道路 把 CC 的 点 和 C2 的 点 连接 起 来 . 口 
" S27 ， 


习 是 


1. 令 4 是 X 的 一 个 非 空 真子 集 . 证 了 明 : 若 X 是 道路 连通 的 ,那么 序列 
0 一 五 (4)-> Ho(A)- 一 Ho(X) 一 0 

是 正 合 的 .这 个 事实 完成 了 Alexander 对 偶 的 证 明 . 

2. 设 A 是 5" 的 一 个 非 空 真子 集 而 且 (S" ,4A) 是 可 谢 分 的 .证 明 : 如 果 和 4 
是 零 调 的 ,那么 S$ 一 A 也 是 零 调 的 . 

3. 令 A 是 一 个 nn 一 1 维 同调 流 形 .证 明 如 果 A 同 胚 于 S" 的 一 个 子 集 B， 
而 且 (9"” ,了 B) 是 可 放 分 的 ,那么 A 是 可 定向 的 . 

4. 证 明 Aiexander 对 侦 的 下 列 形式 : 令 A 是 5 的 一 个 非 空 真子 集 . 如 果 
(S” ,4) 是 可 剂 分 的 ,那么 

H(A)SH (SS - A). 

[提示 : 求 一 个 复 形 C, 使 得 它 是 5S" - A 的 变形 收缩 核 . ] 

5. 证 明 nn 维 球 的 Alexander 对 偶 性 : 令 A 是 再 的 一 个 非 空 真子 集 ; 令 
934 = A 门 BdB" .如 果 (B" ,A) 是 可 剖 分 的 ,证 明 

H(A,0A) = HH,1(B" — A). 

[提示 :考虑 Bd(B" Xx 了 的 子 集 (A XDU(3Ax DU(B x0).] 


$ 72 ” ”Lefschetz 对 偶 和 Alexander 对 偶 的 
“ 目 然 形式 


在 定理 70.6 中 所 述 的 Lefschetz 对 侦 间 构 


HX,A) > H,,(X- A) 

的 自然 性 性 质 总 的 说 来 是 相当 不 令 人 满意 的 . 例如 , 同 构 $, 不 依 
赖 于 (X,A) 的 齐 分 ,甚至 它 在 X 的 重 分 下 是 不 变量 ,但 实际 上 它 
却 不 那么 明显 ! 

这 种 自然 性 的 缺失 一 直 延 续 到 Alexander 对 侦 , 这 反映 在 我 
们 在 上 一 节 只 能 证 明 Jordan 曲线 定理 的 多 面体 形式 . 

本 节 我 们 将 得 出 Lefsehetz 同 构 和 Alexander 同 构 的 更 加 自然 

四 $2 四 


的 形式 . 当 我 们 引进 属于 Cech 的 另 一 种 形式 的 上 同调 之 后 ,这 些 
同 构 将 使 我 们 能 够 在 A 是 S" 的 任意 闭 子 集 的 情况 下 来 构造 Alex- 
ander 对 偶 同 构 . 

首先 是 一 个 定义 和 一 个 引 理 . 

定义 令 A 是 有 限 复 形 X 的 一 个 子 复 形 的 可 剂 空 间 . 定义 
St(A,XX) 是 当 co 遍历 XX 的 位 于 A 中 的 所 有 单 形 时 ,所 有 集合 
St(o,X) 的 并 .我 们 把 它 称 为 A 在 X 中 的 星 形 . 

如 果 C 是 X 的 所 有 不 与 4 相交 的 单 形 组 成 的 集 族 ,那么 立 
刻 就 有 

St(A,X) =1XI—-1Cl. 

如 果 A 是 X 的 一 个 满 子 复 形 的 可 剖 空 间 , 那 么 从 引 理 70.1 可 知 ， 
4 是 StK4,X) 的 变形 收缩 核 . 可 是 要 注意 ,4 未 必 是 闭 星 形 St(A， 
XI) 的 变形 收缩 核 .参看 图 72.1. 


图 72.1 


引 理 72.1 令 久 是 一 个 有 限 复 形 ; 令 A 是 义 的 一 个 满 子 复 
形 的 可 齐 空 间 ; 令 C 是 多 的 所 有 不 与 A 相交 的 单 形 之 并 ; 令 sdX 
是 站 的 首次 重心 重 分 ， 
(a) 室 间 | 多 | 是 下 列 三 个 集合 的 不 交 并 : 
U, = St(A ,sdX), 
Ur = St(C,sdX), 
Be = Ue Uc. 
(b) 下 列 包含 映射 是 同 伦 等 价 ; 
"20 。 


A— Us, -> Us, — St(A,X), 


C ”一 > U.: EY — St(C,X). 
证 明 集合 Us 和 分别 画 在 图 72.2 和 图 72.3 中 . 令 


sdX 的 一 般 单 形 ,其 中 o>…> 6. 


由 


表 


图 72.2 


图 72.3 


A 
“Os, 


A 


适合 o CA 的 单 形 : 一 妇 1 


此 


第 一 步 我 们 证 明 LU 是 那 


a 


的 内 部 之 并 .如 果 a, 忆 A ,那么 so, EA, 因而 由 定义 ， 


A 


Ints C St(o, ,sdX) CC UU. 
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反之 ,车 IntsCCU ,那么 的 某 个 顶点 c, 在 A 中 ,由 此 可 知 o 在 
A 中 ,于 是 它 的 面 cs 也 在 A 中 . 

由 对 称 性 可 知 , Uc 是 那些 适合 ww CC 的 单 形 ; 的 内 部 之 并 . 
因此 Us。 和 Lu 是 |X| 中 不 相交 的 开 集 . 

第 二 步 ”我 们 证 明 , 如果 a 既 不 在 4 中 也 不 在 C 中 ,那么 
s 二 a1…o4 在 Us -Ua 中 而 且 在 Uc 一 Uc 中 .那么 (a) 款 得 证 . 

单 形 a 必定 有 在 A 中 的 一 个 顶点 w 和 在 C 中 的 一 个 顶点 
由 .那么 


A ~ As A A 


G1 OV 和 Gory 
在 sdX 的 两 个 单 形 , 它 们 的 内 部 分 别 在 Us 和 Uc 中 .因而 它们 的 
公共 面 ; 嗓 在 UU 一 Us 中 又 在 Uc 一 Uc 中 . 

第 三 步 ” 令 万 = 万. 由 (a) 款 ,D=X- De .我们 要 证 明 品 是 

sdX 的 一 个 满 子 复 形 的 可 剂 空间 ,而 且 
St(D,sdX) = St(A,X). 

首先 ,我 们 来 证 明 DD 是 满 的 . 如 果 s = oc.…o 的 内 部 在 Uc 
中 ,那么 mwCC, 因 而 o, 委 DD. 由 此 可 知 ,如 果 s 的 所 有 顶点 都 在 D 
中 ,那么 :必然 在 DD 中 . 

我 们 证 明 sdX 的 顶点 o 在 D 中 当 生 仅 当 6 与 A 相交 .由 于 
sdX 的 顶点 c 在 Uc 中 当 生 仅 当 它 在 C 中 ,而 且 这 种 情况 发 生 当 
且 私 当 cCC .因此 o 在 中 当 且 仅 当 c 不 在 C 中 , 即 当 且 仅 当 c 
与 A 相交 . 

现在 我 们 证 明 St(D,sdX)CSt(A,X). 设 ;=o1…os 有 一 个 
顶点 o; 在 D 中 .那么 如 同 刚才 所 证 明 的 那样 ,ao; 必 与 4 相交 , 因 
而 c 有 一 个 顶点 vv 在 A 中 .由 于 oi 这 o>o, 因 而 必 有 

Ints C Into; C St(v, X) CC St(A,X). 

为 了 证 明道 向 包含 关系 成 立 , 令 o 是 X 的 有 一 个 顶点 己 在 4 
中 的 单 形 . 那 么 s 在 DD 中 .由 于 Inte 是 sdX 的 那些 以 c 为 初始 顶 
点 的 单 形 的 内 部 的 并 . 因而 
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Into CT St(o ,sdX) CC St(D,sdX). 
第 四 步 ” 我 们 来 证 明 (b). 考 虑 包含 映 射 
ee 
由 于 A 和 DD 是 sdX 的 满 子 复 形 的 可 放空 间 , 所 以 ; 和 A 都 是 同 伦 
等 价 . 因为 St(D,sdX)=S(4,X) ,而 且 A4A 是 X 的 满 子 复 形 ,所 
以 映射 &*j 是 同 伦 等 价 .由 此 可 知 ;7 也 是 一 个 同 伦 等 价 . 
由 对 称 性 ,包含 映射 
C— U.— Uc — St(C,X) 
也 都 是 同 伦 等 价 . 器 
定义 邻 (X,4) 是 一 个 可 前 分 偶 . 如 果 DCX, 并 且 存 在 侦 
(X,4) 的 某 个 前 分 使 得 D 是 一 个 子 复 形 的 可 前 空间 ,那么 我 们 
说 呈 是 (X,A) 中 的 多 面体 . 若 A= 凶 , 则 我 们 简称 D 是 X 中 的 
多 面体 . 
请 特别 注意 ,如果 C 和 DD 是 X 中 的 多 面体 ,但 是 这 并 不 意味 
着 一 定 存 在 XX 的 一 个 前 分 ,使 得 对 于 这 同一 个 齐 分 来 说 ,C 和 DD 
同时 都 是 子 复 形 的 可 剂 空间 .例如 ,z 轴 C 和 集合 


D = (0,0)U (zszsin 去 )， | 


都 是 R* 中 的 多 面体 ,但 是 并 不 存在 R 的 任何 谢 分 使 C 和 DD 同时 
成 为 子 复 形 的 可 剂 空间 . 

引 理 72.2 今 疡 是 可 剂 分 的 紧 空 间 X 中 的 多 面体 .那么 存 
在 也 的 任意 小 的 邻 域 吕 使 得 

(1) U 和 X- U 都 是 和 中 的 多 面体 、 

(2) 下 列 包 含 映 射 都 是 同 伦 等 价 : 

D— UU 和 (X—-U)—(X-U)— (XD). 

实际 上 ,如 果 X 被 前 分 得 使 万 成 为 X 的 一 个 满 子 复 形 的 可 
剂 空间 ,那么 U= St(D,sd X) 对 所 有 NT1 均 满足 这 些 条 件 . 

证 明 只 需 证 明 ,如 果 DD 是 XX 的 一 个 满 子 复 形 的 可 放空 间 ， 
那么 U= St(D ,sdX) 满 足 引 理 的 要 求 即 可 . 
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于 面 的 引 理 说 明 包含 映射 D>U 一 U 是 同 伦 等 价 , 为 了 考虑 
其 它 包 含 关系 , 令 A 是 X 的 所 有 不 与 D 相交 的 单 形 之 并 ,那么 我 
们 就 有 下 列 图 表 : 
A-—St{(A,sdX)— St(A,sdX) — St(A,X) 
| | | 
(X-U)— (X-U)—(X-D), 
其 中 前 两 个 等 式 可 从 上 一 引 理 的 (a) 款 得 出 ,第 三 个 等 式 从 定义 得 
出 .由 上 面 的 引 理 ,这 个 图 表 中 的 包含 映射 是 同 伦 等 价 . 口 
定理 72.3(Lefschetz 对 偶 ) 令 (X,A) 是 一 个 紧 的 、 可 冲 分 
的 n 维 相对 同调 流 形 .那么 就 有 一 个 函数 , 它 对 ( 瑟 ,A) 中 每 一 个 
包含 A 的 多 面体 指派 一 个 同 构 
Ap:H(X,D:G)— H,,(X—D;G). 
这 个 指派 对 于 多 面体 的 包含 映射 是 自然 的 . 当 ( 外 ,人 ) 为 可 定向 
时 , 群 G 是 任意 的 ,否则 G= Zi2. 
证 明 ”在 可 定 问 的 情形 , 令 本 是 (XX, 有 A) 的 一 个 定向 类 ;在 其 
它 情况 下 , 令 它 表示 Z/2 上 的 定向 类 . 
第 一 步 ” 如 果 UU 是 A 的 任何 一 个 使 得 U 成 为 (X,A) 中 的 
多 面体 的 邻 域 , 令 了 X= 二 久 一 上 ,那么 Xu 也 是 (X,A) 中 的 多 面体 ， 
令 帮 表示 本 在 同 态 


H,(X,A) 于 9 HX,D) > (Xu ,BDI 

下 的 象 . (这 里 mx 和 & 是 包含 映射 ,BdU = U ~ U.) 我 们 来 证 明 
Pu 是 相对 同调 流 形 (Xo ,Bd 器 ) 在 可 定向 情况 下 的 一 个 定向 类 ;而 
在 不 可 定向 的 情况 下 , 它 是 Z/2 上 的 定向 类 . 

证 明 是 容易 的 . 剂 分 (X ,4) 使 得 避 是 一 个 子 复 形 的 可 放空 
辣 . 那 么 古 由 XX 的 所 有 不 在 A 中 的 并 适当 定向 的 n 维 单 形 之 和 来 
表示 . 它 在 有;'*。m ,下 的 象 由 不 在 U 中 的 那些 单 形 之 和 表示 , 它 
自动 成 为 (Xu ,Bd 吕 ) 的 一 个 闭 链 . 

我 们 把 Pu 看 作 芽 在 Xo 上 的 “限制 ”. 

i 


第 二 步 ” 令 万 是 (X,A) 中 包含 A 的 一 个 多 面体 . 令 吕 是 万 
的 满足 上 述 引 理 条 件 的 任何 邻 域 ,使 得 A ,D,U 均 为 X 的 某 个 剂 
分 的 子 复 形 的 可 剂 空间 .参看 图 72.4. 

下 列 图 表 直 至 符号 可 交换 


9, 
HXu, Bd U) 人 H, AXu Bd U) 


|’ 
NT 


再 区 区 站， 


这 里 $. 是 被 三 角 剖 分 的 相对 同调 流 形 (X, ,BdU) 的 Lefschetz 对 
偶 同 构 ,为 了 简单 起 见 , 我 们 从 记号 中 省 略 了 G. 由 于 Xu =X- 
U,Xu BdU= XXX- 口 , 因 此 包含 映射 7 是 同 伦 等 价 . 由 此 可 知 ， 
Nr 在 单纯 理论 中 是 一 个 同 构 ;于 是 它 在 奇异 理论 中 也 是 一 个 
同 构 . 

在 奇异 理论 中 考虑 下 列 图 表 ; 


人 
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Hs(Xu)—> Hs(X-D) 

其 中 i,& ,i 都 是 包含 映射 .因为 下 是 切除 映射 ,所 以 同 态 用" 是 一 
个 同 构 .因为 i:D 一 0U 和 i:(X-U)->(X 一 吕 ) 都 是 同 伦 等 价 ,所 
以 同 态 i” 和 i, 是 同 构 . 

我 们 暂时 把 复合 同 构 记 为 

Apu:H(X,D) HH.,(X -DD). 

请 注意 到 它 不 依赖 于 所 涉及 的 具体 前 分 ,就 像 Lefschetz 同 构 那 
样 . 

第 三 步 ”我 们 来 验证 同 构 Apu 的 目 然 性 的 一 种 形式 . 设 玖 是 
(X,4A) 中 的 一 个 多 面体 使 得 ACECD ,并 且 设 Y 是 五 的 一 个 像 
在 第 二 步 中 那样 选取 的 邻 域 使 得 VC DT.( 由 上 面 的 引 理 ,下 的 这 
种 邻 域 总 是 存在 . ) 参 看 图 72.5. 我 们 证 明 1 和 Ar vv 与 包含 映射 
所 请 守 的 同 态 交换 . 

为 了 证 明 这 个 事实 ,我 们 来 考虑 下 列 令 人 望 而 生 蜡 的 图 表 


二 站 7 
RAY,D) =<— RAX, UO) 一 > HMA,Bd 0 一 HHA) — HAMAX—D) 


eg 


i 
HX ” Dp 


+ 
HEX, EY) <— HAX,V) — HYy, Bd J HMAXy) — H, AX—E). 
在 这 里 我 们 必须 把 这 些 群 理解 为 奇异 群 ,因为 偶 (Xv,U- VY) 未 
必 是 可 三 角 剖 分 的 .这 是 由 U 和 V 可 能 不 是 和 的 同一 个 剖 分 的 
子 复 形 的 可 剂 空 间 而 引起 的 .在 这 个 图 表 中 顶 上 的 一 行 映 射 乍 义 
Ap v ,底下 的 一 行 映射 定义 Ag v. 所 有 未 标记 的 映射 都 是 由 包含 映 
射 诱导 的 .类 玉 是 王 的 适当 的 “限制 ”, 即 三 在 


H,(X,A) > H,(X,U)<= H,(Xy,D - V) 


下 的 像 .由 卡 积 的 自然 性 ,图 表 中 的 方形 块 和 三 角形 块 都 是 交换 
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的 .我 们 的 结果 随即 得 出 . 

第 四 步 ” 现 在 我 们 证 明 4 i 不 依赖 于 U 的 选取 ,我 们 把 上 一 
步 应 用 到 五 = 五 的 情况 .如 果 U 和 UU 是 DD 的 两 个 满足 引 理 72.2 
的 条 件 的 邻 域 ,那么 我 们 就 能 选取 V( 也 适合 这 些 条 件 ) 使 得 DC 
VCUNU', 孝 么 由 第 二 步 ， 

hp,U = Ap,v 三 Apr 
我 们 定义 ip = Xp,u. 那 么 ip 关于 包含 映射 E 一 DD 的 目 然 性 立即 
从 第 三 步 得 出 . [3 
系 72.4(Alexander 对 偶 ) 令 叶 国定 .那么 存在 一 个 函数 , 它 
对 S” 中 的 每 一 个 非 室 正 多 面体 A 指派 一 个 同 构 
ga :H(A) -> HS" — A). 
这 个 指派 关于 包含 映射 是 自然 的 . 
证 明 注意 到 as 可 以 定义 为 同 构 的 复合 
Fi (A) 一 > HS,A) >H,,(S" - A), 
其 中 的 两 个 同 构 都 是 自然 的 ,由 此 即 可 得 出 <n 一 1 的 情形 .类 


似 地 ,从 定义 Alexander 同 构 时 所 使 用 的 图 表 的 自然 性 得 出 = 
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n 一 1 的 情形 .&= 7 的 情形 是 平凡 的 . [| 
习 题 


1. 令 品 是 5S” 中 的 一 个 多 面体 , 它 是 两 个 不 相交 的 集合 A 和 B 之 并 ,并 
且 适 合 
AS， Ba S" *!, 

其 中 0 三 于 nn 一 1. 包 会 映射 请 导 辣 态 

$:H(A)— FH(S" - B), 

:Hi(B)— Hn(S" ~- A). 
Alexander 对 偶 草 涵 着 这 些 群 都 是 无 限 循 环 的 .证 明 $$ 和 由 直至 符号 都 等 于 
乘 以 同一 个 整数 的 乘法 . (参看 $ 36 的 习题 3. ) 这 个 整数 可 度量 A 环绕 ” 
B 的 次 数 . [提示 ;将 S" 单纯 剂 分 使 得 A 和 哩 是 满 子 复 形 的 可 放空 间 , 而 且 
任何 单 形 都 木 会 既 与 A 相交 叉 与 B 相交 . 令 C 是 不 与 4 相交 的 所 有 单 形 之 
并 .从 下 列 图 表 开 始 : 


厅 CO) cs Ht(B) 


ns 


新 (SO HAS”_B). ] 


8 73 Cech 上 同调 


到 目前 为 止 ,我们 已 经 研究 了 两 种 同调 和 上 同调 的 理论 , 即 单 
纯 理 论 和 奇异 理论 .还 有 若干 种 其 它 理论 ,其 中 最 著名 的 是 Cech 
理论 .这 个 理论 被 证 明 在 上 同调 的 情形 特别 令 人 满意 .现在 我 们 就 
来 考虑 它 . 

我 们 将 构造 一 个 拓扑 空间 的 Cech 上 同调 群 ,并 且 证 明 当 Cech 
上 同调 群 和 单纯 上 同调 群 都 有 定义 时 ,两 者 是 一 致 的 .我 们 还 将 构 
造 一 个 使 得 Cech 理论 和 奇异 理论 不 一 致 的 拓扑 空间 .在 下 一 节 ， 
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我 们 将 用 Cech 上 同调 来 证 明 Alexander 对 侦 的 一 种 广义 形式 . 

我 们 从 有 向 集 的 概念 开始 . 

定义 一 个 有 向 集 J 蚌 一 个 带 有 关系 达 的 集合 并 且 使 得 

(1) 对 所 有 wG Ja<a 成 立 . 

(2) a<B8 和 B<Y 天 泗 着 w< 7. 

(3) 给 定 a 和 PB, 则 存在 5 使 得 a<5 日 8<6. 
我 们 将 元 素 8 称 为 a 和 8 的 上 界 . 

例 1 任何 全 序 集 在 关系 委 之 下 是 一 个 有 回 集 . 

例 2 我 们 来 考虑 这 样 一 个 集 族 , 它 的 元 素 是 拓扑 空间 X 的 
开 覆 盖 wx 车 色 是 wy 的 一 个 加 细 , 则 称 w< 多 ,并 以 此 使 该 集合 成 
为 有 向 集 . 这 意味 着 对 多 的 每 一 个 元 素 B 来 说 ,x 中 至 有 一 个 能 
包含 它 的 元 素 和 A. 条 件 (1) 和 (2) 蚌 直接 的 ;为 证 实 (3), 我 们 指出 ， 
给 定 X 的 开 覆 盖 .x 和 级 , 那 么 集 族 

D-IIANMNBIAECHABEH 

是 X 的 一 个 开 覆 盖 ,而 且 它 加 细 和 贸 . 

定义 ”对 应 于 有 向 集 汪 ,一 个 由 Abel 群 和 同 态 组 成 的 有 向 系 
是 Abel 群 的 一 个 加 标 族 1G, je ,连同 对 于 每 一 对 指标 a<8 虱 
有 定义 的 一 族 同 态 

fua:G, -> Gg, 

并 是 使 得 

(1) 5 :G, 一 G。, 是 恒 等 同 态 . 

(2) 如 果 c<p8<7y, 那 么 f° f= f,, 妈 下 列 图 表 交 摘 : 


J 
村 G, 
AN pa 
Gg 


定义 ”给 定 Abel 群 和 同 态 的 一 个 有 系 ,我 们 定义 一 个 称 为 该 
系 的 方向 极 极 的 群 如 下 : 取 群 G。 的 不 交 并 ,并 且 按 下 列 办 法 引进 
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一 个 等 价 关 系 : 如 果 对 a 和 8 的 某 个 上 界 8( 对 于 g, EG, 和 ggE 
Gs), 有 
Fd fs (88) 
那么 我 们 就 称 g, 一 gs. 方 回 极 限 是 等 价 类 的 集合 ,我们 把 它 记 为 
lim,e syG,. 
我 们 通过 定义 
gs + iga! = {felg) + fe (gpg)! 

使 它 成 为 一 个 Abel 群 ,其 中 8 是 a 和 8 的 某 个 上 界 . 

容易 看 出 ,这 个 运算 是 完全 确定 的 而 且 使 方 同 极限 成 为 一 个 
Abel 群 .我 们 指出 下 列 基 本 事实 : 

(1) 如 果 所 有 映射 fs 都 是 同 构 ,那么 limG, 同 构 于 群 G. 中 的 
任何 一 个 . 

(2) 如 果 所 有 映射 fs 都 是 零 同 态 , 那 么 limG。 是 平凡 群 .更 一 
般 地 ,如 果 对 每 个 a 都 有 一 个 8 使 得 a<B 且 fg 是 零 同 态 ,那么 
limG, 是 平凡 和 群 . 

定义 邻 了 三 和 KK 是 两 个 有 向 集 . 令 1G,, fsl 和 i 日 ), gw| 是 
Abel 群 和 同 态 的 伴随 有 向 系 .有 向 系 的 上 映射 ,首先 是 一 个 保持 
序 关系 的 集 映射 $6:J->K ,其 次 对 于 每 个 a€ J, 它 是 一 个 同 态 

PG 一 Hay, 

并 是 使 得 下 列 图 表 中 交换 性 成 立 ,其 中 Y= $a),5=$P)H a<p: 


这 样 一 个 映射 诱导 一 个 同 态 ,我 们 把 它 称 为 同 态 & 的 方向 极 
限 : 


上 


;lim,eG, — limye rH,. 
它 把 gE G, 的 等 价 类 上 映射 到 #8 (sg ) 的 等 价 类 . 
例 3 令 i1G, ,fs 是 Abel 群 和 同 态 的 一 个 有 向 系 ; 令 态 是 一 
个 Abel 群 .如 采 对 每 一 个 a 都 有 一 个 同 态 和 :G, 一 日 ,而 且 每 当 
a 之 BB 时 ,6° fs = 二 ,那么 我 们 就 有 一 个 诱导 同 态 
:limG, 一 五 . 
这 和 古 上 面 的 构造 的 一 种 特殊 情况 ,其 中 第 二 个 有 回 系 由 单个 群 五 
组 成 . 
例 4 设 有 Abel 群 和 同 态 的 序列 
fi f2 


人 
如 果 每 当 zz<z 时 ,我 们 定义 
人 

那么 这 个 序列 就 成 为 一 个 带 有 指标 集 J=Z, 的 有 向 系 . 

例如 ,车 每 个 群 G; 都 是 整数 群 , 每 个 映射 都 是 乘 以 2 的 乘 
法 ,那么 就 得 到 有 了 问 系 

A A A | 
容易 看 出 , 它 的 方向 极限 同 构 于 二 进 制 有 理 数 群 日 ( 它 是 形 如 mm 
2 (m,n 为 整数 ) 的 所 有 有 理 数 组 成 的 加 群 ): 由 等 式 吉 (m)= mj 
2” 定义 
p, : (7， = 

那么 可 以 验证 加 。f-1 = 加 -1. 容易 证 实生 既是 单 射 又 是 满 射 . 

定义 令 了 是 一 个 有 问 集 .7 是 了 的 子 集 . 如 果 对 于 每 个 
ax 筷 了 ,都 存在 SE JJ ,适合 于 ae<<S, 那 么 我 们 就 说 矿 在 了 中 是 共 
尾 的 . 

定理 73.1 设 给 定 了 一 个 由 有 集 J] 标记 的 Abel 群 和 同 态 的 
有 向 系 1G, ,fs1. 若 Jo 在 」 中 是 共 尾 的 ,那么 万 是 一 个 有 向 集 ， 
而 且 和 包含 映射 诱导 一 个 同 构 
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[peey (了 全 lim,e pen : 


证 明 有 问 集 的 公理 容易 被 验证 .在 万 中 给 定 a,B, 它 们 在 
了 中 有 上 界 , 因 而 在 万 中 也 就 有 上 界 . 令 $8: 一 J 是 包含 映射 ,而 
且 对 于 每 个 a€ .Jo, 令 和 办:G, 一 Gy 是 恒 等 上 映射. 那么 我 们 就 得 到 
一 个 诱导 同 态 


Dper Cr。 ee lim,e jG, " 


它 是 一 个 满 射 ,因为 给 定 g, , 它 等 价 于 某 个 g;(6€ .6). 为 证 明 它 
的 核 为 零 , 设 a€ Jo, 且 对 于 某 个 BE J, g。 一 06. 那 么 就 有 .中 的 
某 个 元 紊 6 使 得 

fs (ga) = fs (08) = Us 
选取 se€ .ho 适合 S< se. 那么 

7 fe (0;) = 
因而 g, 一 0. ,其 中 e€ 有 hi. 画 

现在 我 们 来 定义 Cech 上 同调 群 . 

定义 令 是 空间 XX 的 一 个 子 集 族 . 我 们 定义 一 个 抽象 单纯 
复 形 , 称 为 x 的 神经 , 记 为 N(). 它 的 顶点 是 x 的 元 素 , 它 的 单 
形 是 x 的 有 限 子 族 1 A ,… ,A, | 使 得 

Al (1 A, 国 吧 6 门 A, 关 弛 . 

于 是 如 果 务 是 加 细 x 的 一 个 集 族 , 那 么 我 们 能 够 通过 选取 
8(8) 是 的 一 个 包含 B 的 元 素来 定义 一 个 映射 g :名 一 xY. 如 果 
1B ,…,B,| 是 N (名) 的 一 个 单 形 ,那么 ig(B.),…,g(B,)1 束 是 
NGCx ) 的 一 个 单 形 ,因为 八 B, 是 非 空 的 并 且 包 含 在 门 g(B;) 中 . 
因而 顶点 映射 g 诱导 一 个 单纯 映射 

g:N(%)— N(Y ). 
在 选取 g 的 过 程 中 有 某 种 程度 的 任意 性 ,但 是 对 于 g 的 任何 其 它 
选择 g 也 都 是 跟 g 连接 的 ,因为 
NB CN (s(tBIT E(B)). 
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从 而 我 们 能 够 作出 如 下 的 定义 ， 
定义 ”如 果 久 是 x 的 一 个 加 组 ,那么 我 们 就 有 唯一 确定 的 同 
gx :H(N(B);G)— Hi(N(Y );G), 
= (NG(y)}):G)— FH(N(%);G), 
它们 是 由 对 所 有 BE 名 满足 条 件 g(B) 二 B 的 单纯 上 映射 g 起 奸 
的 .我 们 称 之 为 由 加 细 诱 导 的 同 态 . 
定义 令 了 是 由 空间 X 的 所 有 开 柳 盖 组 成 的 有 问 集 , 它 是 由 
当 色 是 ww 的 加 细 时 就 令 w< 幼 来 定向 的 ,我们 用 下 述 办 法 来 构造 
一 个 有 向 系 :对 的 元 素 x 指派 群 
下 (NOeg );G), 
而 且 对 于 序 偶 wx 之 多 指派 由 加 细 诱 导 的 同 态 
faa:H(N((Y );G) — H(N(%);G). 
我 们 用 等 式 
H*(X;G) = limse/H' (N(% );G) 
定义 X 的 带 G 中 系数 的 维 Cech 上 同调 群 . 
我 们 用 类 似 的 方式 把 X 的 约 化 Cech 上 同调 群 定义 为 约 化 群 
环 (N(s );G) 的 方向 极限 . 
因为 这 些 群 只 依赖 于 X 的 开 覆 盖 族 ,所 以 它们 显然 是 X 的 
拓扑 不 变量 . 
尽管 这 个 定义 很 抽象 ,但 是 正如 我 们 马上 要 证 明 的 那样 ,在 可 
谢 空 间 的 情况 下 . 它 并 没有 为 我 们 提供 任何 新 的 东西 . 
定理 73.2 念 氏 是 一 个 单纯 复 形 ,那么 
HO KI;G) HH(K;G). 
同样 的 结果 对 幼 化 上 同调 也 成 立 . 
证 明 对 于 任何 复 形 kK , 令 (KK) 是 |K| 的 由 它 的 顶 太 的 开 
星 形 组 成 的 覆盖 .对 天 的 顶点 wv 指派 N (w(K)) 的 顶点 Stw 的 项 
点 对 应 fk 定义 复 形 KK 与 抽象 复 形 NO 天) 之 则 的 一 个 同 构 . 因 
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为 mu 是 KK 的 一 个 单 形 当 目 仅 当 
Stvo 站 站 St A 2 ; 

而 这 等 价 于 说 {Stvo ,… ,Stv, | 是 N(xA(K )) 的 一 个 单 形 . 

如 果 K 是 K 的 一 个 重 分 ,那么 就 有 恒 等 映 射 :KK 一 KK 的 一 
个 单纯 副 近 , 它 是 由 条 件 

St(w, KK ) CC Sth(w),K) 

所 确定 的 顶点 映射 h 诱导 的 .同一 个 项 点 对 应 也 能 用 来 定义 一 个 
单纯 映射 g: N(R 一 N(R)), 它 对 N (AK )) 的 顶 操 St 
(w ,KK ) 指 派 N(x(K)) 的 顶点 St(h(w),K). 于 是 下 询 图 表 交 
换 : 


开 ， KWAKY) 
h 8 
K 2 NA(K)) 
四 个 上 同调 中 的 诱导 映射 全 都 是 同和 构 . 


现在 我 们 来 考虑 当 K’ 取 遍 KK 的 所 有 重 分 时 ,| K | 的 具有 形 
式 KK') 的 开 和 覆盖 构成 的 族 万 .一 - 般 单 纯 台 近 定 理 蕴 涵 者 这 个 族 
Jo. 在 | 长 1 的 所 有 开 覆 盖 组 成 的 族 丁 中 是 共 尾 的 , {如果 色 是 有 限 
的 ,那么 有 限 单 纯 通 近 定 理 束 足够 了 . ) 因 此 

H'(IKI;G) lmH(K’;G), 

其 中 右边 的 有 回 系 是 由 kK 的 所 有 重 分 组 成 的 族 来 标记 的 .在 后 一 
个 有 问 系 中 每 一 个 师 射 六 都 是 同 构 ,因此 正如 所 期 望 的 那样 , 方 
问 极 限 同 构 于 HF (K;G). [] 

这 个 定理 说 明 Cech 上 同调 和 单纯 上 同调 , 当 两 者 都 有 定义 时 
它们 是 一 致 的 .但 是 对 于 更 一 般 的 空间 来 说 ,Cech 上 同调 将 会 是 
什么 样 呢 ? 为 了 进行 必要 的 计算 ,我 们 将 证 明 Cech 上 同调 的 一 个 
基本 的 “连续 性 质 ” ,首先 我 们 需要 一 个 引 理 . 
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引 理 73.3 令 了 是 正规 空间 怀 的 一 个 紧 子 空间 .考虑 由 了 
的 覆盖 wf 组 成 的 有 向 集 工 ,而 组 成 禾 盖 [的 集合 在 关中 (而 不 是 
在 YY 中 ) 是 开 的 .那么 

H*(Y;G) limyerH' (N(%);G). 

同样 的 结果 在 约 化 上 同调 中 也 成 立 . 

证 明 第 一 步 令 DID 是 X 的 一 个 开 覆 盖 . 我 们 要 证 
明 存在 X 的 一 个 开 覆 盖 V,,…, V, 使 得 对 于 每 个 i, 都 有 凡 C5 

集合 X--( EDU… 品 也) 是 局 的 一 个 堵 子 集 . 由 正规 性 ,我 
们 能 够 选 出 一 个 包含 它 的 开 集 Vi 使 得 VCD 那么 Vi， 
U0,,…,U, 覆盖 X. 使 用 同样 的 构造 方法 选取 V, 包含 XX-(ViU 
U3U… UU,) 使 得 V,CU;, 那 么 Vi,V;,U;,…,U, 覆盖 和 .类 
似 地 继续 进行 下 去 . 

第 二 步 ” 今 %=1C…C 和 细 = 1Di, ,Dj 是 具有 同一 
指标 集 的 两 个 标记 族 . 假如 

人 
则 我 们 说 它们 的 神经 是 自然 同 构 的 . 这 意味 着 顶点 映射 C; 一 局， 
谎 导 一 个 单纯 同 构 N(%) 一 N (3) .我 们 要 证 明 下 述 论断 : 令 1C，， 
…,C,1 是 由 X 中 的 闭 集 组 成 的 集 族 , 令 |1U,,…, 0U,} 是 由 XX 中 
的 开 集 组 成 的 集 族 ,而 且 对 所 有 i, CCU, .那么 存在 由 X 的 开 集 
组 成 的 一 个 集 族 | 五, ,…', Wi | 使 得 对 所 有 i ,CCW, 并 且 W;C 
UU, ,而 且 1C ,Cl 和 |[ Wi,…,W,| 的 神经 是 自然 同 构 的 . 

考虑 X 的 具有 形式 

及 
的 所 有 子 集 组 成 的 集 族 &. 令 EE 是 不 与 C1 相交 的 所 有 这 种 集合 的 
并 .那么 五 在 X 中 是 闵 的 而 且 不 与 C, 相交 .选取 WW 是 和 的 一 
个 包含 Ci 的 开 集 并 且 使 得 它 的 财 包 不 与 五 相交 上 且 在 U; 内 .我 们 
要 证 明 | 丈 ,CC 和 f1C ,C;,… ,C1 的 神经 是 自然 同 构 的 . 
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为 此 ,只 须 证 明 

Wincn nc GS CNC NNG AG. 
蕴涵 关系 二 是 平凡 的 ,因为 CC 必 W, .我 们 来 证 另 一 个 蕴涵 关系 
一. 如 条 右边 的 集合 是 空 集 ,那么 集合 C; 间 … 门 C; 不 与 C 相交 ， 
因而 由 定义 , 它 被 包含 在 五 中 ,那么 由 殉 , 的 定义 , 它 不 与 玉 | 相 
交 , 因 此 左边 的 集合 也 是 空 集 . 

再 次 使 用 这 种 构造 方法 选取 风 , ,使 得 C,CW, 上 且 多 :CD ， 
而 且 

Wis Woes Cem eG | MI Wi Cat .| 
的 神经 是 上 自然 同 构 的 .类 似 地 继续 下 去 . 

第 三 步 ” 对 于 了 的 一 个 由 在 X 中 开 的 集合 组 成 的 覆盖 W= 
WW 如果 | 到 Wi 和 Wi 站 站 ,…, W 门卫 的 神经 
是 是 然 同 构 的 , 则 我 们 说 党 是 适合 于 站 的 . 令 工 是 Y 的 由 在 关中 
开 的 集合 构成 的 所 有 禾 儿 的 族 ; 令 Lo 是 由 那些 适合 于 Y 的 覆盖 
构成 的 子 族 .我 们 证 明 Lo 在 工 中 是 共 尾 的 . 

令 是 Y 的 由 在 X 中 开 的 集合 构成 的 一 个 覆盖 .转化 为 覆 
六 Y 的 一 个 有 限 的 子 集 族 | U, ,…, U, 1. 考虑 Y 的 由 在 Y 中 开 
的 集合 组 成 的 鹤 盖 

oe i mt 
将 第 一 步 应 用 到 正规 空间 .选取 一 个 由 在 Y 中 开 的 集合 组 成 的 
能 够 覆盖 Y 的 集 族 | Vi V1 ,使 得 V,C(U,[1Y) 对 每 个 i 成 
立 . 令 C= V,, 并 且 应 用 第 二 步 来 求 出 X 的 一 个 开 集 族 W= 
| Wi,…,W, | 使 得 CC 性 W,, WW,CCU,, 而 且 使 得 {C,,…,C,| 和 
{WW ,…, 玉 ,| 的 神经 是 自然 同 构 的 . 

由 于 WY 加 细 wj, 而 且 WW 覆盖 Y. 于 是 ,W 适 应 于 Y 这 一 事实 可 
从 下 列 冀 涵 关系 得 出 ， 
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Cl IG SW, NN WA 
J 介 
再 人 
第 四 步 ” 一 般若 w= {A 和 …A 是 Y 的 一 个 由 在 X 中 开 的 
集合 组 成 的 覆盖 , 令 wm Y 表示 Y 的 由 在 Y 中 开 的 集合 组 成 的 覆 
盖 14 人间 Y,…,A, 门 Yi .考虑 下 列 四 个 有 问 集 ; 
L= |x1 是 Y 的 由 在 X 中 开 的 集合 组 成 的 获 盖 | ， 
Lo= {WI1WEL 并 且 W 适 合 于 Yi， 
J= 弛 |1 旬 是 YY 的 由 在 Y 中 开 的 集合 组 成 的 履 盖 |， 
Jo= I{¥N YY IWE Lol. 
请 注意 到 ,J 中 的 每 一 个 元 素 有 ,对 于 工 中 的 某 个 wx, 等 于 wt 门 Y. 
我 们 已 经 证 明了 L 在 区 中 是 共 尾 的 ,由 此 立即 可 得 Jo 在 J 
中 是 共 尾 的 :给 定 GE 了 , 则 对 于 某 个 wE 工 就 有 多 等 于 sf17Y. 于 
是 如 果 W 是 Lo 的 一 个 加 细 x 的 元 素 , 那 么 由 此 可 知人 NY 加 细 
WY=%. 
于 是 本 引 理 成 立 .因为 
H'(Y;G)= limH (N(%);G) 由 定义 ， 
兰 Hmp HCN(WN Y);G) 因为 Jo 在 J 中 共 尾 ， 
lm H(N(W;G) 因为 NW) 宇 NWN YY), 
~ limH (N(2;G) 因为 L, 在 工 中 共 尼 . 山 
定理 73.4 令 义 是 一 个 可 神 分 的 紧 空 间 . 令 Di 必 D, 汪 … 是 
X 中 的 多 面体 序列 ,其 交 是 了 ,那么 
H*(Y;G) > limH:(D,;G). 
同样 的 结果 在 约 化 上 同调 中 也 成 立 . 
证 明 ”为 了 简便 起 见 ,我 们 将 从 记号 中 省 略 G. 定理 结论 中 
的 方向 极限 不 依赖 于 各 空间 D, 具体 剖 分 . 令 X, 是 X 的 一 个 适 
当选 取 的 剖 分 使 得 口 , 是 X 的 一 个 满 子 复 形 的 可 前 空间 ,而 且 使 
X 的 单 形 的 最 大 直径 小 于 1/n ,还 使 得 包含 映射 | X, ,1 1 一 | X, | 
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满足 星 形 条 件 .让 我 们 用 K, 表示 XX, 的 其 可 放空 间 是 万, 的 子 复 
形 . 那 么 同 构 
limH* (D, ) SlipH* (K,) 

平凡 地 成 立 . 

第 一 步 ” 给 定 革 .考虑 D, 的 由 在 D, 中 的 开 集 组 成 的 并 且 是 
由 

wo = ISt(v,K,.)lvuE€t KK,! 

定义 的 覆盖 .那么 正如 我 们 在 定理 73.2 的 证 明 中 所 指出 的 那样 ， 
我 们 就 会 有 一 个 由 (vw) 二 St(v, KK,) 定 义 的 单纯 同 构 下:K, 一 
N (以 ,). 就 象 我 们 马上 要 证 明 的 那样 ,与 我 们 在 那里 所 使 用 的 同 
样 的 论证 能 够 被 用 来 转化 为 上 同调 的 方 回 极限 的 同 构 . 

今 有 hh:K,,1 阅 KK, 是 包含 映射 | K,,1 1 一 | K; | 的 一 个 单纯 到 
近 , 那 么 我 们 把 g:% ,+ 一 ,定义 为 

g(St(w, Kn)) = St(h rw), K,). 

这 个 映射 g 诱导 一 个 单纯 映射 g :NN(w 1) 一 NM ',) 使 得 下 列 
图 表 交 换 : 


nt | 
Kn ee N (A 出 !) 


|: 


大 一 一 一 Nn) 


= 


3 


恰 姐 以 前 一 样 ,我 们 可 以 推出 
limH (K,) S lH (N(% 0))， 

然而 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 不 能 把 左边 的 群 等 同 于 一 个 具体 的 单纯 
上 同调 群 ,因为 h “未必 是 一 个 同 构 . 

第 二 步 ”给 定夺 .考虑 由 

好 一 | St(p ,其 7) PE 天 
定义 的 D, 的 覆盖 .这 是 D, 的 一 个 由 X 中 的 开 集 组 成 的 狗 盖 ,而 
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集 族 x 和 是 也, 的 一 个 由 了 D, 中 的 开 集 组 成 的 覆盖 . 集 族 w% ,| 是 
%, 的 加 细 , 因 为 包含 映射 |X,111 一 |X, | 满足 星 形 条 件 . 

我 们 证 明 sz 和 % ,的 神经 是 自然 同 构 的 ,所 论 的 顶点 映射 对 
于 每 个 顶点 v€ K, 都 把 St(w ,KK,; ) 上 映射 到 St( ,和 ) .由 于 St(w， 
K, )CCSt(v,X,), 有 所 以 立即 有 

NStv ,RK,)G = NM St(v,X,)AY. 
我 们 再 来 证 道 向 包含 关系 .如 果 门 St( vw,X, ) 尖 多 ,那么 各 硕 态 好 
张 成 和 ,的 一 个 单 形 c. 因 为 wv, 是 K, 的 顶点 ,而 且 K, 是 满 的 ,所 以 
5 必然 属于 KK, .于 是 如 所 期 望 的 那样 , 门 St( vw; , K, ) 闫 妈 
由 此 立即 可 得 
lmH (N(%'")) SlimH (N(%,)). 

第 三 步 ” 现 在 我 们 证 明 Y 的 宪 盖 族 i wh ,%,… | 在 Y 的 由 XX 
中 的 开 集 组 成 的 所 有 覆 六 多 的 族 工 中 是 共 尾 的 . 

首先 我 们 指出 下 列 事 实 : 如 果 DD 是 度量 空间 X 的 一 个 紧 子 
集 , 且 多 是 万 的 一 个 由 X 中 的 开 集 组 成 的 履 盖 ,那么 就 有 一 个 
6 >>0 使 得 直径 小 于 6 且 与 D 相交 的 任何 集合 必定 在 荔 的 一 个 元 
素 中 .这 是 一 般 拓扑 学 中 的 “Lebesgue 数 引 理 ” 的 一 种 扩展 ,其 证 明 
留 作 习题 . 

现在 令 多 是 了 的 由 X 中 的 开 集 组 成 的 任意 一 个 上 覆盖 . 首先 
我 们 证 明 对 于 某 个 xn ,比如 说 n= NN, 免 覆 盖 DD, = |K, | .因为 如 寿 
不 然 ,我们 就 能 对 每 一 个 n 选取 一 点 x, E DD, ,使 得 zx, 不 在 免 的 
任何 元 素 之 中 .那么 有 某 个 子 序列 xz, 收敛 并 且 必 收敛 于 了 的 一 
点 (因为 了 = 下 D,). 但 是 多 覆盖 Y 的 一 个 邻 域 ,因而 对 于 充分 大 
的 i, 它 必然 履 盖 点 x . 

现在 我 们 应 用 扩展 的 Lebesgue 数 引 理 , 选 取 5 使 得 直径 小 于 
6 且 与 Dv 相交 的 任何 集合 必定 在 及 的 一 个 元 素 之 中 .然后 选取 
m 之 N 充 分 大 使 得 1/fm < 5/2. 由 此 可 知 x%, 加 细 甸 . 因 为 给 定 开 ， 
的 一 个 顶点 vw, 我 们 有 
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dimSt(v, X,) 过 2m < 人. 
因为 vu€ |K, |ClKy|, 所 以 集合 St(v,K, ) 与 1Kw | 相交 ,因而 它 
在 务 的 一 个 元 素 之 中 . 
第 四 步 ” 现在 我 们 证 明定 理 . 我 们 有 
limi(D,) limH (kK,) 
宇 limH (N(Y '“,)) 由 第 一 步 ， 
衬 limH CNGCw)) 由 第 二 步 ， 
衬 limae LH (N(8)) 由 第 三 步 
由 上 面 的 引 理 ,末了 这 个 群 同 构 于 HH*(Y). 口 
式 73.5 令 久 是 拓扑 学 家 的 封闭 正弦 曲线 .那么 
H'(X) = 0 (奇异 上 同调 ) 
FICX) 人 2Z (Cech 上 同调 ) 
证 明 为 了 方 恒 ,我 们 把 X 表示 成 平面 中 的 线段 之 并 ,如 图 
73.1 所 示 ， 
第 一 步 ” 证 我 们 首先 计算 X 的 奇异 同调 和 奇异 上 同调 . 令 U 
是 X 与 平面 Re 中 适合 于 y> 亏 的 所 有 点 (z,y) 的 集合 之 交 ， 令 


(0,1) EF) (1,1) 


图 73.1 
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V 是 X 与 那些 适合 y 和 318 的 所 有 点 (zy,y) 的 集合 之 交 , 因 为 U 
和 V 是 开 的 ,所 以 在 奇异 同调 中 ,我 们 有 Mayer-Vietoris 序列 : 
Hi(UD BH(V)—> H(X)—> Ho(UN TY) 


—> BU) OHV). 
由 于 V 同 胚 于 一 个 开 区 间 ,因而 Hi(V)= Ho(V)=0. 空 间 U 有 
两 个 道路 连通 分 支 U, 和 U, ,其 中 一 分 支 同 有 私 于 一 个 开 区 间 , 另 
一 个 分 支 同 胚 于 一 个 半 开 区 间 . 因此 
FT 兰 五 (DG DIDU2) = 0. 

群 万 ,(U) 是 无 限 循环 的 而 且 是 由 0 维 链 o -pp 生成 的 ,其 中 ,p= 
[0 E Ge (1, 才 )E U. 空间 UNV 由 两 个 不 相交 的 线 
段 组 成 ,因而 厅 ,(U 人间 V) 也 是 无 限 循 环 的 并 且 是 由 g -pp 生成 
的 .由 此 可 知 i, 是 一 个 同 构 ,从 而 日 (X)=0. 于 是 上 同调 移 万 有 
系数 定理 蕴涵 着 H' (XX) = 0. (人们 也 可 以 选择 利用 上 同调 中 的 
Mayer-Vietoris 序列 证 明 这 个 事实 . ) 

第 二 步 ” 现 在 让 我 们 来 计算 X 的 Cech 上 同调 .我 们 把 X 表 
示 成 多 面体 的 交 如 下 :对 于 每 个 n, 令 C, 是 图 73.2 中 所 画 出 的 闭 
完 形 区 域 . 令 也 =XUC, ,那么 卫 , 是 多 面体 .由 上 面 的 定理 ， 


图 73.2 
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JS 
由 于 了 ,是 具有 圆周 的 伦 型 的 空间 ,因而 于 (D, ) 兰 2Z. 而且 容易 看 
出 D,+1 是 D, 的 变形 收缩 核 ,从 而 包含 映射 i 诱导 一 个 同 构 


站 二 
由 此 可 知 Hi(X) 衬 Z. 区 
我 们 仅仅 是 简略 地 论 及 到 Cech 上 同调 这 个 主题 .为 了 全 面 展 
开 对 这 个 问题 的 论述 ,我们 就 需要 定义 由 连续 映射 诱导 的 同 态 (这 
是 容易 的 ) ,把 定义 扩展 到 偶 (X, A ) 的 上 同调 ,并 且 验 证 Eilen- 
berg-Steenrod 公理 (这 需要 做 若干 工作 ). 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 
文献 [E-S] 的 第 九 章 和 第 十 章 . 


习 十 


1. 检验 例 4 的 细节 . 
2. 系统 
i 7 >» i FT 
的 方向 极限 是 一 个 熟悉 的 群 , 它 是 什么 群 ? 
3. 验证 在 定义 Cech 上 同调 时 所 使 用 的 群 和 同 态 的 系统 是 一 个 有 向 系 . 
4. 证 明 在 定理 73.4 的 证 明 中 所 引用 的 扩展 的 Lebesque 数 引 理 . 
5. 令 和 表示 实心 环 面 下 Xx S' ,并 且 令 f:X 一 XX 是 图 73.3 中 所 示 的 报 
人 上 映射 . 令 Xo=X, 令 XI = (Xo), 一 般 地 令 Xi = (XX,). 令 S= 们 XX,. 
空间 S 常 被 称 为 螺 线 管 . 
(a) 描述 空间 X，,. 
(b) 计算 HH'(S). 
6. 给 证 空间 X, 令 是 XX 的 紧 子 空间 族 ,并 且 通 过 当 CCD 时 令 C< 
DD 来 定向 .证 明和 名 是 一 个 有 向 集 .用 下 列 规 则 定义 一 个 有 同系 ; 
fre = (Gs 
foes = i, :1H.(C) ~— H(D), 
其 中 i 是 包含 映射 , 刀 表示 奇异 同调 .证 明 
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H:(X) lmH(C). 
(这 恰好 是 奇异 同调 的 紧 支 集 性 质 的 另 一 种 表达 方式 .) 


$74 Alexander-Pontryagin 对 偶 


现在 我 们 来 证 明 Alexander 对 偶 定 理 的 一 种 广义 形式 , 它 可 
适用 于 S” 的 任意 财 子 空间 , 而 不 仅仅 是 适用 于 S” 中 的 多 面体 ， 
作为 一 个 应 用 ,我 们 导出 Jordan 曲线 定理 的 一 种 比 迄今 为 止 我 们 
所 见 到 的 任何 一 种 都 更 加 广泛 的 形式 . 

定理 74.1{Alexander-Pontryagin 对 偶 ) 令 和 是 9 的 闭 的 
非 空 真子 集 . 那么 

H(A) BS" - A). 
(Cech 上 同调 ) 。” (奇异 同调 ) 

证 明 ”选取 S” 的 一 种 充分 细 的 谢 分 ,使 得 不 是 X 的 每 一 个 
单 形 都 与 4 相交 .考虑 X 的 逐次 加 细 的 重 分 序列 sdX ,sd 和 

令 A, 表示 由 那些 与 A 相交 的 单 形 连同 它们 的 面 组 成 的 
sd”X 的 子 复 形 .那么 | A,, | 是 X 中 的 一 个 非 空 正 多 面体 ,并 且 对 
所 有 和 ,|A CIA | .和 而且 A 是 各 集合 | A， | 的 交 . 

Alexander 对 偶 定 理 为 我 们 给 出 了 一 个 同 构 

C H(A. :G)— Se (XA,;G). 
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由 于 这 个 同 构 关 于 包含 瑞 射 是 目 然 的 ,所 以 它 诱 导 方 问 极 跟 的 一 
个 同 构 
a:limH (A,;G) ~ limH, ,1(X — A, ;GG). 


由 定理 73.4, 左 边 的 群 同 构 于 约 化 的 Cech 上 同调 群 五 (A;G). 
我 们 若 能 证 明 右 边 的 群 同 构 于 奇异 同调 群 日 ,_,_1(X -A;G), 那 
么 定理 就 被 证 明了 . 

考虑 由 包含 映射 诱导 的 各 个 同 态 

Hi(X-A,.)— H,,(X—A). 
它们 诱导 方向 极限 的 同 态 
limH,_ ,1(X — A.) 一 HF, ;1(X J 

这 个 同 态 是 一 个 辣 构 的 事实 可 从 奇异 同调 的 紧 支 集 性 质 得 出 :每 
一 个 奇异 单 形 T:A, 一 X 一 A 在 一 个 紧 集 中 ,因而 在 各 开 集 XX ~ 
A 之 一 中 .从 而 XX 一 A 的 每 一 个 奇异 闭 链 都 被 某 个 XX 一 A 球 
载 . 而且, 两 个 这 种 奇异 闭 链 之 间 的 任何 同调 均 可 对 于 某 个 p 由 
X 一 A; ,承载 . |] 

系 74.2 令 n 记 1. 令 MM 是 可 判 分 的 n 一 1 维和 连通 紧 流 形 . 设 
有 :MM->S”" 是 一 个 谋 入 .那么 M 是 可 定向 的 而 且 S" 一 h(M) 恰 好 
有 两 个 道路 连通 分 支 ,h(IM) 是 它们 的 公共 边界 . 

证 明 由 Alexander 对 偶 , 我 们 知道 H* '(M) 实 Ho(S” 一 有 
(MD)) .因为 M 是 可 前 分 的 ,所 以 它 的 Cech 上 同调 群 和 单纯 上 同 
调 群 是 同 构 的 .假若 M 是 不 可 定向 的 ,那么 我 们 应 该 有 HH ”(M) 
兰 Z/2 ,虽然 群 日,(S" -hh(M)) 是 自由 Abel 群 . 所 以 我 们 断定 M 
是 可 定向 的 .因此 开怀 (M) 衬 Z. 而且 S 一 h(M) 恰 好 有 两 个 道 
路 连通 分 支 UU 和 V. 

证 明 ACM) 是 U 和 Y 的 公共 边界 完全 像 在 Jordan 曲线 定理 
的 证 明 ( $ 36) 中 那样 进行 . 我们 所 需要 的 全 部 只 是 这 样 一 个 事实 : 
如 果 我 们 从 M 中 去 掉 一 个 小 的 一 1 维 开 单 形 ; 的 内 部 ,那么 及 
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(M 一 Ints ) 就 不 能 把 S" 分 离开 .而 这 又 可 从 下 述 事实 得 出 : ( 令 
Mo =POM-Ints)) 我 们 有 
百 ,(S"” - Mo) HTI(M) HI(M)= 0. 口 


习 题 


i. 令 久 是 拓扑 学 家 的 封闭 正弦 曲线 .如 果 了 :XX 一 S" 是 一 个 民 人 ,那么 
请 计算 二 (SS" -A(X)). 

2. 证 明 ; 春 以 可 异 上 同调 代 蔡 Cech 上 同调 ,那么 Alexander-Pontryagin 
对 侦 性 不 成 立 ， 

3. 证 明 不 论 是 Klein 瓶 还 是 射影 平面 都 不 能 被 虚 人 到 R 中 ;但 是 它们 
能 够 欢 人 到 R' 中 . [提示 :如 果 我 们 从 P 中 去 掉 一 个 井 圆 盘 , 那 么 剩 下 的 是 
一 个 Mabius 种 . |] 

4. 令 A 和 B 是 5S" 中 的 闭 集 . 证 明 如 果 有 AAsB, 那 么 对 所 有 i， 

H{(S” A) H.(S" -— B). 


C7 


图 74.1 


[请 注意 :不 能 由 此 而 得 出 衬 -A 和 S 一 也 自身 同 胚 .图 74.1 画 出 了 一 个 
从 S 到 S 的 诗人 , 称 为 " 锁 颖 结 ”. 它 的 余 集 C 不 同 胚 于 S 在 S 中 的 标准 
艇 人 的 余 集 DD, 因 为 虽然 C 和 DD 的 同调 群 是 同 构 的 ,但 是 它们 的 基本 群 却 是 
不 同 的 .参看 文献 HC-Fj ,第 六 章 . | 
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(中 文 按 汉语 拼音 字母 排序 , 含 外 文 的 词汇 按 字母 排序 ) 


A XB, 见 找 积 
AC9B, 见 张 量 积 
Alexander 对 侦 , Alexander duality， 
球 的 一 ,for ball, $71 
一 的 自然 形式 ,natural version, 3 72 
球面 的 一 ,for sphere, 371 
Alexander-Pontryagin 对 和 偶 ,Alexander- 
Pontryagin duality $74 
Aiexander 忠实 球面 ,Alexander horned 
sphere, $ 36 
AQC9r B, 见 张 量 积 , 模 
迁 小 的 ,csmall, 3 31 
闭 包 有 限 性 ,closure-finiteness, 3 38 
保持 对 径 点 的 , antipode-preserving， 
S68 
保持 增 广 的 鼎 射 , augmentation-pre- 
serving map, $ 13 
Bd, 见 边 绎 
不 动 点 定理 , fixed-point theorem， 
Brouwer 一 ,Brouwer, § 21 
复 射 形 空间 的 一 ,for complex pro- 
jective space, $ 68 
零 调 空间 的 一 ,fcr acyclie space， 
$ 22 
Lelschetz~ , Lefschetz, § 22 
球 有 的 一 ,for ball, $21 


球面 的 一 ,for sphere, $3 21 
出 形 平 面 的 一 ,for proiective 
plane, $ 21 
不 变 因 子 ,invariant factor, $4( 详 注 ， 
新 版 已 删 去 ) 
笔 伯 昌 ,dunece cap. 36 
闭 对 偶 块 ,closed dual block, § 64 
Betti 数 ,Betti number, $4, $6.1 
柏拉图 立体 ,Platonic solids, $ 22 
B" , 见 球 ,ball， 
饱和 的 ,Saturated $20 
狗 和 各 性 ,Saturation, $ 37 
Bockstein 同 态 ,Bockstein, $24, § 69 
胞 膛 , cell, $ 36 
开 一 ,open, § 38 
腹腔 链 复 形 , cellular chain complex， 
§ 39 
Borsuk- Ulam 定理 ,Borsuk_Ulam theo- 
rem, 人 68. 
Brouwer 不 动 点 定理 , Brouwer fixed- 
point theorem, § 21 
Brouwer-Mazur 定理, Brouwer-Mazur 
theorem, 人 36 
边缘 同 态 ,boundary homomorphism， 
心理 的 一 ,from axioms, 3 26 
链 复 形 中 的 一 ,in chain complex， 


i 


号 24 
单纯 一 ,simplicial, 8 23 
奇异 一 ,singular, $ 30 
边缘 算 子 ,boundary operator， 
CW 复 形 中 的 一 ,in CW complex,， 
§ 39 
单纯 一 ,simplicial, $5. $9 
市 系数 的 一 ,with eoefficients, $ 51 
链 复 形 中 的 一 ,in chain complex， 
§ 13 
痛 异 一 ,singular, S$ 29 
有 序 理论 中 的 一 ,in ordered theo- 
ry, $ 13 
张 量 积 中 的 一 ,in tensor product， 
§ 57 
半球 面 ,hemisphere, 3 1 
边缘 ,boundary， 
集合 的 一 ,of set S$35 
单 形 的 一 ,of simplex, $1 
流 形 的 一 ,of manifold, § 35 
链 群 中 的 一 , boundaries, in chain 
group, 》5 
B, , 见 边 缘 
Br , 见 上 边缘 
兴 3| 理 ,braid lemma, $26 
陆 星 形 ,closed star， 
顶点 的 一 ,of vertex $2， 
单 形 的 一 ,of simplex, 3 62 
子 复 形 的 一 ,of subcomplex, $72 
闭 上 映射 ,closed map, $ 20 
变形 收缩 ，deformation retraction， 
$19 
变形 收缩 核 ,defcormation retract, $19 
” 3538 。 


标准 单 形 ,standard simplex, $ 29 
不 可 定 则 的 ,non-orientabe, 见 可 定向 
的 
和 量 分 ,subdivision, 9 15 
重心 一 ,barycentric, $ 15 
广义 重心 一 ,generalized barycen- 
tric, $16 
诱 虹 一 ,induced, 8 15 
星 形 化 一 ,by starring, 》 15 
C, S44 
@, 见 链 复 形 
C 见 范 畴 
重 分 算 子 subdivision operator, $ 17 
重心 的 ,barycentric, $ 17 
CIE, $57 
Ca 上 同调 ， 人 cohomolopgy, 与 73 
单纯 的 一 ,vs. simplicial, $73 
奇异 的 一 ,vs. singular, $73 
€ COG, $51 
(KK,Ke) 
cok Ff. $4 
丰 各 ,cross Product， 
上 链 叉 积 ,of cochains, $ 61 
上 同调 中 的 一 ,in cohomology, $ 60 
与 上 积 ,vs.cup product, $61 
同调 中 的 一 ,in homology，§ 58， 
$ 59 
C, , 见 链 群 
C0 , 见 上 链 群 
CP ,CP , 见 复 射影 空间 
超 同 调 ,extraordinary homology, $ 26 
长 正 合 序列 ,long exact sequence, 8 23 
又 更 正 合 序列 ， 


S$ 13 


抽象 单纯 复 形 ,abstract simplicial 
complex, $3 
六 载 carried by 
零 调 承载 子 ,acyclic carrier, $ 13 
由 复 形 一 ”complex, $5 
由 空间 一 ,space, 830 
CW 复 形 ,CW camplex, § 38 
上 同调 ,cohomology, 8 47 
抽象 复 形 ,complex, abstract, § 3 
同调 ,homology, § 39, § 51 
正规 性 ， normality, § 38 
古训 分 的 一 ， triangulable, $§ 38 
单 形 simplex, $1 
抽象 一 ,abstract, 83 
一 的 同调 ， homology of, $8，8 13, 
$ 29 
定向 一 ,oriented, $5 
奇异 一 ,singular, 8 29 
有 序 一 ,ordered, 9 13 
线性 奇异 一 ,linear singular, § 29 
单 形 的 边缘 ,simplex boundary, § 1 
一 同调 ,homology,，S8 
单纯 通 近 , simplicial approximation., 
§ 14 


单纯 台 近 定理 , simplicial approxima. 


tion theorem, 
有 限 一 ,finite, § 16 
一 般 一 ,general, 8 16 
单纯 链 复 形 ,simplicial chain complex 
定 问 一 ;oriented, § 13 
有 序 一 ,ordered, 8 13 
单纯 上 同调 ,simplicial cohornology，, 
§ 42 


对 Cech 上 同调 ,vs. Cech, § 73 
对 奇异 上 同调 ,vs. singular, § 44 
单 形 的 直径 , diameter of a simplex, 

S15 
单纯 复 形 ,simplicial complex, 全 2 
抽象 ,abstract ,83 
紧 性 COMPAactrniess,. § 2 
Hausdorff 条 件 ，Hausdorff condi- 
tion, $2 
局 部 紧 性 ,local oompactness, S$ 2 
可 度量 性 ,metrizability, $2 
正规 性 ,normality, $2 
单纯 同 有 ,simplicial homeomorphism, 
$2 
单纯 映射 ,simplicial map, $2 
单纯 同调 , simplicial homology，$ 5， 
39, $10, $51, 也 可 见 同调 群 . 
对 奇异 同调 , ys. singular,§ 34， 
§ 51 
定义 域 的 对 象 ,domain obiect, § 28 
定向 , Orientation, 
胞 腔 的 一 ,of cell, § 39 
单 形 的 一 ,of simplex, $5 
定 辣 类 ,orientation class,，8 67 
相对 一 , relative, § 70 
定向 闭 链 ，orientation cycle, $65, 
$ 70 
定 问 胞 腔 ,oriented cell,.§ 39 
定向 单 形 ,oriented simplex, 85 
多 面体 ,Polyhedron, 82 
单位 球 ,unit ball, §1 
单位 球面 ,unit sphere, 8 1 
单位 元 ,unity element, § 48 
. 559 ， 


多 线性 的 ,multilinear>S 50 对 偶 块 ,dual block, $64 
顶点 标记 ,labelling of vertices, $3 对 偶 块 分 解 , dual block decomposi- 


顶 扩 ,vertex， tion, $ 64 
单 形 的 一 ,of simplex, $31 对 偶 链 复 形 ,dual chain complex, 3 64 
滥 形 的 一 ,of complex, $2 对 偶 同 态 ,dual homomorphism, $$ 41 
抽象 复 形 的 -- ,of abstract cormnplex, 对 偶 配 对 ,qual pairing， S 68 
S 3 对 侦 骨 架 ,dual skeleton, 3 64 
锥 的 一 ,of cone, 38 对 偶 向 量 空 间 ， dual vector space， 
顶点 格式 ,vertex scheme, 3 $28, 8 53 
带 边 流 形 , manifold with bounderary， As , 见 标准 单 形 
3 35 B(X), 
一 的 对 偶 定 理 , duality theorem.， 胞 腔 链 复 形 ,cellular chain complex， 
§ 70 § 39 
对 径 辆 射 ,antipodal map, 3 21 对 偶 链 复 形 , dual chain complex,， 
度 ,degree, $21, $22, 331 $ 64 
对 角 映 射 , diagonal map, 3 61 短 正 合 序列 ,short exact sequence， 
度 ,degree， 8$ 23 
空间 的 一 ,for spaces, 全 45 链 复 形 的 一 ,of chain complex， S24 
流 形 的 一 ,for manifold, $67 Filenberg-Steenrod 公理 ，Filenberg- 
球面 的 一 ,for sphere, $21 Steenrod axioms, 
独立 的 ,independent, 3 1 单纯 上 同调 ,simplicial cohomology， 
对 面 ,opposite face, 1 S 44 
夏 型 自由 分 解 , canonical free resolu- 单纯 同调 ,simnplicial homology， $27 
tion, § 45, § 52 奇异 上 同调 ,singular cohomology， 
代数 ,algebra, 3 48 $44 
代数 重 分 定理 , algebra subdivision 奇异 同调 ,singular homology, $30 
theorem, 8 17 上 同调 ,cohomology, 3 44 
代数 映射 柱 , algebra mapping cylin- 同调 ,homology 26 
der, § 45 ”Filenberg_Zilber 链 等 价 , Eilenberg-Zil- 
9, 见 边 绿 算 子 ber chain equivalence, $ 59 
3,, 见 边缘 同 入 Filenberg-Zilber 定理 , Eilenberg-Zilber 
3, 见 上 边缘 算 子 . theorem, § 59 
38”, 见 上 边 绿 同 态 E ,$2 
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PR 
Euclid 空间 ,Fuclidean space, 8 2， 
半空 间 ,half-space, 3$ 35 
”Euler 数 ,Euler number, § 22, § 65 
Ext(A,B), § 52 
计算 规则 ,rules for computing, $ 54 
Ext(y,8), $52 
了 , 见 对 侦 同 构 
f# ; 见 请 导 和 链 映 射 
了 , 见 诱导 上 链 上 映射 
了 , , 见 诱 导 同 调 同 态 
了 , 见 诱导 上 同调 同 态 
fC9g, 见 同 态 的 张 量 积 
范 数 ,norm, $1 
仿 射 变换 ,affine trans{formation, $1 
肥 人 交换 性 , anti commutativity，$ 48， 
$ 61 
范畴 ,category,$28 
范畴 中 的 道 , inverse, in a category， 
$28 
注 畴 的 对 得 ,objects,of category $28 
反 变 了 前 于 ,contravariant functor, $$ 28 
反射 映射 ,reflection map, $21 
度 ,degree, $21, 8 31 
范畴 中 的 等 价 ,equivalenee,in catego- 
ry, 3§ 28 
分 离 ,separates, 8 36 
封闭 的 拓扑 学 家 的 正弦 曲线 ,closed 
topologist’s sine cuve, $ 33 
一 的 上 同调 cohomology, 8 73 
方 回 极限 ,direct linnit， 
群 的 一 ,of groups, 3 73 
同 态 的 一 ,of homomorphisms, $73 


分 型 正 合 序列 , split exact sequence， 
$ 23 
复 射 影 空 间 ,complex projective space， 
§ 40 
一 的 上 同调 ,cohormology，$ 68 
方 各 极限 限 论 证 , direct limit argu- 
ment, $ 34 
复 盖 维 数 ,covering dimension, 8 15 
复 形 的 一 ,of complex; $16, 8 19 
非 侍 链 复 形 ,non-negative chain com- 
plex， 人 13 
yx 人, 见 同 态 的 挠 积 ， 
广义 Euclid 室 间 ,generalized euclidean 
space, $2 
广义 重心 重 分 ,generalized barycentric 
subdivision, $ 16 
广 群 ,groupoid, $ 28 
共 变 晃 子 , covariant functor, $ 28 
共 尾 的 ,cofinal, $73 
骨 深 ,skeleton, 对 倡 一 ,dual, $64, 复 
形 的 一 ,of complex, 2 
CW 复 形 的 一 ,of CW complex， 
3 38 
核 ,kernel, § 4 
环 , ring, $ 48 
带 算 子 的 一 ,with operators, 8 48 
环 面 ,torus, 33 
一 的 胞 用 链 复 形 , celular chain 
complex $39 
一 的 同调 , homology, $6, $10， 
$ 39 
一 的 上 同调 ,cohomology, $ 47 
一 的 上 同调 环 , cohomology ring， 
， 561 ， 


49,$61,$68 
环绕 数 ,linking number, $ 72 
五”, 见 上 同调 环 
火腿 三 明治 定理 ,ham sandwich theo- 
rem, $ 68 
Hom(A,B), $41 
计算 规则 ,rules for computing, § 54 
Hom(a, 1), $41 
Hom(#,G), 3 60 
Homa (A.,B), $41 
Hopf 迹 定理， Hopf trace theorem,， 
$ 22 
已 , 见 同 调 群 
五 ”, 见 无 穷 链 上 的 同调 和 群 
后 ,, 见 约 化 同调 群 
Hr 见 上 同调 群 
HF? , 见 约 化 上 同调 群 
Ht ” 见 有 紧 支 集 的 上 同调 群 
HH? 见 Cech 上 同调 群 
恒 等 晤 射 ,identity map， 
范 贿 的 一 ,of category, 3 28 
空间 的 一 ,of spaces, 3 19 
恒 等 态 射 ,identity morphism , 3 28 
立 于，Functor,， 共计 的 ，covariant， 
3$28， 反 变 的 ，contravariant， 
$ 28, 遗忘 的 , forgetful，$ 28, 自 
由 的 ,free, 3 32, 零 调 的 ,acyclic， 
$32, 性 质 ，properties，$ 12， 
S18 
I,S3 
im f,§4 
ix ; 见 空间 的 异 等 映射 
加 细 ,refine, $ 15 ,refinement, $73 
» S62 * 


基 , Abel 群 的 一 ,Basis, for abelean 
group, $4 
基本 链 ,elementary chain, $ 5 
基本 上 链 ,elementary cochain, $ 42 
基本 闭 链 ,fundamental cycle, 3 39 
基本 定理 ,fundamental theorem,， 
代数 一 ,of algebra, 3 21 
有 限 生 成 Abel 群 的 一 ,of finitely gen- 
erated abelian groups, $4 
交 积 ,intersection product, 兮 69 
几何 实现 ,geometric realization, 有 3 
几何 独立 , geometrically independent， 
Sl 
于 ,trace, $ 22 
积 空间 ,product space， 
一 的 同调 ,homology, 8 58, 8 59 
一 的 上 同调 ,cohomology, 8 60 
一 的 上 同调 环 , cohomology ring， 
S61 
一 的 三 角 剂 分 ,triangulation，$ 19， 
§ 38, $57 
积 邻 域 ,product neighborhood, 8 70 
极 小 承载 子 , minimal carrier, $§ 30， 
$51 
紧 偶 , compact pair, $ 26 
紧 集 ,compact set， 
复 形 中 的 一 ,in complex, $2 
CW 复 形 中 的 一 ,in CW cormplex， 
§ 38 
紧 生 成 的 ,compactly generated, $ 37 
紧 支 集 公理 , compact support axianm， 
§ 26 
Jordan 曲线 定理 , Jordan cuve theo- 


rem, $ 36 
多 面体 的 一 ,polyhedral, § 71 
S" 中 的 MI 的 一 for RM in 
S" ,74 
局 部 同 阅 群 , local homology groups,， 
$ 35 
球 中 的 一 ,in ball, 35 
半空 间 的 一 ,in half-space, $35 
复 形 中 的 一 , $ 35 
流 形 上 的 一 ,35 
局 部 有 限 复 形 ,Icecally finite complex， 
$2 
阶 ( 群 的 ) ,order,of group ,全 4 
矩阵 ( 同 态 的 ), matrix, of homomor- 
phism, $§ 11 
Kk, 见 , Kronecker 肌 射 
[六 | , 见 可 前 空间 
ker f,34 
Kx 工 , 见 复 形 的 连接 
Klein 瓶 ,Klein bottle, 》 3 
一 的 胞 腔 链 复 形 , cellular chain 
complex, $ 39 
一 的 同调 , homology，36，3 10， 
8 39 
一 的 上 同调 ,cohomology, 3 47 
一 的 上 同调 环 , cohomology nmng， 
S49 
K'?* , 见 复 形 的 骨架 
Kronecker 指 标 ，Kronecker index， 
$45 
Kronecker 映射 ,Kronecker map, 3 45 
Kiinneth 定理 {同调 的 ), Kiinneth the- 
orcm( homology) 


链 复 形 的 ,chain complexes, 3 58 
域 系 数 的 ,field coefficients, $ 65 
空间 的 , spaces, $59, 空 间 偶 的 ， 
pairs of spaces, 人 58, 》 59 
(ZZ, 上) 系数 的 , (ZG) coefficients， 
$ 58 
Kiinneth 定理 (对 上 同调 的 ),Kiinneth 
theorem( cohomology) 
链 复 形 的 ,chain complexes, 3 860 
带 域 系 数 的 ,field coefficients, $ 60 
空间 的 ,spaces, 》 60 
块 ,block, 3 64 
块 分 解 ,block de composition, 3 64 
卡 积 ,cap product， 
单纯 的 ,simplicial, SS 66 
奇异 的 ,singular, $ 66 
相对 的 ,relative, 3 66 
开 单 形 ,open simplex,》1 
开 庙 射 ,open map, $ 20 
开 胞 腔 ,open cell, $ 38 
可 前 空间 ,polytope, 32 
可 三 角 谢 分 的 空间 ，triangulable 
space, § 27 
可 剂 分 的 CW 复 形 ,triangulable CW 
complex, § 38 
可 定向 的 ,orientable 
一 擅 流 形 ,pseudo manifold, $43 
一 同调 流 形 , homelogy manitold， 
65 
一 相对 同调 流 形 ,relative homology 
manifold, $§ 70 
可 缩 的 ,contractible, $ 19 
可 除 的 ,divisible, $ 41 
.563 : 


插 号 运算 ,bracket operation， 
单纯 的 ,simplicial, 3 8 
奇异 的 ,singular, $ 29 
Lebesgue 数 , Lebesgue number，$ 16 ， 
3 73 
Lefschetz 对 偶 ,Lefschetz duality, 全 70 
一 的 自然 形式 .natural version， 
$72 
Lefsehetz 不 动 上 定理，Lefschetz 
fixed-point theorem, § 22 
er pe 
Lks, 9 62 
Lkv, $2 
La, 天) 由 透镜 空间 
(wo,… ,vs ), 见 线性 奇异 单 形 
连通 和 ,connected sum, $6, 861 
连接 的 ,contiguous, 3 12 
连接 ,join， 
复 形 的 一 ,of complexes, 3 62 
空间 的 一 ,of spaces, 3 62 
流 形 ,manifold, § 35, 又 见 同 调 流 形 
链 环 ,jink， 
顶点 的 ,of vertex 人 2 
单 形 的 ,of simplex, § 62 
链 等 价 ,chain equivalence, 今 13 
链 复 形 ,chain complex, 9 11, 3 13 
链 同 伦 ,chain homotopy, 3 12, $9 13 
链 同 伦 六 ,chaimn-hormotopy inverse， 
3 13 
链 群 ,chain group 
基于 无 穷 链 的 , based cn infinite 
chains, $5 
胸腔 一 ,cellular, $ 39 
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带 任 意 系 数 的 ,with coefficients， 
3 10, $31 
单纯 定 问 的 , oriented simplicial, 
$85.89 
单纯 有 序 的 ,ordered simplicial, $ 13 
奇异 一 ,singular, $29 
链 上 映射 ,chain map, 8 13, 又 见 诱 导 链 
映射 
类 ,class, § 28 
夫 调 复 形 ,acyclic complex, 38 
零 调 尔 子 ,acyclic functor, $32 
零 调 空间 ,acyclic space, 和 29 
零 调 链 复 形 ,acyclic chain complex, 13 
夫 调 承载 子 ,acyclic carrier, $13 
零 调 承载 子 定 理 ,acyclic carrier theo- 
rem, $ 13 
堆 调 模 定 理 , acyclic model theorem， 
S 32 
滤 过 ”fitration, 8 39 
螺 线 管 ,solenoid, 3 73 
伦 型 ,homeotopy type, 8 19 
MaverVietoris 序 列 ，Mayer-Vietoris 
sequence, 
单纯 的 ,simplicial, $ 25 
奇异 的 ,singular, $ 33 
相对 的 ,relative, $ 25, $33 
八 理 的 ,from axioms, 3 26 
M#N, S61 
Mebius 带 , Mibius band, $3 
一 的 同调 ,homology, $ 23 
一 的 上 同调 ,cohomology, $3 43 
模 ,module, 3 48 
模 对 象 ,models, $ 32 


面 ,face， 
单 形 的 一 ,of simplex, $31 
抽象 单 形 的 一 ,of abstract simplex， 
$3 
真一 ,proper, 831 
满 子 复 形 ,full subcomplex, $3, $70 
NI(Cw), 见 神经 
烙 着 空间 ,adjunction space, 37 
凝 谷 并 ,coherent union, 3 20 
凝聚 拓扑 ,coherent topolcgy, $2 
存在 性 ,existence, 3 37 
正规 性 ,normality, $3 37 
挠 程 ,torsion product, $54 
计算 规则 , rules for computing, 3 34 
挠 系数 ,torsion coefficients, $4, 36 
挠 子 群 ,torsion subgroup, $34 
粘 合 映射 ,pasting map, 3 3 
肉 直 和 ,internal direct surm, 3 4 
内 部 ,interior, 单 形 的 一 , $1, 拓扑 空 
间 中 的 ,in topolcgical space, 3 35 
带 边 流 形 的 一, of manifold with 
boundary, $ 35 
内 射 分 解 ,injective resolution, § 52 
平面 ,plane,S1 
带 有 两 个 原点 的 一 ,with two ori- 
gins, § 20 
平凡 环 ,trivial ring, $$ 49 
P,P”, 见 射影 空间 
Ponicaré 对 偶 ,Poincare duality 
第 一 种 形式 ,first version, $ 65 
第 二 种 形式 ,second version, $ 67 
非 紧 的 情形 ,non-compaet case, 3 65 
Poincaré-Lefschetz 对 侦 , Poincare Lef- 


schetz duality, § 70 
PP , 见 射 影 平面 
P xP 的 上 同调 环 , P x P ,eo- 
homology ring, § 61 
Pr#P,$6 
一 的 同调 ,homology, 36 
上 同调 环 ,cohomclogy ring, 全 49 
配 边 理论 ,cobordism theory, 3 70 
Q,34 
球 ,bail, $1 
一 的 同调 ,homology, 3 31 
上 同调 ,cohomology, $47 
作为 流 形 ,as manifold, § 35 
球面 ,sphere, 3 1 
一 的 同调 , hbomology，3 8，3$ 31， 
$ 39 
上 同调 ,cohomology, 3 47 
作为 流 形 ,as manifold, § 35 
作为 CW 复 形 ,as CW complex， 
$39 
一 三 角 剖 分 , triangulation, $21， 
§ 40 
奇异 单 形 ,singular simplex, $ 29 
奇异 链 复 形 , singular chain complex， 
$ 29 
从 小 的 一 ,ssmall, 3 31 
偶 的 一 ,of a pair, § 33 
奇异 链 群 ,singujar chain group, 3 29 
人 小 的 ,ssmall, 31 
相对 的 ,relative, $ 30 
奇异 同调 , singular homology，$ 29， 
§ 30, 8 51, 义 见 同调 群 
对 单纯 同调 , vs. simplicisal，3 34， 
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$51 
奇异 上 同调 ,singular cohomology， 
$ 44, 又 见 上 同调 群 
对 单纯 上 同调 ,vs. simplicial, 8 44 
对 Ca 上 同调 ,vs. Crea SS 73 
切除 对 ,excisive couple, 3 26, 8 33 
切除 公理 ,excision axiom 
同调 的 ,homology, $ 26 
上 同调 的 ,cohomology, $ 44 
切 向 量 场 , tangent vector tield, 人 21 ， 
$22 
模 形 ,wedge, $6,349 
齐 性 空间 ,homogeneous space, $ 35 
群 的 和 ,sum of groups, $4 
区 域 不 变性 , invariance of domain， 
$ 36 
R ,$2 
R ,$29 
容许 空间 类 ,admissible class of space， 
S26 
弱 边 缘 , weak boundaries, $ 11, § 22 


、 弱 拓 扑 ,weak topology, § 38 


二 进 制 有 理 数 ,dyadic rationals, 3 73 

Os, 
单 形 ,simplex, 31 
定向 单 形 ,oriented simplex, $5 
基本 链 ,elernentary chain, 号 与 

o” 基本 上 闭 链 ,elementary cochain， 

8 42 

% 见 奇异 链 复 形 

47”, 见 奇异 链 复 形 , 史 小 的 

sdK , 见 重心 重 分 

sd( KiKo), 见 保持 固定 与 复 形 的 重 

"S66 : 


心 重 分 
sdo, 见 重心 重 分 算 子 ,单纯 的 
sdX , 见 重 心 重 分 算 子 ,奇异 的 
S" , 见 球 面 
S(K), 见 复 形 的 双 骨 锥 
SCX), 见 空间 的 双 角 锥 
号 区 - 司 3 
一 的 同调 ,homology, 3 58 
一 的 上 同调 环 , cohomology ring， 
$61 
SIVSIVS ,$49 
S, , 见 奇 异 链 群 
S> , 见 奇异 链 群 , 改 小 的 
5 <g, 针 15, 又 见 真 面 
5s#E, S02 


> ,Ga , 见 群 的 和 


人 Xea, 见 折 扑 和 
三 角 剖 分 ,triangulation, 3 21 
球面 的 ,of sphere, $21, 8 40 
正则 胸腔 复 形 的 , of regular cell 
complex, $ 38 
射影 空间 的 ,of projetive space, 3 40 
复 射 影 空间 的 ,of complex projec- 
tive space, § 68 
CW 复 形 的 ,of CW complex, 3 38 
透镜 空间 的 ,of lens space, 8 40 
流 形 的 ,of manifold, $ 35 
积 空间 的 ,of product space, $ 19 
Schoentlies 定理 , Schoenflies theorem,， 
9 36 
Steenrod 五 项 引 理 ,Steenrod five-lem- 
ma, § 24 


上 半球 面 ,upper hemispere, $1 
上 半 连 续 分 解 , upper sernicontinuous 
decomposition, § 37 
上 积 cup product, 单纯 的 ,sinplicial， 
$ 49 
奇异 的 ,singular, 48 ,相对 的 ,rel- 
ative, 与 48 
带 任 意 系 数 的 , with coefficients， 
S48 
相对 于 又 积 ,vs.eross product, 3 61 
反 奖 换 性 ,anticommutativity，S 48， 
S6] 
上 界 upper bound, $73 
上 边缘 ,coboundaries， 
单纯 一 ,simplicial, $ 42 
链 复 形 中 的 ,in chain complex, 844 
上 边缘 同 态 , coboundary homomor- 
phism, $ 43, 和 44 
上 边 毕 算 子 , coboundary operator， 
§ 42, § 44 
上 链 复 形 ,cochain complex, 9 44 
上 链 群 ,cochain group 
单纯 的 ,simpjlicial，$8 42 
链 复 形 的 ,of chain complex，S 44 
具有 紧 支 集 的 , with compact sup- 
port, $ 44 
上 链 同 伦 ,cochain homotopy, 3 44 
上 上 链 映 射 ,cochain map, $ 43, 3 44 
上 闭 链 群 ,cocycle group， 
单纯 的 ,simplicial, 3 42 
链 复 形 中 的 ,im chain complex, $8 44 
上 同调 群 ,cohomology groups， 
单纯 的 ,simplicial, $ 42 


奇异 的 ,singujar, $44 
零 维 的 ，zero-dimensional，S 42， 
§ 44 
纠 化 有 的 ,reduced ,42 8344 
链 复 形 的 ,of chain complex, $ 44 
Cech~ , Cech, § 73 
带 紧 支 集 的 ,with compact support， 
F444, $65 
一 的 公理 ,axioms for, SS 44 
上 网 调 中 的 切除 ,excision in cohomol- 
CSB7 ， 
单纯 的 ,simplicial, § 44 
奇异 的 ,singular, 9 44 
上 同 油 ,cohomology of 
球 的 ,ball, § 47 
拖 扑 学 家 的 封 财 正弦 曲线 的 ， 
closed topolopist’'s sine cure, 人 73 
CW 复 形 的 ,CW complex, 47 
同调 流 形 的 , homology maniiold， 
8$ 65 
Klein 瓶 的 ,Klein bottle, $§ 47 
Mabius 带 的 ,Mabius band, § 43 
ne 边 形 的 ,nn-gon, 3$ 42 
积 空 间 的 ,product space, $50 
堵 影 平面 的 ,projective plane, $$ 47 
伪 流 形 的 ,pseudo manifold, $43 
相对 同调 流 形 的 ,relative homology 
manifold, $§ 70 
球面 的 , sphere, 3 47 
正方 形 的 ,square, 3 43 
环 面 的 ,torus, $ 47 
上 了 辣 调 环 ,cohomoelogy rng,S48 
上 同调 环 ,cohomology ring of， 
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复 射 影 空 间 的 , complex projective 
space, $ 68 
同调 流 形 的 , homology manifold， 
S68 
Klein 撕 a 的 ,Klein bottle, $ 49 
透镜 空间 的 ,iens space, 3 69 
积 空 间 的 ,product space, 8 61 
射影 空间 的 ,projective space, 3 68 
PP 井 己 的 ,8$49 
上 X 的 ,86i 
S" Xx S” 的 , 3 61 
SIVSIVS 的 , $49 
环 面 的 ,torus, $49, 3 61, $68 
上 同调 运算 , cohomology operation， 
3 69 
上 核 ,cokernel, 3 4 
十 增 广 ,coaig mentation, $3 机 
生成 群 ,generating groups, 34 
生成 元 ( 群 的 ) generator, for group， 
§4 
双 线 性 的 ,bilinear, $ 50 
适应 覆盖 ,adapted covering, $73 
商 空间 ,quctient space, 3 20 
商 有 映射 ,quctient map, 3 20 
射影 平面 ,projective plane, 3 4 
一 的 同调 ,homology, 36 
一 的 上 同调 ,cohomology, $47 
射影 空间 ,projective space, 人 40 
一 的 同调 , homology, 3 40 
一 的 前 分 ,triangulation, 3 40 
一 的 胞 腔 链 复 形 , cellular chain 
complex, § 40 
一 的 上 同调 环 , cohomology ring， 
Ee 


§ 68 

射线 ,ray, 31 

蛇 形 引 理 ,serpent lemma, 3 24 

神经 ,nerve, 和 73 

收 六 , retraction, $$ 18 

收缩 核 ,retract, $ 19 

实心 环 面 ,solid torus, $ 35 

双 骨 锥 ,suspension， 
复 形 的 ,of complex, 38,325 
2 的 ,of space, $33 

树 ,tree, 3 5 

同调 ,homology of 
圆 环 的 ,annulus, 人 $9,§ 23 
球 的 ,ball, § 31 
复 射 影 空间 的 ,complex projective 
space, 3 40 
锥 的 ,cone, 38, 313 
CW 复 形 的 , CW complex， 3 39， 
S51 
柱 面 的 ,cylinder, $23 
四 边 形 的 ,4-gon, 35 
同调 流 形 的 , homology manifold， 
3 65 
Klein 找 的 , Klein battle, $656,310, 
3 39 
透镜 空间 的 ,lens space, $ 40 
Mebius 带 ,Mabius band, 3 23 
积 空间 的 , product space，$5S8， 
$ 59 
射影 平面 的 ,projective plane, $6 
射影 空间 的 ,projeetive space, $ 40 
伪 流 彤 的 , pseudo manifold，$ 43， 
§ 53 


P*#P? 的 ,$6 $68 
相对 同调 流 形 的 , relative homology 一 的 对 侦 定 理 , duality theorem， 


manifold, § 70 §65, $67 
单 形 的 ,simplex, $8, $13, § 29 一 的 同调 ,homology, 8$ 65 
单 形 边缘 的 ,simplex boundary, 98 相对 于 流 形 ,vs. manifold, $$ 63 
S”" Xx 9S” 的 ,$58 相对 于 伪 流 形 ,vs. pseudo manifold， 
球面 的 ,sphere, § 31, 8 39 $63,§65 
正方 形 的 ,square, $5,39 相对 一 ,relative, 63 
是 凸 集 的 ,star-convex set, 329 同调 公理 , axion for homology， 见 
双 角 锥 的 ,suspension, 3 25, 333 Eilenberg-Steenrod 公理 
环 面 的 ,torus, $6,310,839 同调 中 的 切除 ,excision in homology， 
同调 的 ,homologous, $ 5 单纯 的 ,simplicial, $9, $27 
同 碳 群 ,homology groups， 奇异 的 ,singular, $31 
一 和 的 公理 ,axiom, 3 26 同调 序列 ,homology sequence, 见 正 合 
链 复 形 的 一 ,of chain complex， 同调 序列 
$11,8313,3851 同 构 ,isomorphism 
无 穷 链 上 的 ,on infinite chains, 3 S， 抽象 复 形 的 一 ,of abstract complex， 
§ 65 $3 
有 序 的 ,ordered, 3 13 正 合 序列 的 一 ,of exact seqtiences， 
约 化 的 ,reduced ,和 7, 313, 29 $ 23 
单纯 的 , simplicial, $5, $89, $10， 单纯 理论 奇异 理论 的 一 ,of sim- 
| plicial theory with singular, 
奇异 的 ,singular, § 29, 3 30, § 51 § 34, § 44, § 51 
可 剂 空间 香 的 ,of triangulable pair， 单纯 理论 与 Ceh 理论 的 ~ of 
§ 27 simplicial theory with Cech, § 73 
零 维 的 ，zero-dimensional， 急 7， 同 态 ,homomorphism,; 又 见 诱 导 同 调 
$13, § 29 的 同 态 ,诱导 上 间 调 的 同 态 ， 
同调 交 环 , homology intersection ring， 正 合 序列 的 一 ,of exact sequences， 
$ 69 $ 23 
闻 调 流 形 ，homology manifold， 模 的 一 ,of modules, 全 48 
§ 63. 同 伦 ,homotopy, 3 14, § 19 
一 的 上 同调 ,cohcomology, $65 同 伦 的 ,homotopic, § 19 


一 的 上 同调 环 , cohomology ring， 辐 伦 公理 ,homotopy axiom, $ 26 
"$69 ， 


同 伦 等 价 ，homotopy equivalence， 
$19, 3 30 
同 伦 六 ,homotopy inverse $ 19, $30 
态 射 ,morphism,， 3 28 
态 射 的 复合 composition of mor- 
phism, 兮 28 
特征 上 肌 射 ,characteristic map, $ 38 
凸 的 ,convex, 3 1 
图 表 追 踪 ,diagram-chasing, $ 24 
透镜 空间 ,lens space, 3 40 
一 的 同调 ,hormoiogy, 3 40 
一 的 上 同调 环 , cohomology ring， 
$69 
一 的 三 角 剖 分 ,triangulation, $ 40 
一 的 胞 腔 链 复 形 , cellular chain 
complex, 》 40 
一 的 同 胚 分 类 , classification，ho- 
meomorphism $3 40 
一 的 伦 型 分 类 ，, classification, homo- 
topy type, § 69 
9 曲线 ,6 curve, 3 19 
拓扑 和 ,topological sam, $20 
拓扑 不 变性 (单纯 同调 的 ), topological 
invariance ,of simplicial homology, 
§18 
拓扑 学 家 的 正弦 曲线 ,topologist s sine 
curve, $ 29 
封闭 的 一 ,closed, 3 33, $73 
vo'""Up, 95 
ee 
hs $13 
w* KK, 见 锥 ， 
W; , 见 恰 边缘 
" S70 ， 
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维 数 ,dimension, 又 见 绪 着 维 数 
抽象 复 形 的 一 ,of abstract complex， 
$3 
CW 复 形 的 一 ,of CW complex， 
$38 
单纯 复 形 的 一 ,of simplicial com- 
plex, $2 
一 的 拓扑 不 变性 ,topological invari- 
ance, § 35 
维 数 公理 ,dimension axiom, 3 26 
伪 流 形 ,pseudo manifold, § 43 
一 的 同调 ,homology, 3 43, § 53 
一 和 的 上 同调 , cohomology，3 43， 
§ 53 
相对 于 同调 流 形 , vs. homology 
rnanifold, $ 63, $65 
五 项 引 理 ,five-lemma, 8 24 
无 挠 群 ,torsion-free group, 针 4 
万 有 系数 定理 , universal coefficient 
theorem, 
同调 的 一 , homology, § 55,3§ 56， 
$58 
上 同调 的 一 ，cohomology，$ 53， 
$56 
带 域 系 数 的 ,with field coefficients， 
§ 53 
外 直 和 ,external direct sum, 人 4 
无 穷 链 ,infinite chain, 人 5 
下 半空 间 ,lower hemisphere, 3 1 
线性 奇异 单 形 ,lnear singular sim- 
plex, $ 29 
线性 变换 ,linear transformation, $48 
系数 同 态 ,coefficient homonncrphisrmn ， 


$53 
回 量 室 间 ,vector space, $48 
相对 链 ,relative chains, $9, 830 
相对 上 和 链 ,relative cochains, 3 43 
相对 上 积 ,relative cup product, S 48 
相对 卡 积 ,relative cap product, 9 66 
相对 同调, relative homology，$9， 
3 30 
相对 同调 流 形 , relative homology 
manifold, $§ 63 
一 的 同调 , homology, $$ 70 
一 的 上 同调 ,cohomologv, $70 
一 的 对 怪 定 理 , duality theorem， 
70 
与 相对 伪 流 形 , vs. relative pseudo 
manifold, § 63, § 70 
相对 Mayer-Vietoris 序 列 ，relative 
Miayer- Vietoris sequence， 仿 25， 
§ 33 
相对 伪 流 形 , relative pseudo manitold， 
§ 43 
一 的 同调 ,homology, $ 43 
一 的 上 同调 ,cohomology, $ 43 
与 相对 同调 流 形 , vs. relative ho- 
mology manifold $63, 370 
星 形 ,star， 
顶点 的 一 ,of vertex, $2 
单 形 的 一 ,of simplex, $62 
子 复 形 的 一 ,of subcomplex, $ 72 
星 形 和 条件,star condition, S$ 14 
灵 四 集 ,star-ceonvex set, $1, $29 
一 的 同调 ,homoiogy, § 29 
旺 形 化 重 分 方法 ,staring, subdivision 


method, S 15 
小 奇异 单 形 , small singular simplex， 
$31 


循环 群 ,cycle group, $35,39 
X? , 见 骨 架 (CW 复 形 的 ) 
x 了 , 见 ( 空 间 的 ) 连 接 
象 ,inmnage, 3 4 
图 环 ,annulus, 人 9 
一 的 同调 ,homology, $9, $23 
圆周 群 ,circle group, 3 52 
有 问 集 ,directed set, 3 73 
有 问 系 ,direet system, $ 73 
有 问 系 的 观 身 ,map of direct systems， 
§ 73 
有 限 生成 的 群 ,finite generated group， 
34 
有 序 链 复 形 , ordered chain complex,， 
13 
有 序 同 调 ,ordered homology, 3 13 
相对 于 单纯 同调 ,vs. simplicial 今 13 
相对 于 奇异 同调 ,vs. singular, 3 34 
右 道 ,right inverse, $ 28 
约 化 同调 ,reduced homology, $7 
约 化 上 同调 ,reduced cohomology， 
§ 42, § 44 
映射 柱 面 , mapping cylinder, $ 45 
代数 映射 柱 ,algebraic, 3 45 
诱导 和 链 上 映射 ,induced chain map 
有 序 的 ,ordered, $ 13 
单纯 的 ,simplicial, $ 12 
奇异 的 ,sinpgujar, § 29, § 30 
诱导 上 链 轴 射 ,induced cochain map 
单纯 的 ,simplicial, § 43 
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奇异 的 ,singular, 8 44 
诱导 的 回调 同 态 , induced homology 
homomorphism 
从 链 喘 射 一 ,from chain map, 3 13 
单纯 理论 的 ，simplicial theory， 
$12, $18 
奇异 理论 的 ,singular theory, § 29， 
§ 30 
诱 民 的 上 同调 同 态 ,induced cohomol- 
CE7 homomorphism 
从 上 链 映射 一 ,from cochain map， 
$ 44 
单纯 理论 的 一 ,simplicial theory， 
§ 43, § 44 z 
奇异 理论 的 一 ,singular theory， 
S 44 
诱导 重 分 ,induced subdivision, S$ 15 
域 ,field, 3 48 
,Sd 
Zin,s4 
2Z, , 见 财 链 群 
Z? , 见 上 闭 链 群 
之 字形 引 理 ,zig-zag lemrma, § 24 
直 积 ,direct product, 4 
直 和 ,direct sum, S4 
直 和 和 项 ,direct summand, $4 
直线 同 伦 ，straight-line homotopy， 
S14 
自由 Abel 群 ,free abelian group, 3 4 
和 目 由 链 复 形 ,frees chain complex, $$ 13 
自由 盖子 ,free functor, 3 32 
自由 分 解 ,free resolution 
Abel 群 的 一 ,of abelian group, 8 45 
”5S72 ， 


典型 的 ,canonical, § 52 
模 的 一 ,cf module, $$ 54 
自由 链 复 形 的 标准 基 ,standard basis 
for free chain complex § 11 
自然 变换 ,natural transformation 与 28 
自然 等 价 ,natural equivalence, $ 28 
真 面 ,proper face, 3 1,315 
真 同 伦 ,proper homotopy, 3 44 
真 频 射 ,proper map, 3 44 
子 复 形 ,subcomplex， 
单纯 复 形 的 ,of simplicial complex， 
$2 
抽象 复 形 的 ,of abstract complex， 
$3 
CW 复 形 的 ,of CW complex, 3 38 
子 链 复 形 ,subchain complex, 3 13 
张 量 可 ,tensor produet， 
Abel 群 的 ,of abelian groups, $ 50 
链 复 形 的 ,of chain complex, 9 57 
同 态 的 ,of homomorphisms, $ 50 
模 的 ,of modules，$ 50 
计算 规则 ,rules for computing, $ 54 
正方 形 , square， 
一 的 同调 ,homology, $5,$9,$23 
一 的 上 同调 ,cohomology, $ 43 
锥 cone, 3 8, 3 20 
一 的 同调 ,homology, $8 
一 和 的 有 序 同调 ,ordered homology， 
全 13 
锥 的 底 ,base of cone, 了 38 
柱 面 ,cylinder, 兮 23 
增 广 ,augmentation, $3 7, $$ 13 
增 矿 链 复 形 ,，anpgmented chain com- 


plex, $ 13 
坐标 卡 ,coordinate patch, 35 
组 合 正 则 的 , combinatorially regular， 
S22 
覃 心 ,barycenter 
重心 坐标 ，barycentric _ coordinates， 
31,32 
重心 重 分 ,barycentric subdivision ， 
S 15 
六 ,generalized, § 16 
保持 一 个 固定 子 复 形 的 , holding 
subcomplex fixed, $ 16 
重心 重 分 算 子 ,barycentric subdivision 
opcrator 
单纯 的 ,simplicial, $ 17 
奇异 的 ,singular, $ 31 
正 合 共 ,exact braid, 8 26 
正 合 同调 序列 ,exact homology se- 
quence, $ 23 
三 元 组 的 , of triple, $24， 8 26，, 


$39 
正 合 上 同调 序列 ,exact cohomology 
sequence, $ 43, $ 44 
正 合 序列 ,exact segquence, 8 23 
短 一 ,short, 有 23 
长 一 ,long, § 23 
正则 胞 腔 复 形 , regular cell compjex， 
8 38 
正规 性 ,normality 
可 剂 空间 的 一 ,of polytope, $2 
向 空间 的 ,of quotient space, 8 37 
CW 复 形 的 ,of CW complex, $§ 38 
粘着 空间 的 of adjunction space， 
$ 37 
许 聚 拓扑 的 ,of coherent topology， 
§ 37 
左 闻 ,left inverse, § 28 
秩 ,rank, $4 
值 域 对 象 ,range object, 8 28 
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